
G E O M E T R I A

KSIÊGA PIERWSZA

O zagadnieniach, w których linie proste

& okrêgi wystarcz¹

do przeprowadzenia konstrukcji

szystkie zagadnienia geometrii da siê ³at-

wo sprowadziæ do takich pojêæ, ¿e wy-

starczy znaæ odcinki pewnych linii pro-

stych, aby przeprowadziæ konstrukcjê.

Tak jak arytmetyka polega tylko na czterech czy

piêciu dzia³aniach, czyli dodawaniu, odejmowaniu,

mno¿eniu, dzieleniu oraz wyci¹ganiu pierwiastków, co

mo¿na uznaæ za pewien rodzaj dzielenia, tak i w geo-

metrii, aby znale�æ szukane linie, wystarczy jedynie

dodaæ lub odj¹æ pewne inne linie, lub te¿ maj¹c jedn¹,

któr¹ nazwê jedno�ci¹, aby upodobniæ j¹, jak to tylko

mo¿liwe, do liczb, i która w zasadzie mo¿e byæ dowol-

nie wybrana, a nastêpnie, maj¹c dane dwie inne, zna-

le�æ czwart¹ liniê, która bêdzie do jednej z tych danych

tak jak druga jest do jedno�ci, co jest tym samym co

mno¿enie, lub jeszcze znale�æ czwart¹ liniê, która bê-

dzie do jednej z nich tak jak jedno�æ jest do drugiej, co

jest tym samym co dzielenie, czy wreszcie znale�æ

jedn¹ lub dwie, lub kilka �rednich proporcjonalnych
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miêdzy jedno�ci¹ i jak¹� inn¹ lini¹, co jest tym samym

co wyci¹gniecie pierwiastka kwadratowego lub sze�-

ciennego z danej linii itd. I nie zawaham siê wprowa-

dziæ do geometrii tych pojêæ arytmetycznych w celu

osi¹gniêcia wiêkszej jasno�ci.

Dla przyk³adu, niech

AB bêdzie jedno�ci¹

i niech zadanie pole-

ga na pomno¿eniu

BD przez BC. Muszê

tylko po³¹czyæ punkt

A z C, nastêpnie po-

prowadziæ DE rów-

noleg³¹ do CA; wówczas BE jest iloczynem BD oraz BC.

Lub te¿, gdy nale¿y podzieliæ BE przez BD, ³¹czê

punkty E i D, prowadzê AC równoleg³¹ do DE i BC jest

wynikiem tego dzielenia.

Lub te¿, gdy nale¿y wyzna-

czyæ pierwiastek kwadrato-

wy z GH, dodajê w linii pros-

tej FG równe jedno�ci, dzie-

lê FH na dwie równe czê�-

ci w punkcie K, zakre�lam

okr¹g FIH o �rodku w K, nastêpnie z punktu G prowa-

dzê liniê prost¹ i przed³u¿am j¹ a¿ do I pod k¹tami pro-

stymi opartymi na FH; szukanym pierwiastkiem jest GI.

Nie mówiê tutaj nic o pierwiastku sze�ciennym lub in-

nych, poniewa¿ powiem o nich z wiêksza swobod¹

pó�niej.
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Czêsto jednak nie jest konieczne rysowanie tych li-

nii na papierze i wystarczy oznaczyæ ka¿d¹ z nich

odrêbn¹ liter¹. I tak, aby dodaæ linie BD i GH, nazy-

wam jedn¹ a, drug¹ b, i piszê: a + b. Nastêpnie a  b

bêdzie oznacza³o, ¿e od a odjêto b; ab, ¿e a jest po-

mno¿one przez b;
a

b
, ¿e b jest podzielone przez b; aa

lub a2, ¿e a pomno¿ono przez siebie; a3, ¿e poprzedni

wynik jest pomno¿ony przez a i tak dalej w nieskoñ-

czono�æ. Podobnie, gdy chcê wyci¹gn¹æ pierwiastek

kwadratowy z a2 + b, piszê ¤a2 + b2; gdy chcê

wyci¹gn¹æ pierwiastek sze�cienny z a3  b3 + abb,

piszê ¤C.a3  b3 + abb, i podobnie z innymi pier-

wiastkami.

Nale¿y zaznaczyæ, ¿e przez a2 lub b3 i podobne wy-

ra¿enia rozumiem zwykle jedynie linie proste, jakkol-

wiek w celu pos³u¿enia siê nazwami u¿ywanymi

w algebrze nazywam je kwadratami lub sze�cianami

itd. Nale¿y równie¿ zaznaczyæ, ¿e wszystkie czê�ci li-

nii musz¹ byæ zwykle wyra¿one przez tê sam¹ liczbê

wymiarów, przyjmuj¹c, ¿e wymiar jedno�ci nie jest

jednoznacznie wyznaczony przez warunki zadania.

W ten sposób a3, abb oraz b3, z których sk³ada siê linia

nazwana przeze mnie ¤C.a3  b3 + abb, zawieraj¹

tyle samo wymiarów. Ale nie jest tak w przypadku

jedno�ci, dlatego ¿e mo¿e ona wystêpowaæ wszêdzie

tam, gdzie jest zbyt du¿o lub zbyt ma³o wymiarów.

W ten sposób, gdy bêdzie trzeba wyci¹gn¹æ pierwias-
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tek sze�cienny z aabb  b, nale¿y przyj¹æ, ¿e wielko�æ

aabb jest podzielona raz przez jedno�æ, za� wielko�æ b

jest pomno¿ona dwa razy przez jedno�æ. Wreszcie, by

nie zapomnieæ nazw tych linii, trzeba zawsze spo-

rz¹dzaæ oddzielny spis, w miarê jak nazwy s¹ przyj-

mowane lub zmieniane, pisz¹c na przyk³ad:

AB $ 1, to znaczy AB jest równe 1,

GH $ a,

BD $ b itd.

Je�li wiêc chcemy rozwi¹zaæ jaki� problem, to trzeba

wpierw za³o¿yæ, ¿e znane jest rozwi¹zanie i nazwaæ

wszystkie linie, tak samo znane, jak i nieznane, które

wydaj¹ siê niezbêdne do przeprowadzenia konstrukcji.

Nastêpnie, nie czyni¹c ¿adnej ró¿nicy miêdzy liniami

znanymi i nieznanymi, trzeba rozwik³aæ trudno�æ

w taki sposób, który najpro�ciej uchwyci zale¿no�ci

miêdzy tymi liniami, a¿ zdo³amy wyraziæ tê sam¹ wiel-

ko�æ na dwa sposoby, co nazywamy równaniem.

Albowiem pojêcia jednego z tych dwóch wyra¿eñ

równe s¹ pojêciom drugiego.

I nale¿y znale�æ tyle takich równañ, ile przyjêli�my

linii niewiadomych; gdy jednak po rozwa¿eniu wszyst-

kiego nie mo¿na tylu znale�æ, to znaczy, ¿e zagadnie-

nie nie jest w pe³ni okre�lone. W takim wypadku ka¿-

dej linii, której nie odpowiada ¿adne równanie, mo¿e-

my przypisaæ dowolnie wybrane odcinki.

Je�li jest kilka równañ, to ka¿de nale¿y tak spo¿yt-

kowaæ, by rozwa¿aj¹c je samo w sobie lub porównu-

j¹c z innymi, wyznaczyæ ka¿d¹ z niewiadomych linii.
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Trzeba je wiêc tak d³ugo przekszta³caæ, a¿ pozostanie

tylko jedna niewiadoma linia, równa innej znanej albo

której kwadrat lub sze�cian lub kwadrat kwadratu, lub

pi¹ta potêga (sursolide), lub kwadrat sze�cianu itd. jest

równa wynikowi dodawania lub odejmowania kilku in-

nych wielko�ci, z których jedna by³aby znana, a inne

sk³ada³yby siê ze �redniej proporcjonalnej miêdzy jed-

no�ci¹ i tym kwadratem lub sze�cianem, lub kwadra-

tem kwadratu itd., pomno¿one przez inne znane linie.

Zapisujê to nastêpuj¹co:

z $ b lub

z2 $  az + bb, lub

z3 $ + az2 + bbz  c3, lub

z4 $ az3  c3z  d4 itd

Oznacza to, ¿e z, które biorê za wielko�æ nieznan¹, jest

równe b lub kwadrat z jest równy kwadratowi b po-

mniejszonemu o a pomno¿one przez z lub sze�cian z

jest równy a pomno¿onemu przez kwadrat z plus kwa-

drat b pomniejszony o sze�cian c i tak samo dla innych.

W ten sposób wszystkie nieznane wielko�ci mo¿na

zawsze wyraziæ za pomoc¹ jednej, gdy tylko problem

mo¿na przedstawiæ za pomoc¹ okrêgów oraz linii pro-

stych lub przekrojów sto¿ka, a nawet przez jak¹� inn¹

krzyw¹, której stopieñ by³by wiêkszy co najwy¿ej o je-

den lub dwa. Wszelako nie zatrzymujê siê wcale nad

wyja�nieniem tego w szczegó³ach, a to dlatego, ¿e po-

zbawi³bym was przyjemno�ci samodzielnego uczenia

siê i po¿ytku z kszta³towania waszego ducha w æwi-
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czeniu, co te¿ w moim mniemaniu jest g³ówn¹ korzy�ci¹

czerpan¹ z tej nauki. Tak samo jak nie dostrzegam nic

tak trudnego, czego nie mogliby odkryæ ci, którzy s¹

ma³o obeznani z elementarn¹ geometri¹ i algebr¹, a któ-

rzy uwa¿nie prze�ledz¹ tre�æ tego traktatu.

Dlatego te¿ ograniczê siê tu do takiego oto stwier-

dzenia: gdy rozwi¹zuj¹c te równania, przeprowadzi-

my wszelkie mo¿liwe rozró¿nienia, z pewno�ci¹ do-

trzemy do najprostszych pojêæ, do których mo¿na

sprowadziæ dane zagadnienie.

A je�li mo¿e byæ ono rozwi¹zane w ramach elemen-

tarnej geometrii, to znaczy przez kre�lenie linii prostych

i okrêgów na p³aszczy�nie, kiedy ostatnie równanie zo-

sta³oby ju¿ ca³kowicie rozwi¹zane, to nie pozostanie ju¿

nic wiêcej prócz kwadratu nieznanej wielko�ci, który

jest równy wynikowi dodawania lub odejmowania pier-

wiastka tej nieznanej wielko�ci, pomno¿onego przez

pewn¹ znan¹ wielko�æ, oraz pewnej innej znanej wiel-

ko�ci.

Tak wiêc ta nieznana linia lub jej pierwiastek daj¹ siê

³atwo znale�æ. Je�li bowiem na przyk³ad mamy:

z2 $ az + bb,

to konstruujê trójk¹t

prostok¹tny NLM, w

którym bok LM jest

równy b � pierwiast-

kowi kwadratowemu

ze znanej wielko�ci bb,
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a drugi, LN, jest równy ½ a � po³owie drugiej znanej

wielko�ci, pomno¿onej przez z, o której zak³adam, ¿e

jest lini¹ nieznan¹. Dalej, przed³u¿aj¹c MN � podstawê

trójk¹ta, a¿ do O, tak by NO by³a równa NL, ca³o�æ OM

jest szukan¹ lini¹ z. Wyra¿a siê to nastêpuj¹co:

z $ ½ a + ¤ ¼ aa + bb.

Ale gdy mam: yy $  ay + bb, gdzie y jest szukan¹

wielko�ci¹, konstruujê ten sam trójk¹t prostok¹tny

NLM i na jego podstawie odk³adam NP równe NL,

a reszta PM jest szukanym pierwiastkiem y. W ten spo-

sób mam: y $  ½ a + ¤ ¼ aa + bb. Tak samo, je�li

mia³bym x4 $  ax2 + b2, PM by³by x2 i otrzyma³bym

x $ ¤  ½ a + ¤ ¼ aa + bb, i w ten sam sposób w in-

nych przypadkach.

Wreszcie, je�li mam:

z2 $ az  bb,

tworzê NL równy ½ a i LM równy b,

jak wy¿ej. Dalej, zamiast po³¹czyæ

punkty M z N, prowadzê równoleg³¹

MQR do LN i ze �rodka N kre�lê

okr¹g przecinaj¹cy j¹ w punktach Q

oraz R i przechodz¹cy przez L. Szu-

kan¹ lini¹ jest MQ lub MR, w tym bo-

wiem przypadku wyra¿a siê ona na

dwa sposoby, mianowicie: z $ ½ a + ¤ ¼ aa  bb oraz

z $ ½ a  ¤ ¼ aa  bb.

I je�li okr¹g, który ma swój �rodek w punkcie N,

przechodzi przez punkt L, nie przecina ani nie dotyka
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prostej MQR, to równanie nie ma ¿adnego pierwiastka,

tak wiêc mo¿emy potwierdziæ, ¿e nie jest mo¿liwe

przeprowadzenie konstrukcji zaproponowanego za-

gadnienia. Te same pierwiastki mo¿na znale�æ na wiele

innych sposobów. Poda³em tu te najprostsze, by poka-

zaæ, ¿e konstrukcje wszystkich zagadnieñ elementar-

nej geometrii mo¿na przeprowadziæ, czyni¹c nie wiê-

cej ni¿ to, co jest zawarte w czterech figurach, które

obja�ni³em. Sadzê, ¿e staro¿ytni matematycy nie do-

strzegli tego, w przeciwnym bowiem wypadku nie za-

daliby sobie trudu napisania tak wielu dzie³, gdzie ju¿

sam porz¹dek twierdzeñ poucza nas, ¿e wcale nie

dysponowali prawdziw¹ metod¹, by je wszystkie od-

kryæ, lecz raczej pozbierali te twierdzenia, które

przypadkowo napotkali. Mo¿na to zobaczyæ bardzo

jasno na pocz¹tku siódmej ksiêgi Pappusa, gdzie po

tym, jak zatrzyma³ siê jaki� czas na wyliczeniu tego

wszystkiego, co przed nim zosta³o napisane na temat

geometrii, przechodzi wreszcie do omówienia zagad-

nienia, o którym twierdzi, ¿e ani Euklides, ani Apolo-

niusz, ani nikt inny nie potrafi³ go ca³kowicie roz-

wi¹zaæ.
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