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1 Zawarto$¢ rozprawy

Rozprawa Die Aziome der Quantitdat und die Lehre vom Mass zostala napisana
z duzym rozmachem?!. Juz sam spis tresci ukazuje jej rozlegly plan. Czesé I
zatytulowana Wielkosci i liczby pomiarowe sktada si¢ z nastepujacych para-
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§17. Zdefintowane mnozenie jest jedyne

Czesc¢ 1. Zastosowanie do przedziatow linii prostej zawiera aksjomaty-
czny wyktad geometrii elementarnej z pojeciami pierwotnymi: punkt, prosta,
odcinek. Holder zaktada, ze odcinki spetniajg aksjomaty ,wielkosci”, a do-
datkowe aksjomaty opisuja uporzadkowanie punktéw na prostej. Dalej rozwija
teorie proporcji odcinkow i ustanawia bijekcje miedzy punktami prostej a
liczbami rzeczywistymi. Generalny zamyst rozprawy przypomina zatem to, co
polski czytelnik zna z monografii Karola Borsuka i Wandy Szmielew Podstawy
geometrii, w tej czesci, w ktorej autorzy wprowadzaja metryke w przestrzeni
absolutnej?. Przy czym, gdy polscy matematycy stosuja w swoim wykladzie
arytmetyke liczb rzeczywistych, Holder stosuje teorie wielkodci.

Prezentowany przektad pierwszych paragraféw Die Aziome der Quantitdt
zawiera dwa ciekawe wyniki: (1) w pélgrupie uporzadkowanej z aksjomatu
ciagtosci wynika aksjomat Archimedesa, (2) potgrupa archimedesowa jest
przemienna. Twierdzenia te sa obecnie dobrze znane, chociaz rzadko wigze
sie je z konkretnym nazwiskiem. Ponadto, ich dowody sa stosunkowo proste,
co dodatkowo sprawia, ze funkcjonujg one jako bezimienne fakty matematy-
czne. Natomiast ustalenie ram logicznych, tj. aksjomatéw i podstawowych
definicji pozwalajacych przeprowadzi¢ te dowody okazalto sie do$¢ ztozonym
procesem. Swiadectwo goracej dyskusji toczonej wokét aksjomatéw wielkosci
stanowig bardzo rozbudowane przypisy rozprawy.

2 WielkosSci

We wstepie Holder pisze: ,,Teoria wielkosci mierzalnych zostata rozwinieta na
wysokim poziomie juz przez EUKLIDESA. Wspoétczesnie doswiadczyta poglebionego
potraktowania z réznych stron. Mimo to teoria ta wydaje mi si¢ jeszcze
niewystarczajaco doktadnie [przedstawional; w niektérych nowych opracow-
aniach zakradty si¢ btedy i niejasnosci i dlatego sadze, ze potrzebne jest nowe
rozwiniecie tej waznej i podstawowej teorii”.

Pierwsze z tych zdan odnosi sie oczywiscie do teorii proporcji z Ksiegi
V' Elementow. Teoria ta traktuje o obiektach geometrycznych, o odcinkach,
wielokatach, katach, ktére Euklides obejmuje jednym pojeciem uéyedog, ,wielko$¢”.
Greckie stowo péyevoc oddawano w tlumaczeniach tacinskich jako quan-

2Zob. K. Borsuk, W. Szmielew, Podstawy geometrii, PWN, Warszawa 1972; zob. takze
P. Blaszczyk, Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale
Zahlen, Wydawnictwo Naukowe AP, Krakow 2007, rozdz. 2.



titas, w jezykach nowozytnych za$ funkcjonuja zamiennie dwa odpowied-
niki: w angielskim — quantity oraz magnitude, we francuskim — quantité,
grandeur, w niemieckim — Quantitdt, Grosse; Holder uzywa pojecia Quan-
titat. W XX wieku pojecie ,wielko$¢” jest stopniowo zastepowane przez
Lliczby rzeczywiste”, tym niemniej jeszcze pod koniec lat 40-tych Nicolas
Bourbaki postuguje sie pojeciem grandeur w znaczeniu ,liczba rzeczywista”3.

Teoria proporcji wielkosci jest stosowana w Ksiedze VI Elementow, w
teorii figur podobnych i spelnia w matematyce greckiej funkcje podobng do
tej, jaka arytmetyka liczb rzeczywistych pelni we wspotczesnej geometrii.

Wielcy matematycy nowozytnosci, Kartezjusz, Leibniz, Newton, stosowali
teorie figur podobnych nie zwazajac na jej aksjomatyczne podstawy. Nastepne
pokolenia rozwijaty matematyke odnoszac sie do swoich bezposrednich poprzed-
nikéw, a nie do Euklidesa. W rezultacie zainteresowanie Ksigga V przeniosto
sie z tekstow czysto matematycznych do prac historycznych i komentarzy za-
mieszczanych w kolejnych edycjach FElementow. Wyjatkowa przenikliwoscia
w tej dziedzinie wyr6znia sie edycja Roberta Simsona, w ktorej do definicji z
Ksiegi V dopisano cztery aksjomaty, aby usungé luki w dowodach Euklidesa?.

Oryginalny tekst Elementow nie zachowal sie, stad istotne réznice miedzy
poszczegbdlnymi wydaniami dotyczace samej zawartosci traktatu. Dos¢ powiedziec,
ze w Sredniowieczu i Renesansie Elementy byly znane w 15 ksiegach, podczas
gdy obecnie 13 ksiag uznaje sie za w pelni autentyczne. W latach 1883-1888,
dunski filolog Johan Ludvig Heiberg opublikowal wydanie, ktére do dzi$
uznawane jest za klasyczng edycje i z ktérego korzystaja wszyscy badacze
i wydawcy Euklidesa®. Z tej edycji czerpali tez matematycy dziatajacy na
przetomie XIX i XX wieku.

Zainteresowanie teorig proporcji z FElementow przywrocit matematyce
Otto Stolz. W wydanej w roku 1885 monografii Vorlesungen tiber Allge-
meine Arithmetik osobny rozdzial poswiecit on omoéwieniu Ksiegi V oraz VI,
a teori¢ proporcji umiescit w jednym szeregu obok arytmetyki liczb catkow-

3Zob. N. Bourbaki, Théorie de la measure et de lintégration. Introduction, Université
Henri Poincaré, Nancy 1947.

4Zob. R. Simson, The Elements of Euclid viz. the first six Books, together with the
eleventh and twelfth. The Errors by which Theon and others have long ago vitiated these
Books are corrected and some of FEuclid’s Demonstrations are restored., Glasgow 1762,
s. 114-115.

5]J.L. Heiberg, Euclidis Elementa. edidit et Latine interpretatus est I.L. Heiberg, vol.
-V, in aedibus B.G. Teubneri, Lipsiae 1883—-1888. Ksiege V zamieszczono w tomie drugim,
wydanym w roku 1884.



itych, wymiernych i rzeczywistych®. Kolejne prace rozwijajace antyczng teorie
proporcji to Wstep do Lehrbuch der Algebra Heinricha Webera oraz omaw-
iana rozprawa Holdera”. Gdy w roku 1900 ukazat sie artykut Davida Hilberta
Uber den Zahlbegriff® uwaga matematykéw skupilta sie na ciele liczb rzeczy-
wistych, natomiast Ksiega V interesowali sie juz z tylko historycy i filozo-
fowie?. Warto w tym miejscu przypomnie¢, ze Hilbert przedstawit w Grundla-
gen der Geometrie swojg koncepcje proporcji, co dodatkowo swiadczy o tym,
ze ten antyczny sposob rozumowania wabit jeszcze matematykéw przetomu
wiekow jaka$ atrakcyjnoscig!®.

XIX-wieczne odrodzenie teorii proporcji zapoczatkowat niemiecki histo-
ryk Hermann Hankel. W roku 1876 podal on pierwszy nowoczesny opis
Ksiag V-VI, a zaproponowany przez niego symboliczny zapis definicji pro-
porcji zostal uzyty w edycji Heiberga i jest powtarzany po dzien dzisiejszy!.
Drugim istotnym sktadnikiem tej historii jest opublikowana w roku 1861
monografia Lehrbuch der Arithmetik autorstwa Hermanna Grassmanna!Z,
Zawiera ona bodaj pierwsze w historii matematyki systematyczne opracow-
anie zagadnienia zgodno$ci porzadku liniowego z dziataniami, a zaleznosci te
stanowia istotny sktadnik matematycznego opisu pojecia ,wielko$¢”.

60. Stolz, Vorlesungen tiber Allgemeine Arithmetik, Teubner, Leipzig 1885, s. 85-96.

"H. Weber, Lehrbuch der Algebra. Einleitung, Vieweg, Braunschweig 1895, s. 1-20;
wydanie drugie: 1898.

8D. Hilbert, Uber den Zahlbegriff, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-
Vereinigung 8, 1900, s. 180-184; O pojeciu liczby, t1 J. Pogonowski, Annales Universitatis
Paedagogicae Cracoviensis Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia IV, 2012 s.
199-202.

9Zob. O. Becker, Eine voreudozische Proportionenlehre und ihre Spuren bei Aristoteles
und EBuklid, Eudoxos-Studien I, 1933, s. 311-333; F. Beckmann, Neue Gesichtspunkte zum
5. Buch FEuklids, Archive for History of Exact Sciences IV, 1967, s. 1-144; I. Mueller,
Philosophy of Mathematics and Deductive Structure in Euclid’s Elements, MIT Press,
Cambridge, Massachusetts 1981, s. 118-151; P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides, Elementy,
Ksiegi V-VI. Ttumaczenie i komentarz, Copernicus Center Press, Krakow 2013.

10Zob. D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Festschrift zur Feier der Enthiillung des
Gauss-Weber Denkmals in Gottingen, Teubner, Leipzig 1899, s. 35-37.

IH. Hankel, Zur Geschichte der Mathematik in Alterthum und Mittelalter, Teubner,
Leipzig 1876, s. 389-404; J.L. Heiberg, Fuclidis Elementa, op. cit., vol. II, s. 3.

12H. Grassmann, Lehrbuch der Arithmetik, Enslin, Berlin 1861.



3 Struktura wielkosci

Przedstawimy teraz trzy koncepcje wielkosci. Pochodza one z prac Paula
Du Bois-Reymonda, Otto Stolza i Heinricha Webera. Yaczy je to, ze defini-
uja ,wielkos¢” jako strukture algebraiczng, doktadniej: potgrupe z porzad-
kiem liniowym 9% = (M, +, <). Nie wszystkie wlasnosci sktadajace sie na
wspotczesng definicje potgrupy byly wprost wymieniane przez wskazanych
autoréw, nie wspominajac juz o tym, ze zaden z nich nie uzywa pojecia
,poOtgrupa”. Podobnie, nie kazdy z nich mial wyrazna koncepcje porzadku
liniowego. Ponadto, do warunkow charakteryzujacych strukture 9t niektérzy
zaliczali tez aksjomaty rownosci oraz prawa podstawiania, a wiec zasady,
ktorymi wspodtezednie zajmuje sie raczej logika niz algebra. Pominiemy te
roznice i skupimy uwage na aksjomatach charakteryzujacych zwiazek dziata-
nia + z porzadkiem <.

Szczegodlna role w charakterystyce wielkosci odgrywa aksjomat ciaglosci.
W omawianych pracach byt on wzorowany na postaci zaczerpnigtej z rozprawy
Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen. W zwigzku z tym przy-
toczymy jego oryginalne sformutowanie: , Jesli wszystkie punkty linii prostej
wpadajg do dwoch klas tego rodzaju, ze kazdy punkt pierwszej klasy lezy na
lewo od kazdego punktu klasy drugiej, to istnieje jeden i tylko jeden punkt,
ktory dostarcza tego podziatu wszystkich punktéw na dwie klasy, tego roz-
ciecia linii prostej na dwa kawaltki” '3,

Uzyty przez Dedekinda termin ,linia prosta” oznacza de facto zbiér uporzad-
kowany liniowo w sposob gesty i w referowanych pracach aksjomat ciggtosci
jest formutowany jako wlasnos¢ przekrojow. Przypomnijmy wiec, ze para
(A, B) jest przekrojem zbioru liniowo uporzadkowanego (M, <) wtedy i tylko
wtedy, gdy (1) A,B # 0, (2) AUB = M, (3) (Vx € A)(Vy € B)(x < y).
Przekréj (A, B), ktory jest tego rodzaju, ze ani w klasie A nie ma najwiek-
szego elementu, ani w klasie B nie ma najwiekszego, nazywany jest luka.

W pierwszych opisach wielkosci nie pojawia sie zagadnienie niezaleznosci
aksjomatow, mamy tu raczej do czynienia z wyodrebnieniem pewnych wtas-
nosci, ktore okazuja sie istotne w dowodach. Kwestia niezaleznosci stala sie
przedmiotem odrebnych badan pod wpltywem Grundlagen der Geometrie
Hilberta i dopiero Holder podejmuje rozwazanie tego typu w odniesieniu do
aksjomatow wielkosci.

13R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen. Friedrich Vieweg & Sohn, Braun-
schweig 1872, s. 18, tt. J. Pogonowski.



Przedstawiajac kolejne koncepcje wielkosci postuzymy si¢ jednolitym za-
pisem. We wzorach bedziemy stosowa¢ kwantyfikatory, przyjmujemy przy
tym, ze zmienne wolne przebiegaja zbiér wielkosci M, w pozostatych przy-
padkach wyraznie wskazujemy zakres zmiennosci. Dla porzadku zaznaczmy,
ze zaden z omawianych autoréw nie uzywal formut z kwantyfikatorami.

3.1 Euklides

Zaczniemy od Euklidesa, bo to jego teoria proporcji data poczatek rozwaza-
niom na temat wielkosci. Oto aksjomaty charakteryzujace strukture wielkosci
z Ksiegi V Elementow'*:

El (Vz,y)(3n € N)[nz > y],

E2 (Vz,y)(32)[zr <y = x+ 2z =y,
E3 (Ve,y,2)[x <y=>ax+2<y+2z],
E4 (Vz)(Vn € N)(3y)[z = ny],

E5 (Vz,y,2)(3v)[x :y =z 0]

W Elementach nie wystepuje ani pojecie porzadku liniowego, ani dzi-
atania, Euklides nawet nie uzywa stowa ,suma”, czy innego pojecia, ktore
by odpowiadalo symbolowi +. Z pieciu przedstawionych aksjomatow wprost
zapisany jest jedynie aksjomat E1 — u Euklidesa jest to definicja V.4. Wys-
tepujacy w E5 symbol x : y :: 2z : v oznacza relacje proporcji — u Euklidesa
jest ona zadana definicja V.5. Symbol nx oznacza ,wielokrotnos¢”, sume n
sktadnikow x, nx = x + ... + x. Zostal on wprowadzony w cytowanych wyzej
pracach Hermanna Grassmanna i Hermanna Hankla, a w rozprawie Holdera
jest definiowany indukeyjnie. Scisle rzecz biorac ,wielokrotno$é” to dzialanie
zewnetrzne, N x M 5 (n,z) — nx € M.

Aksjomat E1 decyduje miedzy innymi o tym, ze wéréd wielkosci nie ma
zera, tj. elementu neutralnego. Z koniunkcji aksjomatéw E1, E2; E3 wynika
zaleznosé¢ (Vx,y)(z +y > x), ktéra mozna interpretowa¢ w ten sposob, ze

1470b. F. Beckmann, Neue Gesichtspunkte zum 5. Buch Euklids, op.cit., I. Mueller,
Philosophy of Mathematics and Deductive Structure in Fuclid’s Elements, op. cit., P.
Btaszczyk, K. Mréwka, Euklides, Elementy, Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz, op.
cit.



w zbiorze M nie ma ani zera, ani wielkos$ci ujemnych. Element z ktory wys-
tepuje w aksjomacie E2, w niektoérych pracach poswieconych wielkosciom jest
oznaczany jako y — x.

Aksjomaty E1-E5 stanowia interpretacje pojecia wielko$¢. Przyjmujac
srodki wspotezesnej logiki, mozna wyprowadzi¢ z nich wszystkie twierdzenia
Ksiegi V°. Uzupelniaja one Euklidesa teorie proporcji w takim sensie, w
jakim aksjomaty z wyktadu Hilberta Grundalgen der Geometrie uzupetniaja
geometri¢ Euklidesa.

3.2 Du Bois-Reymond, 1882

Oto aksjomaty charakteryzujace ,wielkosci liniowe”, linedren mathematis-
chen Gréssen, quantitiés mathématisque linéaires, przedstawione przez Paula
Du Bois-Reymonda w roku 1882 w ksiazce Die Allgemeine Functiontheorie!®:

D1 (Vz)(3y, 2z)ly <z Az > xl,

D2 (Vz,y)[z +y > zl,

D3 (va)(vn € N)(3y)[e = ny),

D4 (Vz,y)(Fz)[x <y = x+ 2z =y,

D5 (

D6 (
(

D7

Vo,y,2)[t <y=z+z2<y+ 2z,
Vo,y)(In € N)[z <y = nz >y,
Vo, y)(Vn € N)(F2)[z <y Ax = nzl.

Dysponujac ogdélnym pojeciem wielkosci, Du Bois-Reymond, a pdzniej
Stolz przedstawili pierwsze systemy wielkosci niearchimedesowych.

3.3 Otto Stolz, 1885

W ujecie Otto Stolza wielkosci absolutne, absolute Grossen, spetniaja aksjo-
maty!?

1570b. P. Blaszczyk, K. Mréwka, FElementy, Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz,
op. cit.

1670b. P. Du Bois-Reymond, Die Allgemeine Functiontheorie, Lauppschen, Tiibingen
1882, s. 43-48; wyd. francuskie: Théorie Générale des Fonctions, Nice 1887.

17Zob. O. Stolz, Vorlesungen iiber Allgemeine Arithmetik, Teubner, Leipzig 1885, s. 82-
83.



Va,y)(In € N)[x <y = nz > y,
Ve, y)(32)[z <y =2x+ 2z =1y,

S1 (
S2 (
S3 (Ve,y,2)[r<y=z+2z<y+z|,
S4 (Vz,y)[xz +y > zl,

S5 (Vz)(Vn € N)(Jy) [z = ny].

Konsekwencje
Z aksjomatéw S1-SH Stolz wyprowadza nastepujace wnioski:

S6 (Vz,y)(Fn eN)z <y=nzr<y<(n+1)z.
ST (Vz,y,z)(3m,neN)z <y =z < 2z < y].'®

W zwiazku z cigglodcia Stolz wprowadza kolejne aksjomaty:
S9 Porzadek < jest gesty,

S10 (Vx)(Jy, 2)[y < x A z >z,

S11 Jezeli ¥ C M oraz (A, B) jest lukg w zbiorze (X, <) tego rodzaju, ze
(Ve e M)(Jy € A)(3z € B)[z —y < x], to
(Flz e M)(Vy € A)(Vz € B)ly < z < z|.

Konsekwencje
S12 (52— 55,59 — S11) = S1.

Dowdd whasnoécei S12 podany przez Stolza nie byt poprawny.?

3.4 Otto Stolz, Joseph A. Gmeiner, 1902

W roku 1902, Stolz, przy wspotpracy z Josephem Gmeinerem wydat Theo-
retische Arithmetik — rozszerzona i zmieniong wersja Vorlesungen tiber All-
gemeine Arithmetik. W tym nowym ujeciu aksjomat ciagtosci podany jest w
klasycznej postaci:

S13 Jezeli (A, B) jest przekrojem zbioru (M, <), to albo w klasie A jest
element najwickszy, albo w klasie B jest element najmniejszy.

18Na podstawie S5 dla kazdej wielkoéci z oraz liczby naturalnej n istnieje taka wielkoéé
v, ze z = nv. Wiekos¢ v jest oznaczana symbolem %z Wtedy mv to 2.
19Z0b. nizej § 5.1.



Dowdd faktu, ze z S13 wynika S1, przy zalozeniu pozostatych aksjomatow,
jest tym razem tak prowadzony: Niech a, b sa takie, ze a < b oraz na < b dla
kazdego n € N. Przyjmujac

A={x e M :nx<b}, B={xe€ M:nz>b},

Stolz pokazuje, ze ani w klasie A nie ma elementu najwiekszego, ani w klasie
B nie ma elementu najmniejszego, co ma by¢ sprzeczne z zatozeniem, ze
zaden przekroj zbioru (M, <) nie wyznacza luki.?

Ten dowdd takze nie jest poprawny, nie wiadomo bowiem, dlaczego w
definicji zbioréw A, B pominieto przypadek nx = b, ktory decyduje o tym,
ze para (A, B) stanowi luke.

3.5 Heinrich Weber, 1895

We Wstepie do Lehrbuch der Algebra Heinrich Weber jasno odroznia pojecia
wzbior” . zbior uporzadkowany” oraz ,zbior mierzalny”, messbare Menge.
Jasne jest réwniez to, ze pojecie ,miara”, Mass, odnosi si¢ do struktury
porzadkowo-algebraicznej M = (M, +, <). W zwiazku z tym czytamy: ,,Zbiér
uporzadkowany 9 nazywa sie mierzalnym przy nastepujacych zalozeniach” 2!
To, co nastepuje dalej zapisujemy wzorami:

W1 (Vx,y)(In € N)[nx > y],
W2 (Vx,y)(32)[zr <y=z+2z=1y],
W3 (Vz,y)[z +y > zl,

W4 Porzadek < jest gesty i jezeli (A, B) jest przekrojem zbioru (M, <), to
(Fz)(Vz € A)(Vy € B)[z < z < y].

Aksjomat W4 Weber tak formutuje: ,,Gdy kazdy przekroj w zbiorze gestym

M jest wytworzony przez okreslony element p, to zbiér ten nazywa si¢ ciaghtym
Konsekwencje

W5 (Va,y,z[(e <y=az+z2<y+z.
W6 Porzadek < jest gesty wtedy i tylko wtedy, gdy (Vz)(Jy)[y < z].

20Zob. O. Stolz, J.A. Gmeiner, Theoretische Arithmetik, Teubner, Leipzig 1902, s. 115.
21Z0b. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, op. cit. s. 6-7, tt. J. Pogonowski.
2270b. tamze, s. 4, t1. J. Pogonowski.
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W7 (W1AW3AWA) = W2.

Dowo6d wlasnosci W7 jest tak szkicowany: Niech a < b, A = {z € M :
a+x<b}, B={x € M:a+x>0b}. Niech £ ,wytwarza” przekrdj (A, B),
tj. (Ve € A)(Vy € B)lx < £ < y|. Wowezas, konkluduje Weber, zachodzi
a+§& =02

Rozumowanie Webera jest niedokonczone. Holder podejmuje je stowami:
,Nie mozemy jednak jeszcze zaniedbaé¢ dowodu, ze istotnie a+¢& = b (zapom-
niano o tym w WEBER Lehrbuch der Algebra)”. Mimo iz Holder przyjmuje
kolejne aksjomaty, nie udaje mu si¢ doprowadzi¢ tego dowodu do konca.

W istocie dowdd Webera nie moégt by¢ poprawny. Przyjmijmy bowiem
M; = R\ [-2,2) z dzialaniem x o y = |x - y| oraz naturalnym porzadkiem.
W pétgrupie M; = (M, o, <) jest spelniony aksjomat W1, bo nz = |z|", dla
n>1,oraz lim [z|" = oo, dla kazdego x € M. Zachodzi tez xoy = |z -y| >
|z| > x, co znaczy, ze spelniony jest aksjomat W3. Porzadek w zbiorze M;
jest oczywiscie ciagly. Przyjmujac x = —4, y = 3 otrzymujemy, ze z < y oraz
xoz#y, boxoz>8 dlakazdego z € M;. Zatem w 9, nie zachodzi W2.

W Lehrbuch der Algebra znajdujemy jeszcze i takg uwage:

W8 | Definicja cigglosci, ktora za DEDEKINDEM bierzemy tu za podstawe,
jest tak dalece wyczerpujaca, ze zbiér ciagly w tym sensie, ktéremu
przyshiguje jeszcze za chwile podana wtasnosé mierzalnosci, nie moze
by¢ czescig bogatszego zbioru cigglego. Nie wiem, czy wlasnosé ta jest
gdziekolwiek dowiedziona i mam nadzieje wroci¢ do tego przy innej
sposobnosci. Zauwaze jednak, ze taka wtasnos¢ dowodliwa jest jedynie
dla zbioréw mierzalnych. Zbioér tylko uporzadkowany moze by¢ zawsze,
jakkolwiek by byt gesty, pojmowany jako czes¢ zbioru jeszcze bardziej
gestego” 4,

Holder kontynuuje te my$l i w rozprawie czytamy: ,Jesli mamy dwa sys-
temy wielkosci, z ktérych kazdy spetnia aksjomaty od I do VII, to mozna
te systemy odwzorowa¢ wzajemnie jednoznacznie na siebie tak, aby rowniez
sumy odpowiednich wielkosci wzajem sobie odpowiadaly [...] W tym celu
nalezy tylko wybra¢ w kazdym systemie jednostke i przyporzadkowaé sobie

nawzajem te wielkoéci, ktére maja te sama liczbe pomiarows” .2

2370b. tamze, s. 8-9.

2470b. tamze, s. 5-6, t1. J. Pogonowski. Uwaga ta zostala usunieta z drugiego wydania.

250. Holder, Die Aziome der Quantitit und die Lehre vom Mass, op. cit., s. 32, t}. J.
Pogonowski.
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Naszkicowany pomyst nie jest dalej prowadzony, a mozna go tak rozwinacé.
(R4, +, <, 1) jest systemem, ktéry spetnia aksjomaty Holdera, dlatego wystar-
czy wskazaé izomorfizm miedzy (M, +,<,a), gdzie a € M, oraz pdélgrupa
liczb rzeczywistych. Niech wiec 7, jest liczba rzeczywista wyznaczong przez
przekréj (A, B,), gdzie

Amz{mEQ+:na>mx}, Bx:{mEQ+:na<mx}.
n n

Funkcja p(x) = r, jest izomorfizmem struktur (M, +, <,a) oraz (R, +, <, 1),
spelnia przy tym warunek ¢(a) = 1.

Te drobne uwagi Webera i Holdera stanowia geneze twierdzenia o kate-
gorycznosci aksjomatyki liczb rzeczywistych, a wlasnos¢ W8 stata sie czes-
cig tych aksjomatéw w ujeciu Hilberta. W Uber den Zahlbegriff aksjomat
ciggltosci jest bowiem koniunkcjg aksjomatu Archimedesa oraz warunku: ,liczby
[rzeczywiste| tworza system rzeczy, ktory przy zachowaniu wszystkich aksjo-
matéw nie jest zdolny do zadnego dalszego rozszerzenia” .2

Roéwnie wazna jest druga czes¢ wlasnosci WS8: |[Zbior tylko uporzad-
kowany moze by¢ zawsze, jakkolwiek by byl gesty, pojmowany jako czesé¢
zbioru jeszcze bardziej gestego”. W rozprawie Holdera znajdujemy metode
pozwalajaca zanurzy¢ dowolny zbior (M, <) uporzadkowany w sposob ciagty,
a zatem i gesty, w innym zbiorze uporzadkowanym w sposéb ciggly. Oto
nieznacznie zmodyfikowany przyktad z przypisu 4. rozprawy. Niech (M, <)
bedzie uporzadkowany w sposéb ciagly, niech [a, b] C M bedzie przedziatem.
Przyjmijmy L = M X [a, b] z porzadkiem leksykograficznym <. Zbiér (L, <)
mozna traktowaé jako rozszerzenie (M, <), bo np. 0§ (M x {a}, <) jest kopig
(M, <). Latwo pokazuje sig, ze porzadek < jest gesty. Ale jest on takze ciaggty.
Niech (A, B) jest przekrojem (L, <), niech xg = sup{z € M : (3y)((z,y) €
A)}.*" Nastepnie niech yo = sup{a < z < b: (Jy € M)((z,y) € A)}. El-
ement (xg,yo) jest albo najmniejszy w klasie A, albo najwiekszy w klasie
B.

3.6 Karol Borsuk, Wanda Szmielew 1972

Na zakonczenie tej czesci przedstawimy strukture odcinkow swobodnych z
wyktadu Karola Borsuka, Wandy Szmielew Podstawy geometrii. Czynimy to,

26D. Hilbert, O pojeciu liczby, op. cit., s. 201.
2THélder zna twierdzenie o réwnowazno$ci aksjomatu W4 i zasady supremum, co widaé
z ostatniego akapitu przypisu 8. rozprawy.
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po pierwsze, by przedstawi¢ wspotczesny odpowiednik teorii ,wielkosci”, po
drugie, by przez kontrast uwypukli¢ specyfike teorii ,wielkosci” polegajaca
na tym, ze podstawowe pojecia sg przyjmowane w niej jako pierwotne.

Struktura odcinkéw swobodnych doktadnie przystaje do ogdlnej charak-
terystyki ,wielkosci”, polscy matematycy nie sg jednak swiadomi zwigzkow z
ta tradycja.?® W ich krétkiej charakterystyce systemu Euklidesa znajdujemy
m.in. takie zdania: Réznica miedzy pewnikami a postulatami nie jest u Eu-
klidesa blizej wyjasniona. Zdania nazwane przez niego pewnikami — jak np.
calosé jest wieksza niz czes¢ — maja charakter wypowiedzi o przedmiotach
nalezacych do blizej nieokreélonych kategorii wielkosci”.?

W Podstawach geometrii odcinki swobodne, oznaczane literami a, b, c,
tworze poélgrupe przemienng O = (O,+,<) z porzadkiem liniowym oraz
dziataniem zewnetrznym — mnozeniem przez liczby dwoéjkowe, ktore sa oz-
naczane literami w, v. Dowodzi si¢, ze w strukturze tej zachodza nastepujace
zwigzki:

(i
(ii

(Va, b)(3n € N)[na > b)],
(Va,b)(Fe)la<b=b=a+¢,
(Va,b,0)jla<b=a+c<b+c,
(Va,b)(IneN)ja<b=na<b< (n+1)da,
(Va, b)(Yw)[w(a + b) = wa + wb],
(Va)(Yw, v)[(w 4+ v)a = wa + va,
(
(
(
(
(

)
)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)
)

x)

)

(vii

[w
[
Va)(Vw, v)[w(va) = (w - v)a],
Va, b)(Vw)[wa < wb < a < b],
(ix) (Va)(Vw)[wa < va & w < 0],
(x) (Va,b)(3k € N)|Fa < b],

Va,b,¢)(3n, k e N)[a < b= a < %lc < b3
(xi)

28Inne XX-wieczne nawiazanie do teorii wielkoéci, tym razem najzupelniej $wiadome,
znajdujemy u Bourbakiego, gdzie aksjomaty W1-W3 stanowia punkt wyjécia do kon-
strukcji ciala liczb rzeczywistych; zob. N. Bourbaki, Théorie de la measure et de
lintégration. Introduction, op. cit.

29K. Borsuk W. Szmielew, Podstawy geometrii, op. cit., s. 10.

30Tamze, s. 107-109, 144-145. Tak szczegélowa charakterystyka struktury O wynika stad,
ze spelnia ona istotna role w twierdzeniu o istnieniu miary; zob. tamze, s. 156.
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Wszystkie obiekty wystepujace w tej koncepcji — odcinki, ich dodawanie
oraz porzadek — sg definiowane na gruncie aksjomatéw geometrii. W teorii
,wielkosci” obiekty, dziatanie oraz porzadek sg pojeciami pierwotnymi. Holder
na przyktad wyraznie zaznacza, ze porzadek ,wielkosci” jest pojeciem pier-
wotnym.3!

Zauwazmy wreszcie, ze w przedstawionych koncepcjach wystepuje aksjo-
mat o ,podziale wielko$ci” na dowolng liczbe czesci — E4, D3, S5, H14 — i
odpowiednio zwigzane z tym mnozenie przez liczby wymierne. W Podstawach
geometrii, w miejsce liczb wymiernych mamy liczby dwojkowe. Wynika to
stad, ze w odniesieniu do odcinkéw liczby dwojkowe maja jasny sens geome-
tryczny wywodzacy sie z twierdzenia o bisekcji,*? za$ twierdzenie o podziale
nan czesci wymagatoby juz bardziej zaawansowanych srodkéw, np. twierdzenia
Talesa.3?

4 Otto Holder, 1901

Jako odrebne aksjomaty Holder przyjmuje:

Dla dowolnych x, y zachodzi doktadnie jeden ze sktadnikéw alternatywy:
r<yVx=yVzr>y.

M x M > (z,y) —x+y € M.
(Vz,y,2)[(z +y) + 2 =2+ (y + 2)].

W odréznieniu od Stolza, czy Webera, Holder nie zaktada przemiennosci dzi-
atania — jest ona przedmiotem odrebnego twierdzenia. O porzadku < przyj-
muje tylko prawo trychotomii, a z aksjomatéw charakteryzujacych ,wielkosci”
wyprowadza przechodniosc.

Oto aksjomaty charakteryzujace wielkoSci:

H1 (Vz)(3y)[y < 2],
H2 (Vo)(Vy)lz+y >z ANz+y >y,
H3 (Vz,y)Fz,w)lz <y= (z+z=yAw+z=y),

31Zob. ,Pojecia ‘wicksza’ i ‘mniejsza’ okazuja sie przy tym pojeciami konstruowanymi,
podczas gdy w tekscie traktowane sa jako pierwotne, tj. aksjomatyczne”.

3270b. K. Borsuk W. Szmielew, Podstawy geometrii, op. cit., s. 93.

3370b. tamze, s. 215-217.
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H4 Jezeli (A, B) jest przekrojem zbioru (M, <), to
(32)(Vx € A)(Vy € B)[x < z < y].

Konsekwencje

H5 (Vz,y,2)[x <yANy<z=2x <z,

H6 (Vr,y,2)x<y=z+z2<y+tz z<y=z+z<z+y),
H7
H
H9
H10 (Vz)(Vm,n € N)[(m + n)x = mz + nz],

(
Ve, y)(F2) [z <y=z <z <yl
(
(
(
H11 (Vz)(Vm,n € N)[m(nz) = (m - n)x],
(
(
(
(

vz)(Jy)ly > =],
Ve, y)(3A2) [y <z =z =y + 2],

oo

H12
H13
H14
H15
H16 (Vz,y)[zr+y =y + x].

Vo, y)(VYn,m € N)[z § Yy < nx § my|
Vz)(Vn € N)(3y)[ny < ],

V) (vYn € N)(Tly)[ny = z].

Va,y)(3n € N)[z < y = nz > y],

Dowd6d wtasnosci H15 prowadzony jest nie wprost. Niech a < b i przy-
pusémy, ze dla kazdego n jest na < b. Przyjmijmy A = {z : (In € N)(z <
na)}, B = {z : (Vn € N)(x > na)}. Para (A, B) tworzy przekréj i na
mocy H4 istnieje taki element £, ze zachodzi (Vo € A)(Vy € B)[z < £ < y].
Niech teraz o' < a. Wtedy o’ € A, stad a’ < . Niech & bedzie takim ele-
mentem, ze a’ + & = £ Wtedy £ < &, stad £ € A i dla pewnego n zachodzi
na > &'. Dodajac stronami te nieréwno$¢ do nieréwnosci a > a’, otrzymujemy
(n+1)a>¢& +da =&, co jest sprzeczne z definicjg £.34

Dla dowodu wtasnosci H16 przyjmuje Holder, ze a,b sa dowolne za$ ¢
spetnia warunek ¢ < a,c < b. Na mocy H15 istnieja takie liczby naturalne n
oraz m**, ze (n — 1)e < a < ne, (m—1)c < b < me. Stad

(n+m—2)c<a+b, b+a<(m+n)c

34Dowéd ten, w stylizacji geometrycznej i w odniesieniu do odcinkéw jest powtarzany
w K. Borsuk W. Szmielew, Podstawy geometrii, op. cit., s. 143.

35W istocie, obok wiasnoéci H15 Holder implicite przyjmuje tez zasade minimum, tj.
ze zbiér (N, <) jest dobrze uporzadkowany. Zasada ta byla stosowana w sposéb niejawny
przez Euklidesa i pdzniej w wigkszosci prac traktujacych o ,wielkosciach”.
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Dodajac do obu stron pierwszej nieréwnosci 2¢ otrzymujemy (n + m)c <
(a +b) + 2c. Zatem b+ a < (a + b) + 2¢, stad za$ wynika, ze nie moze by¢
b+a > a+b. W przeciwnym razie otrzymalibysmy, ze dla pewnego x zachodzi
b+ a = (a+0b)+ x. Woéwezas, na mocy H13, mozna tak dobraé ¢, ze spetnia
warunki 2¢ < z, ¢ < a,c < b, wtedy za$ otrzymamy

b+a=(a+b)+x>(a+b)+2c>b+a.

Sprzecznos$é¢. Cale powyzsze rozumowanie mozna powtérzyé i wychodzac od
nieré6wnosci
(m+n—-2)c<b+a, a+b<(n+me,

dojdziemy do konkluzji, ze nie moze zachodzi¢ a + b > b + a. Ostatecznie
musi by¢ a +b =0+ a.

W dowodzie tym istotne jest, ze dodawanie wielokrotnosci nc, mc jest
przemienne, nc + mc = mc + nc. Nie mniej wazne jest oczywiscie zatozenie
H15.

W Grundlagen der Geometrie Hilbert skonstruowat ciato niearchimedes-
owe nieprzemienne.3¢ Jednoczeénie pokazatl, ze w ciele archimedesowym mnoze-
nie musi by¢ przemienne. Dowdd tego faktu tylko nieznacznie rézni sie od
zreferowanego dowodu wtasnosci H16 i niewatpliwie byl dla Holdera in-
spiracjg.’”

5 Aksjomat ciggtosci

Holder wykazuje niezalezno$é¢ aksjomatow konstruujac odpowiednie mod-
ele. Najciekawsze przyktady polegaja na wprowadzeniu porzadku leksyko-
graficznego oraz dziatan w iloczynie kartezjanskim. Nizej przedstawimy dwa
watki wyodrebnione z tych rozwazan, a zwiazane z aksjomatem cigglosci.

5.1 Veronese aksjomat cigglosci

Giuseppe Veronese przeszedl do historii matematyki jako tworca geometrii
niearchimedesowej. W naturalny sposob w obrebie jego zainteresowan lezata
cigglosc i jej zwigzek z aksjomatem Archimedesa. Holder komentuje aksjo-
mat cigglodci w wersji przyjetej przez Veronese. W istocie aksjomat ten jest
powtoérzeniem warunku S11.

36Zob. D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, op. cit., s. 73-76.
37Zob. tamze, s. 72-73.
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V Jezeli ¥ C M oraz (A, B) jest luka w zbiorze (X, <) tego rodzaju, ze
(Vo € M)(Jz € A)(32’ € B)(2' —x < 9), to
(Fz € M)(Vx € A)(V2' € B)(y < x < z).

Holder dowodzi, ze z aksjomatow H1-H3, H15 oraz V wynika H4. Tym
samym otrzymujemy jeszcze jedng, prawie nieznang wersje aksjomatu ciggltodci.?
Nastepnie pokazuje, ze z aksjomatéw H1-H3 oraz V nie wynika ani aksjo-
mat Archimedesa, ani aksjomat ciaglosci. W zwiazku z tym twierdzeniem
przedstawimy model, ktéry w troche prostszy sposéb oddaje rozumowanie
Holdera.

Przyjmijmy M, = {0} x R, UR, x R z porzadkiem leksykograficznym
< oraz dodawaniem ,po wspotrzednych” &. Wprost sprawdzamy, ze MMy =
(Ms, @, <) jest pélgrupa, w ktorej spelnione sa aksjomaty H1- H3.

Dalej, gdy para (A, B) spelnia zalozenia aksjomatu V, woéwczas przyj-
mujac 0 = (0,¢), € > 0, dostajemy, ze istnieje taka os | = {a} x R, ze
ANl # 0,BNI # (. Stad zas wynika, na mocy faktu, ze w polgrupie
(R, +, <) jest spelniony aksjomat V, ze w My speliony jest aksjomat V.

Zauwazmy teraz, ze elementy osi {0} x R, sprawiaja, ze poélgrupa 9, nie
jest archimedesowa. Dla dowolnego n zachodzi bowiem n(0,b) = (0,nb) <
(1,0). Skoro w 95 nie jest spetniony aksjomat Archimedesa, to w konsek-
wencji nie jest tez spelmiony aksjomat H4.

Warte odnotowania sa wypowiedzi Holdera dotyczace kontinuum: ,,Przy
wyborze aksjomatu ciggltosci VERONESE jest sie zmuszonym, gdy chce sie
opisaé zwykte kontinuum, wprowadzi¢ takze specjalnie aksjomat Archimedesa”,
,2Moim celem jest tu jedynie podanie prostego systemu aksjomatéw, z ktorego
dadzg sie wyprowadzi¢ wtasnosci zwyktego kontinuum wielko$ci; nie zamierzam,
jak czynil to BETTAZI (Teoria delle grandezze 1890), wprowadzaé szczegdl-
nych rodzajéw wielkosci, lub rozszerza¢ powszechnie przyjetego pojecia kon-
tinuum, co prébowat czyni¢ VERONESE w swoim Continuo assoluto 1889)”.

Znajdujemy tu oczywiste nawiazanie do budowanych przez Verosnese sys-
temow niearchimedsowych, ale ponadto widzimy, ze dla Hoéldera ,zwykle
kontinum” jest struktura porzadkowo-algebraiczna (M, +, <), a nie zbiorem
uporzadkowanym (M, <), czy przestrzenia topologiczng (M, 7).

8

38Zob. P. Blaszczyk, O cialach uporzgdkowanych, Annales Universitatis Paedagogicae
Cracoviensis. Studia ad Didacticum Mathematicae IV, 2012, s. 15-30, §6.
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5.2 Ciaglosé bez aksjomatu Archimedesa

W rozprawie czytamy: , Sformutowanie, iz aksjomat Archimedesa miatby by¢
‘zawarty’ w aksjomacie ciggtosci DEDEKINDA moze prowadzi¢ do nieporozu-
mien. Podkreslam, ze aksjomat Archimedesa moze zostaé wyprowadzony z
aksjomatu VII, przy pomocy aksjomatow od I do VI, ale tylko na sposob
podany w tekscie lub podobny i dlatego taki dowoéd w zadnej mierze nie jest
zbedny”.

Sens tej wypowiedzi jest taki: aksjomat H15 wynika z koniunkcji warunkow
H1-H4, a nie z samego aksjomatu H4. Holder nie rozwija dalej tej mysli, dlat-
ego wskazemy teraz potgrupe, w ktorej zachodzi H4 a nie zachodzi H15.

Zaczniemy od przyktadu wprowadzajacego. Niech Mz = (0,1) x [0, 1],
gdzie (0,1), [0,1] to przedzialy liczb rzeczywistych. Pary nalezace do Mj
mnozymy ,,po wspolrzednych”, tj. (a,b) @ (¢,d) = (a-¢,b-d). W Mj przyj-
mujemy porzadek antyleksykograficzny, (a,b) < (¢,d) wtw. a > ¢V (a =
cAb>d).

Podobnie, jak wyzej pokazujemy, ze struktura s = (Mjz, &, <) jest pot-
grupa, a porzadek < jest ciggly. Speliony jest tez aksjomat Archimedesa.
Istotnie, gdy (a,b) > (¢,d) oraz a < ¢, to dla pewnego n jest ¢* < a, czyli
n(c,d) > (a,b).

Przyjmijmy teraz My = M3U ({0} x (0, 1]), za$ dziatania i porzadek niech
beda okreslone tak, jak w Mj. Struktura 9y = (M4, B, <) jest polgrupa,
porzadek < jest ciagly, ale nie jest juz speliony aksjomat Archimedesa.
Rozwazmy bowiem pary (0,1) oraz (1/2,1). Jest (1/2,1) < (0,1), a zarazem
dla kazdego n zachodzi n(1/2,1) = (1/2",1) < (0,1).

6 Aksjomat Archimedesa

Na zakonczenie stowo o pojeciu ,aksjomat Archimedesa’. Stolz nazywa tak
warunek S1. Te sama nazwe i formute powtarza Holder. Aksjomat W1 We-
bera oraz aksjomat E1 Euklidesa maja identyczna posta¢, ale Weber nie
nadaje aksjomatom zadnych nazw. W Grundlagen der Geometrie Hilberta
E1 wystepuje jako aksjomat Archimedesa’®, za$ w Podstawach geometrii Bor-
suka i Szmielew jest to ,,pewnik Archimedesa”*?. Fakty historyczne i logiczne
sa natomiast nastepujace:

39D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, op.cit., s. 19.
40Zob. K. Borsuk, W. Szmielew, Podstawy geometrii, op. cit., s. 142.
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Warunek E1 to definicja 4. z Ksiegi V Elementow: ,Moéwi si¢ o wielkos-
ciach, ze jedna jest w stosunku do drugiej, gdy zwielokrotniona (rolhamha-
owlbueva), jedna moze przekroczy¢ (Umepéyew) druga”. ™

Lemat Archimedesa w wersji z traktatu O sferze i cylindrze ma postaé:
,Co do nieréwnych linii i nieréwnych powierzchni, i nierownych bryt, to
wieksza przekracza (Unepéyewv) mniejsza, o taka, ze dodawana (cuvtidéuevov)
do siebie moze przekroczy¢ wyznaczona miedzy wszystkimi, gdy porownane

jedna z drugg”.*? Zapisujemy go formuta:
LA (Vz,y,2)(3n e N)[zr <y — n(y — ) > z|.

Archimedes wspomina, ze lemat ten byl stosowany przez Eudoxosa, co moze
usprawiedliwia¢ funkcjonujacg rowniez nazwe ,aksjomat Archimedesa-Eudoxosa”.

Aksjomat LA jest powtorzony w traktacie Kwadratura paraboli*3. Nato-
miast w traktacie O liniach spiralnych, przywotujac swéj lemat Archimedes
stosuje E144.

Mozna pokazaé, ze formuty E1 oraz LA nie sa logicznie réwnowazne (za-
ktadajac, ze 9 jest poétgrupa). W tym celu wystarczy rozwazy¢ strukture
M, z poprzedniego paragrafu. Podobnie formuta H15 oraz LA nie sa log-
icznie réwnowazne. Formuty E1 oraz H15 takze nie sg logicznie réwnowazne.

Nazwe ,aksjomat Archimedesa” ukut — jak wspomnielismy — Otto Stolz
wskazujac jako zrodto cytowany wyzej lemat z O sferze i cylindrze oraz trak-
tat Kwadratura paraboli*®. Rozpowszechnita sie ona za sprawg duzej pop-
ularnoséci Vorlesungen tuber Allgemeine Arithmetik oraz Theoretische Arith-
metik. Natomiast Heiberg w komentarzu do lematu Archimedesa cytuje definicje
V.4 Euklidesa wraz z uwaga, ze sa to te same aksjomaty*®. To zapewne pod
wplywem tego komentarza definicja z Ksiegi V Elementow jest nazywana
aksjomatem Archimedesa.

* %

4170b. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides, Elementy, Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i ko-
mentarz, op. cit.

42De Sphaera et Cylindro, 1. Lamb. 5, w: Archimedis Opera Omnia cum Commentariis
FEutocii, vol. I, ed. J.L. Heiberg, Teubner, Leipzig, 1880, s. 11, tt. P. Blaszczyk, K. Mréwka.

43 Quadratura Parabolae, w: Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Eutocii, vol.
II, ed. J.L. Heiberg, Teubner, Leipzig, 1881, s. 288-290.

4 De Lineis Spiralibus, w: Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Eutocii, vol. 11,
op.cit., s. 21.

45Z0b. O. Stolz, Vorlesungen tiber Allgemeine Arithmetik, op. cit., s. 70, 332.

4670b. Archimedis Opera Omnia cum Commentariis Futocii, vol. 1, op. cit., s. 11.
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Zamieszczone w niniejszym tomie ttumaczenie Die Aziome der Quan-
titat und die Lehre vom Mass zostato przygotowane przez Profesora Jerzego
Pogonowskiego. Jest to najprawdopodobniej pierwszy przektad na jezyk pol-
ski tego teksu.
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