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EUKLIDES 1 JEGO FElementy.
RYS HISTORYCZNY

1 Starozytno$¢ wydata co najmniej dwoch wielkich Euklideséw: tworce
szkoly megarejskiej, wspotczesnego Platonowi, oraz geometre z Alek-
sandrii'. Réznica miejsca i czasu narodzin powinna byé¢ dostateczna
przestanka, by nie pomyli¢ dwéch wspomnianych przedstawicieli kul-
tury greckiej. Prawdopodobnie za sprawa rzymskiego pisarza Waleriu-
sza Maksymusa, zyjacego w I wieku p.n.e., w pdzniejszym czasie rozpo-
wszechnilo sie mniemanie, jakoby Euklides z Aleksandrii byl tym samym
mys$licielem co Euklides z Megary. Waleriusz Maksymus pomylit zreszta
trzy postaci: Euklidesa z Megary, tego z Aleksandrii oraz zyjacego w cza-
sach Platona matematyka i astronoma Eudoksosa z Knidos.

O samym autorze Elementow wiemy niewiele. Nie mozna z cala pew-
nodcig stwierdzié, ze Aleksandria byla miejscem narodzin matematyka,
za to na pewno byla najwazniejszym miejscem jego dziatalnosci. By¢
moze jeszcze przed przybyciem do Aleksandrii Euklides ksztalcil sie
w Atenach. Zyjacy w V wieku neoplatoniczyk Proklos z Lycji, ktéry
dostarcza waznych informacji na temat zycia i dzieta Euklidesa, w ogdle
nie wspomina o miejscu narodzin autora FElementow. 7 kolei Pappus
z Aleksandrii, matematyk dzialajacy na przelomie 11T i IV wieku, pisze
wprawdzie o ,FEuklidesie z Aleksandrii”, ale jak stusznie zauwaza Ber-
nard Vitrac, nie jest to jednoznaczne wskazanie miejsca narodzin, lecz
miejsca pobytu?. Wspomniany neoplatoficzyk okres dzialalnosci Eukli-
desa umieszcza miedzy czasem aktywnoéci uczniéw Platona a dokona-
niami Archimedesa. Na podstawie neoplatonskiego zrédla mozna stwier-
dzié, ze Euklides urodzit si¢ w pierwszej potowie IV wieku p.n.e., a jego
tworcze zycie zbieglo sie z czasem panowania Ptolemeusza I Sotera, gene-
rata Aleksandra Wielkiego. Zmarl natomiast w drugiej potowie 111 wieku
p.n.e. Zyl wiec okolo 80 lat.

Pappus wspomina o Euklidesie w kontekscie wzmianki o Apoloniu-
szu, ktéry mial byé jednym z uczniéw geometry w Aleksandrii. Mozliwe
wiec, ze duchowe zycie Euklidesa rozwijalo sie wedlug nastepujacego
scenariusza: najpierw pobyt w szkotach filozoficznych w Atenach, na-
stepnie, na zaproszenie Ptolemeusza, przybycie do Aleksandrii, rozwdj

! Mozna tu wspomnieé réwniez archonta Euklidesa z Aten, zyjacego w V wieku
p-n.e.
2 Zob. [Vitrac 1990, s. 15].
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dziatalnosci naukowo-dydaktycznej w Muzejonie oraz w Bibliotece. To
prawdopodobnie wlasnie Euklides zapoczatkowatl tradycje szkoly mate-
matycznej w Aleksandrii.

Starozytni autorzy przytaczaja moralizatorskie opowiesci zwigzane
z BEuklidesem. Pierwsza cytuje Proklos: Ptolemeusz zapytat kiedys ma-
tematyka, czy nie ma krotszej drogi do geometrii niz ta wyznaczona
w FElementach. Euklides odpowiedziatl: ,Do Geometrii nie ma prostej
drogi zarezerwowanej dla krélow”3. Inng opowiastke przytacza Stoba-
jos: pewien poczatkujacy uczen chcial wiedzieé, jakie korzysci mégltby
wyciggnaé z matematyki. Na to Euklides zamiast do ucznia zwrdcit sie
do niewolnika: ,Daj mu trzy obole [...], poniewaz on réwniez powinien

czerpaé korzy$é z nauki!”?,

2 Euklides byt autorem wielu traktatéw, z ktorych czesé wykracza poza
zagadnienia matematyczne. Wszystkie inne jego dzieta pozostaly jednak
w cieniu najwazniejszego — Flementow.

Powszechne jest przekonanie, ze Elementy sa suma wiedzy z zakresu
matematyki. Vitrac odrzuca te klasyczng opinie. Wedtug francuskiego
wydawcy najwazniejsze dzieto Euklidesa nie zawiera ,caloéci wiedzy”,
nie jest nawet ,skrotem caloéci wiedzy”®. Nie jest réwniez pewne, czy
Elementy byly traktatem przeznaczonym wylacznie na uzytek szkoty,
chociaz z czasem rzeczywiscie staly sie¢ podrecznikiem geometrii. Mozna
przypusci¢, ze wykraczaly poza ramy nauczania w Muzejonie, bedac
dzietem matematycznym — powiedzieliby$my dzi§ — naukowym i zarazem
dydaktycznym.

Tytul dzieta, Ytoryeio, odsyta do pojecia otoiyoc, ,rzad”, ,szereg”,
sporzadek”, oraz otouyelov, ,jeden z szeregu”, ,jeden z serii”. Ukryte
jest tu odwotanie do:

1. Alfabetu greckiego, ktorego litery tworza réwniez elementy” stéw
i catego jezyka, a takze jezyka zlozonego ,z prostego dzwieku mowy’.

2. Fizyki. W tym sensie ,element” oznacza czastke, na ktéra dzieli
sie materia, ale ona sama jest juz niepodzielna. Jako pierwszy o czterech
podstawowych elementach moéwit Empedokles, z ta réznica, ze nie uzy-
wal pojecia otowyeia, lecz pilopata — ,korzenie”. Cztery elementy kon-
stytuujace Swiat: ogien, powietrze, wode i ziemie wymienia natomiast
Platon w Timajoste.

3 [Proclus 68, 13-16].
4 [Stobaeus II, 228, 25-29).
® Zob. [Vitrac 1990, s. 84].
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3. Geometrii. Arystoteles w elementach dostrzega twierdzenia za-
warte w dowodach innych twierdzen. Proklos w swym komentarzu do
Elementow Euklidesa odréznia twierdzenia bedace ,elementami” od tych
welementarnych”. Elementami sg twierdzenia, ktére warunkujg pozna-
nie i zrozumienie innych twierdzen, twierdzenia niezbedne do zbudowa-
nia wiedzy, podobnie jak wspomniane w punkcie 1 litery alfabetu po-
trzebne do zbudowania mowy oraz w punkcie 2 elementy niezbedne do
zbudowania $wiata. Twierdzenia elementarne nie odgrywaja roli funda-
mentalnych twierdzen naukowych, wykorzystywanych w dowodach in-
nych twierdzen.

3 Pierwszym wydawcg dzieta Euklidesa byl matematyk Teon z Alek-
sandrii, ,cztowiek z Muzejonu”, jak go nazywa Suda, zyjacy w IV wieku,
a zmarty na poczatku V wieku. Jego cérka byta stynna Hypatia. Data
wydania Elementow przypada w przyblizeniu na rok 364.

W swym komentarzu do Almagest Ptolemeusza Teon potwierdza,
ze jest wydawca Ytotyeia, jednoczesnie wspominajac o zmianach, jakie
wprowadzit do twierdzenia VI.33%. Az do konca XVIII wieku wydanie
Teona bylo uznawane za najstarsze i stanowito gtéwny punkt odniesie-
nia. Dopiero w 1808 roku Francgois Peyrard odkryt manuskrypt dzieta
FEuklidesa pozbawiony wspomnianej poprawki Teona, z czego wywnio-
skowal, ze znaleziony tekst jest starszy od wydania scholarchy z Alek-
sandrii. W latach 1883 —-1888 dunski uczony Johan Ludvig Heiberg opu-
blikowal edycje, ktéra do dzi§ uznawana jest za klasyczng i z ktorej
korzystaja niemal wszyscy badacze i wydawcy Euklidesa. Heiberg
w swym wydaniu wykorzystal zaréwno manuskrypt odkryty przez Pey-
rarda, oznaczony P = Codex Vaticanus, Gr. 190, jak i manuskrypty
oparte na wydaniu Teona.

Najcenniejsze dwa manuskrypty zawierajace 13 ksiag Flementéw po-
chodza z IX wieku. Znajduja sie w Bibliotece Watykanskiej oraz w Bod-
leian Library w Oksfordzie. W sumie mozna wymieni¢ okoto 80 rekopi-
sow zawierajacych calo$¢ lub poszczegdlne czedci dzieta Euklidesa.

Grecki tekst Elementow, ktory przez Bizancjum dotart do Arabéw,
zostal przetlumaczony na jezyk arabski za czaséw panowania kalifa Ha-
runa ar-Raszida okoto 800 roku. W roku 1120 angielski mnich Ade-
lard z Bath przelozyt arabska wersje na jezyk tacinski. Kolejny tacinski
przektad pojawil sie w 1260 roku za sprawa Campanusa z Novary, ktéry
prawdopodobnie korzystal takze z przektadu Adelarda z Bath. Dzieto
Euklidesa w wersji Campanusa byto pierwszym drukowanym wydaniem

6 Zob. [Vitrac 1990, s. 45].
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Elementéw. Ukazalo sie w roku 1482 w Wenecji pt. Preclarissimus li-
ber elementorum FEuclidis. W Wenecji ukazala si¢ jeszcze jedna wazna
edycja, przygotowana przez Nicolla Tartaglie w 1543 roku. Do dzi§ Ele-
menty ukazaly sie ponad 1000 razy. Jedynie Biblia moze si¢ poszczycié
wieksza liczba wydan.

Pierwszy polski — chociaz niepelny — przektad pt. Euklidesa poczgt-
kow geometryi ksigg o$émioro, wydany w Wilnie w 1807 roku, wyszed}
spod pidra Jézefa Czecha. Wydanie to jest oparte na dwujezycznej wer-
sji, tacinskiej i angielskiej, autorstwa Roberta Simsona z roku 1756. Po-
dobnie jak w XIX wieku Czech korzystal z angielskiego wydania, nowy
projekt polski odwoluje sie do anglojezycznej, popularnej w XX wieku
edycji sir Thomasa Heatha. Autorem zbiorowym przekladu opartego
na wersji angielskiej jest mtodziez gimnazjalna i licealna skupiona wo-
két ,Projektu Badawczego Ksiegi Fuklidesa” pod patronatem Oddziatu
Krakowskiego Stowarzyszenia Nauczycieli Matematyki oraz Grupy Ro-
boczej SNM ,,Geometria CABRI?7. Warto w tym miejscu podkreslié, ze
mimo iz Heath jest wielkim autorytetem w dziedzinie historii matema-
tyki starozytnej, dosyé¢ swobodnie traktuje on tekst grecki Flementow.
Naszym zdaniem najlepsza obecnie anglojezyczng wersja tego dzieta jest
Euclid’s Elements of Geometry autorstwa Richarda Fitzpatricka z roku
2007%. Drugim niezwykle waznym wspoélczesnym wydaniem jest czte-
rotomowe Euclide. Les Eléments Bernarda Vitraca, ktére ukazalo sie
w Paryzu w latach 1990-2001. Dzieto Vitraca jest tez najwazniejszym
zrodlem, z ktorego czerpalidémy, przygotowujac niniejszy rys historyczny.

NOTA EDYTORSKA

1 Fuclidis Opera Omnia zostaly wydane przez Johana Ludviga Heiberga
i Heinricha Mengego w latach 1883 -1916. Od czasu ukazania si¢ pozycja
ta stanowi kanoniczna postaé¢ dziet Euklidesa. W latach 1883 —1888 jako
jej pierwsze tomy wydano FEuclidis Elementa. W czterech pierwszych
zamieszczono Ksiegi I-XIII Elementow, w piatym — scholia oraz Ksiegi
XIV-XV, ktérych autorstwo niegdy$ przypisywano Euklidesowi’. Obok

" Prace mozna $ledzié na stronie internetowej: www.matematycy.interklasa.pl/
euklides/index.html.

8 Cale wydanie zamieszczone jest w Internecie pod adresem: www.farside.ph.
utexas.edu/euclid.html.

9 W pewnych manuskryptach greckich przekazujacych Elementy Euklidesa znaj-
dujemy nie tylko 13 ksigg uznanych w calosci za autentyczne, lecz takze dwie dodat-
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tekstu greckiego wydanie to zawiera takze tacinskie ttumaczenie doko-
nane przez Heiberga. Podstawe prezentowanego przektadu Ksigg V-VI
stanowi tekst grecki zamieszczony w drugim tomie Fuclidis Elementa'®.

Zgodnie z tradycja wspotczesnych ttumaczen Elementéw interpolacje
w wydaniu Heiberga podajemy w nawiasach kwadratowych. Nie odbie-
gajac tez od wspolczesnych wersji przektadéw, nasz przeklad uzupel-
niamy, dodajac pojedyncze slowa czy wyrazenia. Ingerencje te sprowa-
dzaja sie w zasadzie do dodania czasownika ,jest” wszedzie tam, gdzie
jego uzycia wymaga sktadnia. Wspomniane dodatki zapisujemy w na-
wiasach okraglych.

Podmiot domyélny czesto wystepujacy w tlumaczeniu Ksiegi V
oznacza ,wielkos¢” lub ,wielkosci”. Ksiega VI jest pod tym wzgledem
bardziej zréznicowana i nierzadko w domysle pozostaje rodzaj figury geo-
metrycznej. Ttumacze w takich okolicznosciach zwykle wspomagaja czy-
telnika, stosujac dopowiedzenia, traci jednak na tym charakterystyczna
dla stylu Euklidesa lapidarnosé. W naszym wydaniu wszystkie dopowie-
dzenia zostaly przeniesione do komentarzy. W schematach twierdzen,
stosujac odpowiednie symbole, zaznaczamy, czy w danym zdaniu pod-
miotem jest kat, tréjkat czy odcinek.

Do tradycji XX-wiecznych ttumaczen Elementéw nalezy wskazywa-
nie twierdzen, na ktore Euklides powotuje si¢ w dowodach. Jest to zazna-
czane albo na marginesach, albo w samym tekscie, a wéwczas w nawiasie
kwadratowym podawany jest numer ksiegi (zapisany cyframi rzymskimi)
oraz numer twierdzenia (zapisany cyframi arabskimi). Tak postepuja
Heiberg (w tlumaczeniu lacifiskim), Heath, Vitrac oraz Fitzpatrick!!.
Zabieg ten ma charakter dydaktyczny i Swiadomie z niego rezygnujemy.
W Elementach twierdzenia i definicje sa wprawdzie przywolywane, ale
przez dostowne cytowanie tez albo charakterystycznych fraz i ten za-
bieg jezykowy oddajemy w ttumaczeniu. Odniesienia do definicji i twier-
dzen zaznaczamy natomiast w schematach zamieszczonych w komen-
tarzu. Odnotowujemy przy tym tylko te, ktére znajdujemy w tekscie,
dlatego nasze opisy twierdzen réznia sie czasami od tych zaproponowa-
nych przez Heatha, Vitraca czy Fitzpatricka.

kowe ksiegi tradycyjnie okreslane jako XIV i XV. Odnajdujemy je réwniez w wielu
arabskich i tacinskich manuskryptach, w §redniowiecznych wersjach traktatu oraz we
wszystkich pelnych wydaniach i przekladach w renesansie. W ten oto sposéb wielu
dawnych czytelnikéw znalo Euklidesa w 15 ksiegach. [...] Nie ma watpliwosci, ze cho-
dzi o czeéci nieautentyczne, dolaczone do traktatu Euklidesa w procesie przekazu”
[Vitrac, Djebbar 2011, s. 31].

10 Zob. [Heiberg 1884].

1 Vitrac stosuje w tym celu okragle nawiasy.
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W edycji Heiberga tekst grecki wraz z oznaczeniami ,,wielkosci” oraz
figur geometrycznych pisany jest kursywa. W przektadzie tacinskim za-
sadniczy tekst podany jest antykwa, za$ oznaczenia, podobnie jak wzory
matematyczne, ktére Heiberg wprowadza do tlumaczenia w miejsce stale
powtarzanych fraz, takich jak trdjkat, kat itp., pisane sa wielkimi
literami i kursywa. W niniejszym przektadzie dla oznaczenia ,wielko-
$ci” w Ksiedze V, a pdzniej obiektéw geometrycznych w Ksiedze VI,
uzywamy wielkich liter pisanych antykwa. To $wiadome odstepstwo od
zwyczaju przyjetego w nowozytnych przekltadach, jak i od funkcjonu-
jacego w samej matematyce, mniej wiecej od XVI wieku, zwyczaju zapi-
sywania znakéw matematycznych kursywa. Podobne rozwiazanie przy-
jat tez Vitrac.

Podzial na akapity powtarzamy za tekstem greckim. W XX-wiecz-
nych tltumaczeniach réznie to rozwiazywano. Heath do$é swobodnie trak-
tuje tekst grecki w tym zakresie, z kolei Vitrac i Fitzpatrick podazaja
wprost za edycja Heiberga.

W komentarzach poréwnujemy czasami nasze rozstrzygniecia z prze-
ktadami Heatha, Vitraca i Fitzpatricka, czynimy to jednak tylko wtedy,
kiedy zestawienia te poszerzaja znaczenie ttumaczonych pojec.

2 Jedng z cech charakterystycznych nowozytnej matematyki jest stoso-
wanie symboli. Oto na przyktad stata ze wzoru Eulera, liczba rzeczywista
zapisana w systemie dziesietnym, suma szeregu, catka wzgledem miary,
pochodna czastkowa, macierz odwrotna:

A = of 1
€™, 14l D an, /fdu, o o]l
— ox

Symbol matematyczny, ten utrwalony i powszechnie stosowany, to
znak graficzny, w ktérym skumulowana jest wiedza pokolen. Symbo-
lom nowozytnej matematyki odpowiadaja w Elementach diagramy oraz
oznaczenia literowe. W niewielkim stopniu zmodyfikowane i uproszczone
diagramy, jak chociazby pieciokat wpisany w koto czy kwadraty zbudo-
wane na bokach trojkata towarzyszace twierdzeniu Pitagorasa, staly sie
dobrem kultury powszechne;j.
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Inne, jak na przyktad te ponizej, zaczerpniete z Ksiegi VI oraz I, od-
najdujemy w La Géométrie Kartezjusza, Arithmetica Universalis Isaaca
Newtona, Grundlagen der Geometrie Davida Hilberta czy Podstawach
geometrii Karola Borsuka i Wandy Szmielew. Wystepuja one tam jako
bezimienne obiekty, ktore w odréznieniu od wazniejszych twierdzen czy
aksjomatéw nie majg ani autora, ani historii. W komentarzach zwra-

camy baczng uwage na diagramy i oznaczenia literowe, gdyz zawieraja
one istotng, chociaz niezwerbalizowang wiedze matematyczna.

E A F
G
D i F B D

C

G

W logice matematycznej i metamatematyce przyjmuje sie, ze dowod
jest ciagiem formul. Diagram, wykres czy rysunek odgrywa w takim
ujeciu co najwyzej pomocniczg role i nie jest niezbywalnym sktadnikiem
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dowodu. W Elementach wszystkim twierdzeniom towarzysza diagramy.
Pierwsza i oczywista funkcja, jaka pelnia, to ustalenie oznaczen. Ale po-
nadto wiele dowodéw wprost lub implicte odwotuje sie do uktadu linii
oraz punktow przedstawionych na diagramach. Nie podejmujemy si¢ roz-
strzygaé, czy jest to tylko pewien brak w warstwie dedukcyjnej, czy tez
odmienny od wspotczesnego sposdb prowadzenia dowodu. Przyjmujemy
jako fakt, ze diagramy stanowia integralny sktadnik twierdzen Euklidesa.

W tradycji wydan Elementéw nie wypracowano ani jednoznacznego
ksztaltu diagramoéw, ani ich potozenia wzgledem tekstu. Ttumaczenia
dwudziestowieczne nawiazuja do rozwiazan przyjetych przez Heiberga.
W FEuclidis Elementa kolejne twierdzenia podawane sg najpierw po grec-
ku, a nastepnie w przektadzie na lacine. Diagramy zamieszczane sg obok
tlumaczen, po tezie twierdzenia, przed, obok lub bezposrednio za czescia,
w ktorej ustalane sa oznaczenia. Podobnie jest w wydaniach Heatha i Vi-
traca. W edycji Fitzpatricka tekst grecki i angielski utozone sg w dwoch
kolumnach, a diagramy potozone sa w kazdej z nich tak, ze wyraznie
oddzielaja teze od reszty twierdzenia.

Diagramy zamieszczone w niniejszym ttumaczeniu nawiazuja ksztal-
tem do edycji Heiberga, ale sg umieszczane zawsze pod tezg twierdzenia.
Punkty na diagramach oznaczamy wielkimi literami i czcionka prosta.
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DEFINICJE

. Wielkos$¢ jest czescia wielkoSci, mniejsza wiekszej, gdy mierzy

wieksza.

. I wigksza jest wielokrotnoscia mniejszej, gdy jest mierzona

przez mniejsza.

. Stosunek jest pewng relacja w odniesieniu do miary dwéch

wielkosci tego samego rodzaju.

. Méwi si¢ o wielkosciach, ze jedna jest w stosunku do drugiej,

gdy zwielokrotniona, jedna moze przekroczy¢ druga.

. Méwi sig, ze w tym samym stosunku sa wielkosci pierwsza do

drugiej i trzecia do czwartej, gdy te same wielokrotnosci pierw-
szej 1 trzeciej jednoczesnie przekraczaja, sg jednoczesnie réwne
lub jednoczes$nie mniejsze od tych samych wielokrotnosci dru-
giej i czwartej, wzietych w odpowiedniej kolejnosci, zgodnie
z dowolnym mnozeniem kazda z dwoch kazdej z dwoch.

. I niech wielko$ci, ktore sa w tym samym stosunku, nazwane

beda proporcjonalnymi.

. Przy tych samych zas wielokrotnosciach, gdy wielokrotnosé

pierwszej przekracza wielokrotnos¢ drugiej, a wielokrotnosé
trzeciej nie przekracza wielokrotnosci czwartej, wtedy mowi
sie, ze pierwsza jest w wigkszym stosunku do drugiej niz trze-
cia do czwartej.

. Proporcja zas jest co najmniej w trzech wyrazach.

. Gdy trzy wielko$ci sa proporcjonalne, to méwi sie, ze stosu-

nek pierwszej do trzeciej jest podwojony, w jakim ta jest do
drugie;j.

Gdy cztery wielkosci sa proporcjonalne, to mowi sie, ze stosu-
nek pierwszej do czwartej jest potrojony, w jakim ta jest do
drugiej i podobnie dalej, kolejno, dla dowolnej proporcji.
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Te wielkosci nazywane sa odpowiadajacymi: poprzedniki z po-
przednikami, nastepniki zas z nast¢pnikami.

Przemienny stosunek oznacza wziecie poprzednika do poprzed-
nika i nastepnika do nastepnika.

Odwrocony stosunek oznacza wzigcie nastepnika jako poprzed-
nika do poprzednika jako nastepnika.

Ztozenie stosunku oznacza wziecie poprzednika wraz z nastep-
nikiem jako jednej do samego nastepnika.

Rozdzielenie stosunku oznacza wzigcie nadwyzki, o jaka po-
przednik przewyzsza nastepnik, do samego nastepnika.

Konwersja stosunku oznacza wziecie poprzednika do nadwyz-
ki, o jaka poprzednik przewyzsza nastepnik.

Gdy jest kilka wielkosci oraz inne, réowne im co do iloSci,
a wzigte parami, sg takze w tym samym stosunku, to stosunek
w réwnej (odlegtosci) powstaje wtedy, gdy pierwsza do ostat-
niej posrod pierwszych wielkoSci jest jak pierwsza do ostatniej
posréd drugich wielkosci. Inaczej, wziecie skrajnych z pomi-
nieciem posrednich.

Gdy dane sg trzy wielkosci oraz inne, réwne im co do ilosci, to
przemieszana proporcja powstaje wtedy, gdy jak poprzednik
jest do nastepnika posrod pierwszych wielkosci, tak poprzed-
nik do nastepnika posrod drugich wielkosci, i jak nastepnik
do innej posréd pierwszych wielkosci, tak inna do poprzed-
nika posrod drugich wielkosci.



TWIERDZENIA

1. Jesli dowolne wielkosci w dowolnej ilosci sa tymi samymi wie-
lokrotnosciami wielko$ci w tej samej ilosci, to ile razy jedna
z wielkosci jest przez jedna, tyle razy wszystkie beda przez
wszystkie.

A G BGC H D

Er—- F—

Niech danych bedzie kilka dowolnych wielkosci AB, CD,
ktore sg tymi samymi wielokrotnosciami pewnych wielkosci
w tej samej ilosci, E, F, kazda kazdej. Twierdze, ze jakg AB
jest E, taka sama AB, CD beda E, F.

Skoro bowiem AB jest ta sama wielokrotnoscia E, co CD
(jest) F, to ile jest w AB wielkosci réwnych E, tyle samo
jest w CD rownych F. Niech z jednej strony AB zostanie
podzielona na wielkosci AG, GB réowne E, z drugiej zas CD
na CH, HD rowne F. Wtedy ilos¢ AG, GB bedzie réwna ilosci
CH, HD. Skoro z jednej strony AG jest rowna E, z drugiej
za$ CH (jest réwna) F, to AG jest rowna E oraz AG, CH (sa
réwne) E, F. Dlatego tez réwne sa GB i E oraz GB, HD i E, F.
Zatem jaka AB jest E, taka samg AB, CD beda E, F.

Tym sposobem jesli dowolne wielkosci w dowolnej ilosci sa
tymi samymi wielokrotnosciami wielkosci w tej samej ilosci, to
ile razy jedna z wielkosci jest przez jedna, tyle razy wszystkie
beda przez wszystkie. Co byto do okazania.





