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W matematyce greckiej rozwinieto dwie teorie proporcji: wielkosci (czyli od-
cinkéw, figur, bryl, katéw) oraz liczb naturalnych. Euklides skodyfikowal proporcje
wielkodci — w Ksiedze V Elementow, a proporcje liczb w Ksiedze VII. W Ksiedze
X natomiast rozwazal proporcje, w ktérych wstepowaly i odcinki, i liczby — nie
wyjaénil jednak, ktora definicja pozwala na takie rozwiazanie. Kwestia ta jest
o tyle wazna, ze nie wszystkie twierdzenia Ksiggi V stosuja sie do proporcji liczb
i faktycznie w przeszltosci kilka razy probowano rozwiazaé ten problem, by wymienié¢
arabskie edycje Elementow czy stynna interpretacje Ksiegi X przedstawiona przez
Simona Stevina w ksiazce Arithmétique (1585).

Do pierwszych dekad XVII wieku antyczne teorie proporcji petnity w matem-
atyce taka role, jaka liczby rzeczywiste i ulamki pelnia wspolczesnie. Etapem
posrednim miedzy teoria wielkosci a wspolczesna arytmetyka liczb rzeczywistych
byla arytmetyka odcinkéw stworzona przez Kartezjusza w La Géométrie (1637).
Kartezjusz wprowadzil mianowicie mnozenie, dzielenie i pierwiastkowanie odcinkéw,
a odpowiednie konstrukcje opart na proporcji wielkosci oraz zalozeniu, ze istnieje
odcinek jednostkowy, 1. Postugiwal sie przy tym rachunkami, w ktérych taczyl
odcinki, liczby wymierne oraz pierwiastki z liczb. Mozna pokazaé, ze odcinki, O,
wraz z kartezjanskimi dzialaniami tworza cialo uporzadkowane (Q,+,-,1,<) —
doktadniej: czes¢ dodatnia ciala uporzadkowanego — a ponadto, ze w strukturze
tej mozna odtworzyé arytmetyke utamkéw!.

Pierwsze nowozytne definicje liczby byly oparte na pojeciu stosunku — tak
postepowali miedzy innymi Newton i Euler?. Nie byly one jasne, gdyz greckie po-
jecie stosunku nie bylo jasne. Okres niepewnosci co do pojecia liczby trwal jeszcze
do wezesnych lat 70. XIX wieku, kiedy to w pracach Charlesa Meéraya (1869),
Eduarda Hainego (1872), Georga Cantora (1872) i Richarda Dedekinda (1872)
przedstawiono pierwsze konstrukcje liczb rzeczywistych. Pojecie liczby zyskato os-
tateczny ksztalt w roku 1900, kiedy David Hilbert w artykule Uber den Zahlbegriff
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przedstawil pierwsza aksjomatyke liczb rzeczywistych?®.

Heinrich Weber we Wistepie do ksiazki Lehrbuch der Algebra (1895) potaczyl
antyczne teorie proporcji i na tej podstawie skonstruowat cialo liczb rzeczywistych?.
Za pomocg stosownych definicji rozwiazal problem z Ksiegi X Elementow, podal
jasna definicje stosunku, a relacje proporcji zastapil réwnoécig stosunkow, stwarza-
jac w ten sposdb kolejna, obok konstrukeji Meraya, Heinego, Cantora i Dedekinda,
XIX-wieczna konstrukcje liczb rzeczywistych.

7 uwagi na odniesienia historyczne obecne w rozprawie Webera przypomnimy
teraz grecka definicje stosunku (Elementy V.3) i proporcji (Elementy, V.5):

,Stosunek jest pewna relacja w odniesieniu do miary dwéch wielkosci tego samego
rodzaju".

»Mé6wi sie, ze w tym samym stosunku sa wielkoSci pierwsza [A] do drugiej [B]
i trzecia [C] do czwartej [D], gdy te same wielokrotnosci pierwszej [nA] i trzeciej
[nC] jednoczesdnie przekraczaja, sa jednocze$nie réwne lub jednocze$nie mniejsze od
tych samych wielokrotnosci drugiej [mB] i cawartej [m D], wzietych w odpowiedniej
kolejnosci, zgodnie z dowolnym mnozeniem kazda z dwéch kazdej z dwéch”?.
Definicje proporcji mozna zapisaé symbolami w nastepujacy sposob:

A:B:C:D <y (Vm,n)((nA >3 mB = nC >y mD)
A(mA = mB = nC = mD)
A (A <3y mB = nC <2 mD)),

przy czym wielkosci A, B naleza do struktury 9% = (M, 4+, <1), co znaczy, ,sa
tego samego rodzaju”, sa na przyklad odcinkami, za§ C, D moga naleze¢ do innej
struktury, My = (Ms, +, <2), bedac na przyklad tréjkatami.

Stowo ,stosunek” wystepuje czesto w Elementach, ale w rekonstrukcji teorii
proporcji, gdy odtwarzany jest sens matematyczny kolejnych twierdzen, mozne je
pominaé. Proporcje zas mozna potraktowac jak relacje czteroargumentowa miedzy
wielko$ciami A, B, C, D lub tez jak relacje miedzy parami wielkosci (A, B), (C, D).
Na podstawie definicji V.5 mozna wigc wyznaczaé proporcje wielkosci bez ustala-
nia, czym jest stosunek.

Nizej pokazemy, ze w ujeciu Webera stosunek jest po prostu para uporzad-
kowana wielkoéci, réwnosé stosunkéw jest modyfikacja definicji V.5, a liczba jest
klasa réwnych stosunkéw.

1. Liczby naturalne

Konstruujac liczby rzeczywiste Meray, Heine, Cantor i Dedekind przyjmowali
arytme iczb wymiernych. Wspélczesne konstrukcje zakladaja arytme icz
ytmetyke liczb wymiernych. Wsp6t konstrukcje zakladaja arytmetyke liczb

3Zob. P. Blaszczyk, Nota o rozprawie Eduarda Heinego Elemente der Functionenlehre, An-
nales Universitatis Paedagogicae Cracoviensis. Studia ad Didacticam Mathematicae Pertinentia
VI (2014), 139-152 oraz P. Blaszczyk, Nota o Uber den Zahlbegriff Davida Hilberta, Annales
Universitatis Paedagogicae Cracoviensis Studia ad Didacticum Mathematicae Pertinentia IV,
2012, 195-198.

4Zob. H. Weber, Lehrbuch der Algebra, Friedrich Vieweg und Sohn, Braunschweig 1895; wyd.
drugie: 1898.

5P. Blaszcazyk, K. Mréwka, Euklides. Elementy. Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz, op.cit,
s. 18.
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naturalnych i via odpowiednie relacje rownowaznoéci tworzg kolejne rozszerzenia
zbioru N, czyli Z, Q oraz R. Porzadek historyczny konstruowania kolejnych zbioréw
byl natomiast nastepujacy: w roku 1872 znano juz konstrukeje liczb rzeczywistych,
ale pierwsza konstrukcje liczb wymiernych podano dopiero w 1895, w referowanej
wlagnie pracy WeberaS.

Weber otwiera swoj wyktad przypomnieniem podstawowych praw arytmetyki
liczb naturalnych. Zwracajac uwage na struktury wystepujace w referowanej pracy
zauwazmy, ze liczby naturalne stanowia tu system

(N7 +7 %y <)7

w ktérym dzialania maja znane wlasnosci (przemiennosci, lacznosei i rozdziel-
nosci), a porzadek liniowy < jest zgodny z dodawaniem i mnozeniem.

Porzadek liniowy Weber definiuje jako relacje spelniajaca prawo trychotomii
oraz przechodnia.

,Zbiér nazywa sie uporzgdkowanym, gdy sposrdd jakichkolwiek dwéch réznych jego
elementéw zawsze jeden z nich uchodzi za wiekszy, i to tak, iz z a > b, b > ¢ zawsze
wynika a > ¢”.

Z uwagi na algorytm Euklidesa, trzeba ponadto przyja¢, ze porzadek liczb
naturalnych charakteryzuje zasada indukcji w nastepujacej wersji: nie istnieje
nieskoniczony malejacy ciag liczb naturalnych;

»[.-.] poniewaz liczby a, a1, as, as, . .. stale sie zmniejszaja, z koniecznosci po skori-
czonej liczbie krokéw otrzymamy dzielenie bez reszty”.

2. Liczby wymierne

,Zbiér uporzadkowany o tej wlasnosci, iz miedzy kazdymi dwoma elementami
zawsze znajda sie jeszcze inne elementy nazywa sie gestym. Zbior gesty mozna
utworzy¢, gdy zbierze sie liczby naturalne w pary i rozwazy te pary jako elementy
zbioru. Te pary nazywa si¢ ulamkami i oznacza przez m : n lub %, a dwa takie
utamki m : n oraz m’ : n’ uwaza si¢ za sobie réwne, gdy mn’ = nm’. Jesli zbierze si¢
wszystkie réwne miedzy sobg utamki w jeden element, to otrzyma sie rozmaitosé,
ktéra jest uporzadkowana, gdy ustali sie, iz m : n jest wickszy od m’ : n/, gdy
mn' > nm'".

W powyzszym fragmencie znajdujemy nastepujace definicje:
MIN=p:q&Sgm-g=n-p, (1)
Min>=p:qSgm:-qg>n-p. (2)

Dalej Weber dowodzi, ze porzadek ulamkow jest gesty.

2.1. Definicje¢ (1) mozna przedstawié¢ jako interpretacje twierdzernn VII.18, 19
z Elementow. Stanowia one, ze cztery liczby sa w proporcji, m : n :: p:q, gdy

6Pierwsza, konstrukcje liczb naturalnych przedstawil Johann von Neumann w artykule Zur
Einfiihrung der trasfiniten Zahlen (1923).
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rowne sa odpowiednie iloczyny, m-q = n - p. Weber porzucil niejasng definicje sto-
sunku liczb i zamiast dowodzi¢ twierdzen VII.18 (jezelim : n :: p: q,tom-q¢ = n-p)
oraz VIL.19 (jezelim-g=n-p, to m:n :: p:q) polaczyl ich tezy w definicje.

Definicja (2) z kolei jest interpretacja definicji V.7 Elementdw okreslajacej
porzadek stosunkéw wielkosci. Brzmi ona:

»Przy tych samych za$ wielokrotnosciach, gdy wielokrotnosé pierwszej [l A] prze-
kracza wielokrotno$¢ drugiej [kB], a wielokrotnosé trzeciej [IC] nie przekracza
wielokrotnosei czwartej [kD], wtedy méwi sie, ze pierwsza jest w wiekszym sto-
sunku do drugiej niz trzecia do czwartej”.

Definicje Euklidesa mozna tak zapisac:

A:B = C:D &g (3k,1)(IA > kB AIC <4 kD),

gdzie A, B,C, D oznaczaja wielkosci, zas [A = A+ ...+ A itd. to odpowiednie
—_——

l—razy
wielokrotnosci.
Stosujac te definicje do liczb m, n, p, g, otrzymujemy

m:n>=p:qs 3k, D(Im > knAkq>Ip).
Przyjmujac dalej k = p, | = q dostajemy
m:n>=p:qe (gm>pnApg = qp),

lub krétko
m:n>=p:q<qm>pn.

Zbiér ulamkdéw dodatnich bedziemy oznaczaé dalej tak, jak Weber, litera
R. Definiujac dodawaniem przekrojéw (zobacz nizej §3) wykorzystuje Weber do-
dawanie utamkéw, liczby wymierne tworza wiec strukture

(R, +, <).

3. Ciagtosc

W rozwazaniach o cigglo$ci Weber powtarza tezy rozprawy Richarda Dedekinda
Stetigkeit und irrationale Zahlen”. Ciaglosé jest zatem cecha porzadku liniowego
wyrazong za pomoca przekrojow.

»Podzial zbioru uporzadkowanego 91 na dwie czeéci A, B tego rodzaju, ze kazdy
element a z A jest mniejszy od kazdego elementu b z B bedzie nazywany przekrojem
w I i oznaczany, odpowiednio, przez (A, B)”.

Definicja ciaglosci jest za$ nastepujaca:

,Gdy kazdy przekrdj w zbiorze gestym 9 jest wytworzony przez okre$lony element
1, to zbidr ten nazywa si¢ ciagltym”.

"R. Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen, Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig 1872.
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Porzadek zbioru I jest wiec ciagly, gdy dla kazdego przekroju (A, B) zbioru
(M, <) zachodzi

(FueM)(Ve e A)(Vy € B)(x < p<y).

Nastepnie Weber definiuje zbiér wszystkich przekrojéw liczb wymiernych:

,2Rozmaitos¢ B moze jednak stuzyé jako punkt wyjscia do konstrukcji zbioru
cigglego. Ogdél wszystkich przekrojow w R jest z pewnoscia rozmaitoécia, ktora
mozna oznaczy¢ przez &. Jedli rozwazymy dwa jej rézne elementy o = (A4, B)
oraz o/ = (A’, B’), to albo A bedzie czescig A, albo A’ czescia A. Jesli bowiem
jakikolwiek element a nalezy do A, to takze kazdy mniejszy od niego element z R
nalezy do A. Jedli A jest czegécig A’, to chcemy nazywaé o mniejszym od o, przez
co zbiér G staje sie uporzgdkowany”.
Zatem

S ={(A,B): (A, B) jest przekrojem zbioru (R, <)}.

Niech a,a’ € &, gdzie a = (A, B),a/ = (A, B’). Porzadek w & jest wiec
zadany definicja
Oé<0/<$de/CA.

»Jesdli uznamy przekroje wytworzone przez utamki wymierne za réwne samym tym
ulamkom wymiernym i nazwiemy je krétko przekrojami wymiernymi, to zbiér &
zawiera zbiér R i zbidr & jest w kazdym badz razie zbiorem gestym. Zbioér G jest
jednak takze ciggly”.

Przyjmujac utozsamienie liczby wymiernej p z przekrojem ((—oo, u], (1, 00))
dostajemy, ze ;R C 6.8 Weber pokazuje, ze zbiér R jest gesty w & i dowodzi, ze
porzadek przekrojow jest ciagly. Dalej, definiuje dodawania przekrojow:

»,Rozumiemy teraz przez sume (A, B) + (A, B’) = (A”,B") lub a + &' = o ten

przekrdj w R, ktory otrzymuje si¢, gdy do A” skieruje si¢ ulamek wymierny o’

tylko wtedy, gdy istnieje @ w A oraz o/ w A’ o tej wlasnosci, ze o” < a + o'.

[...] Przekroje wytworzone przez ulamki wymierne p, ¢/ daja w wyniku dodawania
I

przekrdj wytworzony przez p+ p'".
Przekroje dodatniej czeéci osi liczb wymiernych tworza wiec strukture

(6,+,<),

a przy tym porzadek przekrojow jest ciagty.

4.  Zbior mierzalny

Pojecie zbior mierzalny odnosi Weber do struktury algebraiczno-porzadkowej
M = (M, +, <) scharakteryzowanej nastepujacymi aksjomatami: dodawanie jest
dzialaniem wewnetrznym, tacznym i przemiennym, porzadek jest liniowy, a pon-
adto spelnione sa nastepujace zaleznosci:

8W istocie liczbie u odpowiadaja dwa przekroje: wyzej wskazany oraz ((—oo, ), [i, 00)).
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W1 (3n € N)(na > b),

W2 (Va,b)(3ce)(a >b=b+c=a),

W3 (Va,b)(a +b>a), gdzie term na oznacza a+ -+ + a.
—_———

n—razy
Mozna pokazaé, ze aksjomaty te sa réwnowazne aksjomatom

El (Vz,y)(3n € N)(nz > y),
E2 (Va,y)(F)(z<y=x+2z=1y),
E3 (Vo,y,2)(z<y=z+2<y+2).

W innym miejscu pokazaliSmy, ze aksjomaty E1-E3 charakteryzuja Euklidesa
pojecie wielkosci®.

Na podstawie aksjomatéow W1-W3 Weber dowodzi kilku istotnych twierdzen
o proporcjach wielkosciach mierzalnych. W nastepnym paragrafie zaprezentuje
Webera definicje stosunku i proporcji — to najciekawszy fragment referowanej
rozprawy. Wczedniej jednak przedstawimy uwage dotyczaca metodologii.

4.1. Konstruujac liczby rzeczywiste Weber rozwaza dwa zbiory mierzalne: przekroje
(6,4, <) oraz stosunki elementéw z &, ktéry oznaczamy symbolem (A, P, <).
Obydwa zbiory spelniaja warunki W1-W3, dlatego definicje stawiane w dowolnym
zbiorze mierzalnym moga byé¢ powtérzone i w (&,+,<), i w (A, P, <). Podob-
nie wlasnosci W4-W6 (patrz nizej §5) wyprowadzane z aksjomatéw W1-W3
przystugujai (&, +, <), i (A, @, <). Ponadto, porzadek obydwu struktur jest ciagly,
dlatego wlasno$é W7 (patrz nizej § 5) przystuguje i (6,4, <), i (A, @, <).

Aksjomatyczna charakterystyka zbioru mierzalnego w istotny sposob skraca
wiec caly wywdd Webera. Wskazany zabieg metodologiczny nie zostal jednak jasno
przedstawiony w rozprawie. Przypomnijmy zatem, ze sama idea metody aksjo-
matycznej zostala wprowadzona dopiero przez Hilberta w Uber den Zahlbegriff
i wezesniej w pierwszym wydaniu Grundlagen der Geometrie!®.

5. Liczba

5. Prezentowane nizej definicje stosunku i proporcji sg stawiane w dowolnym
zbiorze mierzalnym (901, +, <).

»Przechodzimy teraz do definicji stosunku (Verhdltnisse), ktéry od Starozytnosci
byly uwazany za podstawe nauki o liczbach, a ktéry najpierw wystepuje u Euk-
lidesa”.
W istocie, za pomoca pojecia stosunku, Weber podaje nowg definicje proporcji.
(a) Stosunki wymierne.

,Zalozmy najpierw, ze istnieja dwie liczby catkowite m, n takie, ze na = mb,
jak to np. zawsze ma miejsce, gdy 9N jest systemem liczb naturalnych, lub gdy

9Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides, Elementy ..., op. cit, rozdz. 3.
107Z0b. D. Hilbert, Uber den Zahlbegriff, op. cit. oraz D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie,
w: Festschrift zur Enthillung des GAUSS-WEBER Denkmals in Géttingen, Leipzig 1899.
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a, b sa dwoma wspolmiernymi odcinkami; gdy wtedy p, ¢ sa innymi liczbami
catkowitymi, to qa = pb wtedy i tylko wtedy, gdy mq = np. Para liczb p, ¢ jest
catkowicie okreslona poprzez to zadanie, o ile dojdzie jeszcze warunek, iz p, ¢ maja
by¢ liczbami wzglednie pierwszymi. Moze by¢ wtedy m = hp, n = hq, gdzie h jest
dowolng liczba catkowita. W tym przypadku nazywamy proporcje a : b wymierna
i uwazamy ja za réwng utamkowi wymiernemu m : n lub p : ¢. Te utamki wymierne
moga odtad by¢ uwazane za proporcje liczb catkowitych”.
Stosunek wymierny a : b jest wiec tak definiowany:

a:b=m:n &g na=mb. (3)

Przy okazji tej i nastepnych definicji, Weber powoluje sie na Ksiege V Ele-
mentdw. W istocie definicja (3) to teza twierdzenia X.5.
(b) Poréwnanie stosunku z ulamkiem.

,Wracamy teraz do jakiejkolwiek rozmaitosci mierzalnej 91 i bierzemy z niej jakiekol-
wiek elementy a oraz b. JeSli wybierze sie, co zawsze jest mozliwe, dwie liczby
naturalne m, n tak, ze na > mb, to proporcja a : b jest nazywana wieksza od
proporcji wymiernej m : n, lub § > ™ [...] Podobnie wynika, Ze jesli n'a < m'b,
to 3 < ’7"7/”.

Mamy zatem:

a:b>m:nsgna>mb,  a:b<m:n Sy na<mb. (4)

(c) Porzadek i réwnosé stosunkéw.

,Jesli teraz a : b oraz « : [ sa dwiema jakimikolwiek proporcjami, ktore dla
zwiezloéci chcemy oznaczaé przez e, €, i ktorych elementy nalezg do tych samych
lub ré6znych rozmaitosci, to mozliwe sa dwa przypadki: 1) Miedzy e oraz e nie lezy
zadna proporcja wymierna p lub 2) istnieje proporcja wymierna miedzy e oraz
e. W przypadku 1) obie proporcje e oraz € nazywaja sie wzajem réwnymi [...] W
przypadku 2) proporcje e, € nazywaja sie nierdwnymi. Moze zatem byé albo «)
e < p<eg albo fB)e>pu > cioba te przypadki nawzajem sie¢ wykluczaja,
poniewaz z ¢ < u < &, € < p/ wynika, ze u < y', a w konsekwencji dostaje si¢
e<u'”

Mamy zatem

a:b=a:feygGua:b-p=a:B)A-()(a:b<v=<a:f),

gdzie u, v sa liczbami wymiernymi.
Definicje nieréwnosci stosunkéw tak zapiszemy

a:b>a:f 4 (ImneN)(na>mbAmp > na). (5)
Podobnie,

a:b<a:f g (Im,n e N)(na <mbAmp < na). (6)
Teraz mozna pokazaé, ze

a:b=a:fe(a:b=a:B)A-(a:b=<a:p). (7)
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Nastepnie, na mocy definicji jest:
(a:b<a:B)V(a:b=a:6)V(a:b>a:p), (8)

a ponadto zachodzi doktadnie jeden z tych warunkéw.
Przechodnio$é relacji < wynika wprost z zaleznosci

(m:n<a:b=<p:q) = mqg<np. (9)

Pojecie liczby:

,Gdy teraz zbierzemy razem wszystkie réwne miedzy sobg stosunki, to otrzymamy
pojecie gatunkowe, ktére oznaczamy jako liczbe w sensie ogbélnym. Liczba jest za-
tem nazwa lub znakiem dla pewnej rozmaitoéci, ktorej elementami sa witasnie te
proporcje, ktérej réwne sa jednej sposrod nich. W tym pojeciu liczby sa zawarte
proporcje wymierne, a w konsekwencji réwniez liczby naturalne, jako proporcje
m : 1; owe proporcje wymierne tworza liczby wymierne”.

Stosujac wspolczesny jezyk powiedzieliby$my, ze liczba jest klasa abstrakcji.

Jakkolwiek Weber relatywizuje pojecie liczby do ,pewnej rozmaitosci', to dalej
przyjmujemy, ze liczby sa stosunkami przekrojéw. Przyjmujemy zatem, ze liczby
tworza zbiér

A={a:b]a,be &}

Na podstawie definicji (5), (6) oraz wlasnosci (8), (9) liczby tworza zbidr
uporzadkowany liniowo

(A, =<).

Dziatania na liczbach beda zdefiniowane w oparciu o wlasnosci wielkosci mierzal-
nych.

6. Dodawanie stosunkéw

Definicje dziatan poprzedzaja cztery twierdzenia: dla dowolnych a,b € 901 za-
chodza nastepujac zaleznosci:

W4 (Va,b,c)(a>b=a:c>b:c),
W5 (Va,b,e)(b>c=a:c>a:b),
W6 Va,b,c,d)(a:b=c:d=a:c=b:d),
W7 (Va,b,¢)(3d)(a:b=c:d).
Dwa pierwsze odpowiadaja twierdzeniu V.8 z Elementdw, trzecia — twierdzeniu
V.16, czwarta natomiast bylo znana w matematyce greckiej jako zalozenie o ist-

nienie czwartej proporcjonalnej, wspdlczesnie zas jest przyjmowana jako aksjomat
teorii wielkosci!. Spéjrzmy na dowéd WT:

»Twierdzenie jest bezposrednig konsekwencja zalozonej ciaglosci. Albowiem gdy
wezmie sie np. element z w 9 z A lub B, odpowiednio do tego, czy = : b jest

117Zob. P. Blaszczyk, K. Mréwka, Euklides, Elementy. Ksiegi V-VI. Tlumaczenie i komentarz,
op. cit., s. 115-117.
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mniejsze czy wigksze od ¢ : d, to otrzyma si¢ przekréj, ktéry jest wytworzony przez
element a taki, ze speliony jest warunek a : b = ¢ : d. Twierdzenie to zachodzi
jednak réwniez dla pewnych zbioréw nieciaglych, np. dla utamkéw wymiernych”.

Tak wiec, gdy dane sa trzy przekroje b, ¢, d nalezace do G, to istnieje doktadnie
jeden przekrdj a, taki, ze zachodzi a : b = ¢ : d. Element a jest wyznaczony przez
przekrdj (A, B), gdzie

A={z€B|c:d=xz:b}, B={z €S| z:b=c:d}.

6.1. Przy ustalonym c¢, na podstawie twierdzenia W7, dla dowolnego stosunku
e : f mozna znalez¢é réwny mu stosunek b : c¢. Na tej podstawie definiowane jest
dodawanie: b .

a e a e

S =g ——, gdzie — = -. 10

p D 7 o g e (10)
, Ta regula obejmuje, jako szczegdlny przypadek, dodawanie utamkéw wymiernych,
a zeby uzasadni¢ ja w ogdlnosci trzeba potem jeszcze tylko pokazaé, ze jedli a :
c=da :c orazb:c=10":c, to musi by¢ réwniez (a +b) : ¢ = (a’ + V)"

Regule, o ktérej pisze Weber, mozna tak zapisaé

(W8) (a:c=d:d,b:c=b:)=(a+b):c=(d+V):,

W Elementach wystepuje ona jako twierdzenie V.24.
Dzieki definicji (10) liczby tworza zbiér mierzalny

(A, @, <).

,Tym samym dowiedziono zatem, ze takze liczby, tak, jak je zdefiniowaliSmy,
tworza zbioér mierzalny. Jedli a oraz c sa wziete z rozmaitosci ciaglej, to stosunki
a : ¢ tworza zbiér ciagly, takze przy ustalonym c, a poniewaz istnieja w ogdle
zbiory ciagte, wigc rowniez liczby tworza zbior ciaghy”.

Ostatnia uwaga oznacza, ze skoro porzadek w strukturze przekrojéw, czyli
w (6, +, <), jest ciagly, to porzadek w strukturze (A, ®, <) takze jest ciagly.

Do struktury liczb naleza stosunki na : ma, te zas sa rowne utamkom m : n.
Majac to na uwadze méwimy, ze do struktury (A, @, <) naleza utamki, w szczegél-
nosci liczby naturalne, ktére sa utozsamiane ze stosunkami n : 1.

7. Mnozenie i dzielenie stosunkow

Zacznijmy od cytatu:

yJesli teraz a, (3, v, § sa liczbami, to z proporcji « : § = v : § mozna ustali¢
dowolng z tych czterech liczb poprzez trzy pozostale. Jesli przyjmie sie 6 = 1,
to otrzyma si¢ mnozenie o = [, a przemienno$¢ czynnikéw jest konsekwencja
twierdzenia, ze o : vy = f: 6 wynika z a : =~y : 4. Jedli szuka sie 7, to otrzymuje
sie dzielenie; a z podanej wyzej definicji dodawania wynika podstawowa formula
a(B+7) = af + ay. Cztery sposoby rachowania sa zatem wykonalne w dziedzinie
liczb, z jedynym ograniczeniem, iz przy odejmowaniu odjemnik musi by¢ mniejszy
od odjemnej”.
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Mamy zatem
a=pFRvega:f=7:1 (11)
Przemienno$¢ mnozenia liczb wynika z twierdzenia W6, zachodzi bowiem
a:f=y:1a:vy=0:1,

stad
a:y=p:1ea=yRp.

Mozna pokazaé, ze zachodzi takze rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawa-
nia. Istotnie, na mocy definicji (11) jest

(@@pf):a=pF:1, (a®@7y):a=7:1,
a stad, na podstawie twierdzenia WS,
(c@p)@(@ey)):a=(Bay):1,
co, znéw na mocy definicji (11), daje
(@@p)@(a®y)=ae (o).

Mozna tez pokazaé, ze iloczyn ® jest zgodny z porzadkiem, ale tego prawa
Weber w ogdle nie wymienia w swojej rozprawie.

7.1. Przyjmijmy, ze zachodzi proporcja a: f = : 1.
»wJezeli szukamy liczby ~, dochodzimy do dzielenia”:
a+rf=yga:f=v:1

Mamy zatem « : 8 = (a+ ) : 1, czyli @« = 8 ® (a + ), w szczegblnosci
1=p®(1=p)".

8. Liczby ujemne

Niech z oznacza kazdy element dotad zdefiniowanego systemu liczbowego,
ktory teraz chcemy okresla¢ jako system liczb dodatnich. Bierzemy ten system
liczbowy po raz drugi i dla odrdznienia, w tym drugim systemie, ktéry okreslany
ma by¢ jako system liczb ujemnych, kazdy element oznaczamy przez —z. Drugi sys-
tem porzadkujemy teraz dokladnie odwrotnie niz pierwszy, tak, ze wszedzie, gdzie
w pierwszym systemie x wystepuje jako ,wieksza”, w tym drugim ustalamy —z
jako ,mniejsza”, i na odwrét. Dodawanie oraz odejmowanie dla —x sa objaénione
podobnie jak dla z, tak, ze ma by¢ (—z)+(—y) = —(z+y); (—z)—(—y) = —(z—y).

Pozwalajac sobie na uproszczenia, bo w tej czesci wyklad Webera jest zupelnie
jasny, przyjmijmy £ = —AUA, gdzie —A = {—a : a € A}. Zobaczmy teraz, jak

12Czytelnik latwo znajdzie podobiefistwo miedzy Webera definicjami mnozenia i dzielenia
stosunkéw, a definicjami mnozenia i dzielenia odcinkéw podanymi przez Kartezjusza; zob. P.
Blaszczyk, K. Mréwka, Kartezjusz, Geometria..., op.cit., s. 157-160.
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Weber definiuje liczbe 0. Otéz jeden jedyny przekrdj zbioru (£, <) tworzy luke,
mianowicie (—A, A)3.

»Aby zapewnié tu ciaglo$¢, musimy zatem dodaé odpowiadajaca przekrojowi
(—x,x) jeszcze jedna liczbe o znaku 0, ktéra zdefiniowana jest wladnie przez éw
przekréj. Mamy wtedy uporzadkowany zbiér ciagly, z obu stron nieograniczony,
tj. pelny ciag liczb rzeczywistych”.

W zbiorze £, za pomoca regul na znakach, jak np. z(—y) = (—2)y = —(zy),
definiuje Weber dodawanie i mnozenie.

,Pogladowo przedstawia sie ciag liczbowy przez punkty, wychodzac od ustalonego
i oznaczonego przez 0 punktu prostej i nanoszac liczby dodatnie jako odcinki z jed-
nej, powiedzmy prawej, strony, a liczby ujemne z drugiej (lewej) strony. Obraz
sumy dwdch odcinkdéw z1 + zo otrzymuje sie, gdy poczawszy od punktu z; naniesie
si¢ w prawa lub lewa strone odcinek o dtugosci £z9, w zaleznosci od tego, czy 2o
jest dodatnia czy ujemna”.

L S 3

Przedkladane ttumaczenie Lehrbuch der Algebra. Einleitung zostalo przygo-
towane przez Profesora Jerzego Pogonowskiego na podstawie pierwszego wydania.
W roku 1925 Wydawnictwo Kasy im. Mianowskiego wydalo Podrecznik algebry
wyzszej w przekladzie Samuela Dicksteina. Wstep z tej edycji rézni sie znaczaco
od tlumaczenia zamieszczonego w niniejszym tomie.

13Przyjmujac np. przyporzadkowanie a — (A, ) =g —a, mozna uznaé, ze —A jest zbiorem,
ktéry powstaje ze zbioru A na mocy aksjomatu zastepowania. Porzadek ze zbioru (A, <)
w ,naturalny" sposéb przedituzany jest na £.



