KOMUNIKATY NA TEMAT

TEORII POZASKONCZONOSCI
\VaE

GEORG CANTOR

Przywotuje Pan w swoim liscie pytanie o wielkosci aktualnie nieskorni-
czenie mate. W wielu miejscach moich prac znajdzie Pan wyrazony poglad,
ze sa to byty myslowe niemozliwe, tj. wewnetrznie sprzeczne, a juz w mo-
jej pracy ,Grundlagen e. allg. Mannigfaltigkeitslehre” na stronie 8 w § 4
zaznaczytem, cho¢ wtedy jeszcze z pewna rezerwa, ze Sciste podstawy tego
stanowiska wyprowadzi¢ mozna z teorii liczb pozaskoniczonych. Dopiero tej
zimy nadarzyta sie sposobnosé, aby przedstawi¢ moje idee dotyczace tego
przedmiotu w postaci formalnego dowodu. Chodzi o zdanie: ,Réznych od
zera liniowych wielkosci liczbowych ¢ (tj., krétko mowigce, takich wielkosci
liczbowych, ktore dajq sie przedstawié w postaci ograniczonego ciggtego od-
cinka), ktére bylyby mniejsze od kazdej jakkolwiek matej skoriczonej wielkoci
liczbowej mie ma, tj. przeczq one pojeciu lintowej wielkosci liczbowej”. Tok
myslowy mojego dowodu jest po prostu nastepujacy: wychodze z zalozZenia
liniowej wielko$ci ¢, ktéra miataby by¢ tak mata, iz jej n-krotno$é
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dla kazdej jakkolwiek duzej skonczonej liczby catkowitej n jest mniejsza od
jednostki i wykorzystujac pojecie wielkosci liniowej oraz pewne twierdzenia
teorii liczb pozaskoniczonych, ze wtedy takze

C-v

jest mniejsza od kazdej jakkolwiek maltej wielkoSci skonczonej, gdy v ozna-
cza jakkolwiek duza pozaskonczong liczbe porzadkowa (tj. liczebnosé lub

'Ponizszy tekst prawie w tej samej postaci znajduje sie w dwéch napisanych przeze
mnie listach; jednym z 13 maja 1887 do Pana nauczyciela gimnazjalnego F. Goldscheidera
w Berlinie, drugim z 16 maja 1887 do Pana Profesora Dra K. Weierstrassa.



typ zbioru dobrze uporzadkowanego) z jakkolwiek wysokiej klasy liczbowej.
Oznacza to jednak, ze ¢ nie moze zosta¢ uczyniona skonczong poprzez jakkol-
wiek mocne aktualnie nieskonczone zwielokrotnienie, a wiec z pewnoscig nie
moze by¢ elementem wielkosci skonczonych. Poczynione zaltozenie przeczy
wiec pojeciu wielkosci liniowych, ktore jest tego rodzaju, ze zgodnie z nim
kazda wielko$¢ liniowa musi by¢ uwazana za scalong czes¢ innych, w szczegol-
noéci skonczonych wielkosci liniowych. Nie pozostaje zatem nic innego, jak
porzuci¢ zalozenie, wedle ktorego istniataby wielkos¢ ¢, ktora bytaby mniejsza
od % dla kazdej skonczonej liczby catkowitej n, a tym samym nasze twierdze-
nie jest udowodnione .

Wydaje mi si¢ to waznym zastosowaniem teorii liczb pozaskonczonych,
wynikiem, ktory nadaje si¢ do usuniecia starych, szeroko rozprzestrzenionych
i gteboko zakorzenionych przesadow.

Fakt [istnienia/ aktualnie nieskoriczenie wielkich liczb jest zatem tym mniej
podstawq dla istnienia aktualnie nieskonczenie matych wielkosci, ze wlasnie
za pomocq tych pierwszych udowodniona zostaje niemozliwosé tych ostatnich.

Nie sadze tez, ze wynik ten mozna otrzymac¢ na innej drodze, w sposéb
pelny oraz Scisty.

Potrzeba naszego twierdzenia jest szczegdlnie oczywista wobec nowych
prob O. Stolza i P. Dubois-Reymonda, ktére polegaja na tym, aby prawo-
mocnosé aktualnie nieskonczenie matych wielkosci wyprowadzic¢ z tak zwanego

“Przypis thumacza. W tym miejscu zaznaczony jest nastepujacy przypis Ernsta Zer-
mela, podany w calosci na stronie 439 Gesammelte Abhandlungen mathematischen und
philosophischen Inhalts: Nieistnienie ,aktualnych nieskonczenie matych wielkoéci” réwnie
malo daje si¢ udowodnié, jak nieistnienie Cantorowskich pozaskonczonych, a bledny
wniosek jest w obu przypadkach ten mianowicie, ze nowym wielkosciom przypisane zostaja
pewne wlasnoéci zwyklych ,skonczonych”, ktore nie mogg im przystugiwaé¢. Chodzi tu o
tak zwane ,niearchimedesowe” systemy liczbowe, ciala, ktorych istnienie moze by¢ dzisiaj
uwazane za bez zarzutu udowodnione. Por. Van der Waerden, Moderne Algebra, rozdzial
X. W niearchimedesowym ciele uporzadkowanym, w ktérym np. n¢ < 1 dla kazdej skon-
czonej liczby catkowitej n, nie istnieje tez zadna ,gérna granica” ~ tych wielkosci n(, ktéra
moglaby byé oznaczana przez w(, poniewaz przedzial (v — ¢,~v) méglby zawieraé co naj-
wyzej jedng wielko$é n¢ i mnozenie przez dalsze pozaskonczone a > w staje si¢ bezprzed-
miotowe. Jednoczesnie z ,aksjomatem Archimedesa” upada nawet ,aksjomat cigglosci”,
jak podkreslone to zostalo w ,,Grundlagen der Geometrie” D. Hilberta. To, czy zdanie jest
w»aksjomatem” czy tez nie jest, nie zalezy od jego tresci, lecz od budowy catego systemu,
od definiujacych system witasnosci lub aksjomatéw. Zakladajac aksjomat cigglosci jako
prawomocny, Cantor wyklucza w istocie wszystkie niearchimedesowe systemy liczbowe,
nie dowodzi jednak niczego przeciw istnieniu takich ,cial uporzadkowanych”, w ktérych
nie zachodzi ani aksjomat Archimedesa ani aksjomat cigglosci.



saksjomatu Archimedesa”. (Por. O. Stolz, Math. Annalen Bd. 8, str. 269;
dalej jego propozycje w Berichten des naturw. medizin. Vereins in Innsbruck,
roczniki 1881-82 oraz 1884; zatytutowane sa one: ,,O geometrii Starozytnych,
w szczegdlnosci o aksjomacie Archimedesa” oraz: ,Wielkosci nieskoniczenie
mate”; wreszcie, por. tegoz autora: ,Wyktady z arytmetyki ogdlnej”, Leipzig
1885, czesé 1, str. 205.)

Archimedes wydaje sie by¢ mianowicie pierwszym, ktory zwrocit uwage na
to, ze uzyte w ,Elementach” Euklidesa twierdzenie, wedle ktérego poprzez
skonczone, wystarczajgco duze zwielokrotnienie kazdego jakkolwiek matego
ograniczonego odcinka prostoliniowego mozna otrzymac dowolnie duze skon-
czone odcinki, potrzebuje dowodu i z tego powodu uwazal, ze twierdzenie to
nalezy oznaczac jako ,zatozenie” (AauBavéuevov).

(Por. Eukl. Elem. lib. V, def. 4: Adyov &yewv npoc dhhnho peyédn héyeta,
& dUvaton toAhamhactalouevo GAARAwy Urepéyely; dalej w szczegdlnosci Elem.
lib. X, pr. 1. Archimedes: de sphaera et cylindro I, postul. 5 oraz przedmowa
do jego tekstu: de quadratura parabolae.)

Tok myslenia owego autora (O. Stolz, op. cit.) jest taki, ze gdyby odrzucito
sie ten domniemany ,aksjomat”, to z tego wyniknetaby prawomocnos$é aktu-
alnie nieskonczenie matych wielkosci, ktore tam nazywane sg ,,momentami”.
Jednak z wyprowadzonego wyzej przeze mnie twierdzenia wynika bezposre-
dnio, jesli zastosujemy je do ciagltych prostoliniowych odcinkéw, koniecznosé
zatozenia Euklidesa. A zatem tak zwany ,aksjomat Archimedesa” nie jest
zadnym aksjomatem, lecz twierdzeniem wynikajgcym logicznie z pojecia wiel-
kosci lintowe;.
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