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Ze wzgledu na wielkie znaczenie, jakie maja w teorii rozmaitoSci tak zwane
liczby rzeczywiste, wymierne i niewymierne nie chcialbym przeoczyé powiedze-
nia tu najwazniejszego o ich definicjach. Nie wdaj¢ si¢ glgbiej we wprowadzenie
liczb wymiernych, jako iz istnieja wielostronnie [rozbudowane] Sciste ich przed-
stawienia; ze znajdujacych si¢ pod regka wymieni¢ te autorstwa H. GRASSMANNA
(Lehrbuch der Arithmetik, Berlin 1861) oraz J.H.T. MULLERA (Lehrbuch der all-
gemeinen Arithmetik, Halle 1855). Z drugiej strony, chcialbym w skrdcie doktad-
niej omOéwic trzy znane mi i w istocie jedyne gtéwne formy $cistego wprowadze-
nia ogdlnych liczb rzeczywistych. Jest to, po pierwsze, sposéb [ich] wprowadze-
nia, ktérym od wielu lat postuguje si¢ Pan Prof. WEIERSTRASS w swoich wykla-
dach o funkcjach analitycznych i o ktérym pewne napomknienia znaleZzé mozna
w programowej rozprawie Pana E. KOSSAKA (Die Elemente der Arithmetik, Ber-
lin 1872). Po drugie, Pan R. DEDEKIND opublikowal w swojej rozprawie Stetigkeit
und irrationale Zahlen (Braunschweig 1872) swoista postac definicji, a po trzecie
w 1871 roku podana zostala przeze mnie (Mathematische Annalen Bd. 5, S. 123)
posta¢ definicji, ktéra zewngtrznie podobna jest do [tej] WEIERSTRASSowskiej,
tak, iz mogta by¢ pomylona z nia przez Pana H. WEBERA (Zeitschrift fiir Ma-
thematik und Physik, 27 Jahrg., historisch liter. Abt., S. 163); moim zdaniem to
jednak ta frzecia, rozwinigta poZniej takze przez Pana LIPSCHITZA (Grundlagen
der Analysis, Bonn 1877) jest najprostsza i najbardziej naturalna ze wszystkich
i ma si¢ przy niej tg¢ korzys¢, ze dopasowuje si¢ ona bezposrednio do rachunku
analitycznego.

Z definicja niewymiernej liczby rzeczywistej stowarzyszony jest zawsze do-
brze zdefiniowany nieskoniczony zbidr liczb wymiernych pierwszej mocy; w tym
zasadza si¢ to, co wspdlne we wszystkich definicjach, réznica lezy w momencie
tworzenia, przez ktéry zbidr jest potaczony z definiowang przez siebie liczbg oraz
w warunkach, ktére ten zbiér ma spetnic, aby nadawat si¢ jako podstawa odnosnej
definicji.

Przy pierwszej postaci definicji u podstaw lezy zbiér dodatnich liczb wymier-
nych a,, oznaczany przez (a,) i spelniajacy warunek, ze jakakolwiek skoriczona
liczbg ktérychkolwiek z tych a, zsumujemy, to ta suma zawsze pozostaje ponizej



podanej granicy. Jesli mamy teraz dwa takie agregaty (a,) oraz (a),), to pokazuje
si¢ w sposob Scisty, ze moga one przedstawiaé trzy przypadki; albo kazda cze$é
jest ciagle rownie czgsto wystepujaca %-ta‘ jednoSci w obu agregatach, o ile su-
muje si¢ W wystarczajacej, wzrastajacej skoniczonej liczbie ich elementy; albo jest
to % poczawszy od pewnej ustalonej n, ciagle czgsciej w pierwszym agregacie niz
w drugim, albo, po trzecie, jest to %, poczawszy od pewnej ustalonej n, ciagle cze-
Sciej w drugim agregacie niz w pierwszym. Zdarzeniom tym odpowiadaja, gdy b
oraz b’ sg liczbami majacymi zosta¢ zdefiniowanymi przez agregaty (a, ) oraz (a),),
ustalenia, ze: w pierwszym przypadku b = b, w drugim b > b/, w trzecim b < /.
Jesli potaczy sig oba agregaty w nowy (a,,al,), to daje to podstawy do definicji
b+ V'; jesli jednak z obu agregatéw (a,) oraz (a,,) utworzy si¢ nowy (a, - aj,),
w ktérym elementy sa iloczynami wszystkich (a, ) z wszystkimi (a),), to ten nowy
agregat zostaje przyjety jako podstawa definicji iloczynu bb'.

Widaé, ze tutaj moment tworzenia, ktéry taczy zbidr z definiowana przez niego
liczba lezy w tworzeniu sumy; musi jednak zosta¢ podkreSlone jako istotne, ze sto-
suje si¢ tylko sumowanie zawsze skoriczonej liczby elementéw wymiernych, a nie,
iz raczej najpierw majaca zostaé¢ zdefiniowang liczba b ustalona jest jako suma
> a, nieskonczonego szeregu (a, ); krylby si¢ tu blqd logiczny, poniewaz to raczej
definicja sumy > a, zostaje otrzymana dopiero poprzez przyréwnanie do z ko-
nieczno$ci wprzoédy zdefiniowanej gotowej liczby b. Sadzg, ze ten dopiero przez
Pana WEIERSTRASSA uniknigty btad wczesniej popelniany byt prawie powszech-
nie i z zasady nie byt zauwazany, poniewaz nalezy on do rzadkich przypadkéw,
w ktorych rzeczywiste btedy nie moga wyrzadzaé zadnych bardziej znaczacych
szk6éd w rachunku. — Mimo to, w moim przekonaniu, z okreSlonym [wyzej] blg-
dem wiaza si¢ wszystkie trudnodci, ktére odnajdywane sa w pojeciu niewymier-
nosci, podczas gdy uniknigcie tego btedu osadza liczbe¢ niewymierna w naszym
umysle z ta sama okreslonoscia, wyraznoscia i jasnoscia, jak liczbg wymierna.

U podstaw postaci definicji Pana DEDEKINDA lezy ogdt wszystkich liczb wy-
miernych, ktére s jednak podzielone na dwie grupy tego rodzaju, ze gdy oznaczy
si¢ liczby pierwszej grupy przez 2l,, a drugiej przez ‘B, to zawsze 2, < B;
taki podzial zbioru liczb wymiernych nazywa Pan DEDEKIND jego ,,przekrojem”,
oznacza przez (2, |B,,) oraz przyporzadkowuje mu liczbe b. Jesli poréwnuje si¢ ze
soba dwa takie przekroje (21,3, oraz (2,|B],), to podobnie jak w pierwszej po-
staci definicji znajduja sig tu trzy mozliwosci, odpowiednio do ktérych ustala sig, ze
liczby bi b’ reprezentowane przez oba przekroje sa migdzy soba réwne, albo b > v/,
albo b < b'. Pominagwszy pewne latwe do uregulowania wyjatki, ktére wystepuja
przy wymiernoSci majacych zostaé zdefiniowanymi liczb, pierwszy przypadek ma
miejsce tylko przy petnej identycznosSci obu przekrojow, i niezaprzeczalne zdecy-
dowane pierwszenstwo tej postaci definicji wzgledem obu pozostatych uwydatnia
si¢ w tym, iz kazdej liczbie b odpowiada tylko jedyny przekrdj, ktéry to stan rzeczy



ma jednak z drugiej strony t¢ wielka wadg, ze liczby w analizie nigdy nie wystgpuja
w postaci ,,przekrojow”, do ktdérej musza dopiero zosta¢ doprowadzone z wielkim
kunsztem i pedanteria.

Tu nastepuja teraz takze definicje sumy b + b’ oraz iloczynu bb’ na gruncie
nowych przekrojéw, otrzymanych z obu juz danych.

Wada zwiazana z pierwszq oraz trzeciq postacia definicji, [polegajaca na tym,]
ze mianowicie tu te same tj. rowne liczby przedstawiane sa nieskoficzenie czgsto
1 przez to jednoznaczny przeglad wszystkich liczb rzeczywistych nie zostaje otrzy-
many bezposrednio, moze zostaé z wielka tatwoscia usunigta poprzez wyszcze-
gélnienie lezacych u podstaw zbioréw (a, ), postugujac si¢ jakimkolwiek znanym
systemem, jak system dziesigtny lub proste rozwinigcie w utamki taiicuchowe.

Przechodze teraz do frzeciej postaci definicji liczb rzeczywistych. Tutaj réw-
niez u podstaw lezy nieskoficzony zbiér liczb wymiernych (a, ) pierwszej mocy
[nieskoiiczonej], ale wymaga si¢ od niego innej wiasnosci niz w postaci definicji
wedle WEIERSTRASSA; zadam, aby przy zalozeniu dowolnie malej liczby wy-
miernej € mozna byto odrzuci¢ skoriczong liczbe cztonéw zbioru tak, izby pozo-
state miaty parami réznicg co do absolutnej wielkosci mniejsza od €. Kazdy tego
rodzaju zbidr (a, ), ktéry moze tez zostaé scharakteryzowany przez zadanie

Vh_rglo (@y+p —ay) =0  (dla dowolnej 1),

nazywam ciggiem podstawowym' i przyporzadkowuje mu zdefiniowana przezei
liczbe b, dla ktérej mozna nawet celowo uzywacé znaku (a, ), jak jest to w propozy-
cji Pana HEINEGO, ktory w tej kwestii kierowat do mnie wiele ustnych rozstrzasan.
(Por. Crelles Journal Bd. 74, S. 172). Taki ciqg podstawowy oferuje, jak mozna to
Sci§le wydedukowac z jego pojecia, trzy przypadki: albo jego cztony a, sa co do
swojej absolutnej wartoSci mniejsze od dowolnie podanej liczby, dla wystarcza-
jaco duzej wartoSci v; albo sa one, poczawszy od pewnej v wigksze od okreSlonej
danej dodatniej liczby wymiernej p; albo sa one, poczawszy od pewnej v mniejsze
od okreSlonej danej ujemnej wielkoSci wymiernej —p. W pierwszym przypadku
moéwig, ze b jest rowna zeru, w drugim, ze b jest wigksza od zera, lub dodatnia,
w trzecim, ze b jest mniejsza od zera, lub ujemna.

Dochodzg teraz operacje elementarne. Jesli (a, ) oraz (a!,) sa dwoma ciggami
podstawowymi, to pokazuje sig, ze (a, + al,) oraz (a, - a)) sa ciqgami podsta-
wowymi, ktore okreslaja zatem trzy nowe liczby, ktére stuza mi za definicje sumy
i réznicy b + b’ oraz iloczynu bb'.

'Przypis ttumacza. W oryginale: Fundamentalreihe. Wybieram ciqg raczej niz szereg za wzgledu
na wspoétczesnie uzywana terminologie. Ze wzgledow edytorskich, pisze tez lim wszgdzie tam, gdzie
Cantor uzywa Lim.



Jesli przy tym b jest r6zna od zera, co zdefiniowano powyzej, to dowodzi sig, ze
!
réwniez (Z—Z) jest ciqgiem podstawowym, dla ktérego liczba z nim stowarzyszona

dostarcza definicji ilorazu %.

Operacje elementarne migdzy dana przez ciag podstawowy (a, ) liczba b oraz
dang bezposrednio liczba wymierna a sa przy tych ustaleniach takie, ze dopuszcza
sieal, = a, b = a.

Dopiero teraz dochodza definicje rownosci, wigkszosci oraz mniejszosci mig-
dzy dwiema liczbami b i b (z ktorych b’ moze tez byé = a), a mianowicie mowi
sig,ze b =0/, lubb > b, lub b < b’ w zaleznosci od tego, czy b — b’ jest rowna
zero, mniejsza lub wigksza od zera.

Po wszystkich tych przygotowaniach otrzymuje si¢, jako pierwsze Scisle do-
wodliwe twierdzenie, ze gdy b jest liczba okreslong przez ciag podstawowy (a, ),
to b — a, co do wartosci absolutnej staje si¢, wraz ze wzrastajaca v, mniejsza od
kazdej do pomyslenia liczby wymiernej, lub, co jest tym samym, ze

lim a, = b.
V=00
Dobrze [jest] zwroci¢ uwage na ten glowny punkt, ktérego znaczenie tatwo mo-
globy zostaé przeoczone: przy trzeciej postaci definicji liczba b raczej nie jest de-
finiowana jako ,,granica” cztonéw a, ciagu podstawowego (a,); to bowiem by-
toby podobnym btedem logicznym, jak ten przywotany przy oméwieniu pierw-
szej postaci definicji, a mianowicie z tego powodu, ze wtedy zaktadane byloby
istnienie granicy JLm a,; raczej rzeczy maja si¢ na odwrdt, tak, ze poprzez nasze
poprzednie deﬁnicjeoopoj@cie b rozwazane jest z takimi wlasnoSciami oraz zwiaz-
kami z liczbami wymiernymi, ze z tego mozna z logiczna oczywistoScia wyciagnaé
wniosek: lim a, istnieje i jest réwna b. Niech bedzie mi tutaj wybaczona drobia-
7gowosC, Ii(tgrja‘ motywuj¢ spostrzezeniem, ze wigkszo$¢ pomija ten niewidoczny
drobiazg i plata si¢ potem w watpliwosSciach i sprzecznos$ciach w zwigzku z nie-
wymierno$cia, od ktérych mogliby si¢ w petni ustrzec przy zauwazeniu opisanych
tu okolicznosci; albowiem jasno wtedy rozpoznaliby, ze liczba niewymierna, dzigki
wtasnosciom przydanym jej przez definicje ma tak samo okre§long rzeczywisto$é
w naszym umysle, jak wymierna, nawet jak catkowita liczba wymierna oraz ze
nie trzeba jej otrzymywac w procesie granicznym, ale raczej odwrotnie, przez jej
posiadanie begdzie si¢ przekonanym o wykonalnosci oraz oczywisto$ci proceséw
granicznych; bowiem teraz z latwoScig rozszerza si¢ powyzej wprowadzone twier-
dzenie do nastgpujacego: Jesli (b,) jest jakimkolwiek zbiorem liczb wymiernych
lub niewymiernych o tej wtasnosci, ze Vh_I?O (by+yu — by) = 0 (jakakolwiek bytaby

1), to istnieje liczba b okreslona przez ciag podstawowy (a, ) taka, ze

lim b, = .
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Okazuje si¢ zatem, ze te same liczby b, ktore sa zdefiniowane na gruncie ciagéw
podstawowych (a,) (nazywam te ciagi podstawowe [ciagami] pierwszego rzedu)
takiego rodzaju, ze okazuja si¢ [owe liczby] granicami tych a,,, sa tez na wiele spo-
sobow przedstawiane jako granice ciagéw (b, ), gdzie kazda b, jest zdefiniowana
przez ciag podstawowy pierwszego rzedu (aff)) (z ustalona v).

Nazywam przeto taki zbiér (b, ) ciagiem podstawowym drugiego rzedu, gdy
ma on t¢ wlasnosé, ze VlLIgo (by4+u — by) = 0 (dla dowolnej 11).

Podobnie mozna tworzy¢ ciagi podstawowe trzeciego, czwartego, ..., n-tego
rzgdu, ale takze ciagi podstawowe a-tego rzedu, gdzie « jest dowolna liczbg dru-
giej klasy liczbowe;j.

Wszystkie te ciagi podstawowe osiagaja dokladnie to samo przy okreslaniu
liczby rzeczywistej b, co ciagi podstawowe pierwszego rzedu, a réznica lezy tylko
w bardziej skomplikowanej, rozszerzonej formie podania. Niemniej jednak wydaje
mi si¢ W najwyzszym stopniu [wlasciwe], jesli chce sig w ogdle przyjac stanowisko
trzeciej postaci definicji, ustali¢ t¢ réznice w okreslony sposéb, jak to juz zrobitem
takze w przywotanym [wyzej] miejscu (Mathematische Annalen Bd. 5, S. 123).
Dlatego postuguje si¢ teraz sposobem wyrazania: wielko$¢ liczbowa b jest podana
przez ciag podstawowy n-tego, lub, odpowiednio, a-tego rzedu. Jesli zdecyduje
si¢ tu na to, to osiagnie si¢ przez to wyjatkowo plynny i przystgpny jezyk, aby
w pelni opisaé cato$¢ wielopostaciowej, czesto tak skomplikowanej tkanki analizy
w sposéb jak najprostszy oraz najtrafniejszy, przez co moim zdaniem osiagnie si¢
nie do przecenienia zysk [w postaci] jasnosci i przejrzystosci. Wychodzg tym sa-
mym naprzeciw zastrzezeniu, ktére wobec tych odréznien wyrazit Pan DEDEKIND
w przedmowie swojej pracy ,,Ciaglos¢ i liczby niewymierne”; daleki jestem od
tego, aby poprzez ciagi podstawowe drugiego, trzeciego, itd. rzgdu wprowadzaé
nowe liczby, ktére nie bylyby juz okreslone przez ciagi podstawowe pierwszego
rzgdu, lecz mialem jedynie na uwadze pojgciowo rézne formy [ich] podawania;
widac to wyraZnie z poszczegdlnych miejsc mojej pracy.

Chcialbym przy tym zwréci¢ uwage na osobliwa okoliczno$é, ze mianowicie
wsrdd liczb [danych przez] wyréznione przeze mnie ciagi podstawowe pierwszej
i drugiej klasy liczbowej tworzone sa w ogéle wszystkie do pomyslenia w analizie
formy majace zwykly charakter szeregu, juz znalezione lub jeszcze nie znalezione,
w tym sensie, zZe nie istnieja ciagi podstawowe, ktérych liczba porzadkowa mo-
glaby by¢ oznaczana przez liczbg trzeciej klasy liczbowej, jak $ciSle to udowodnig
przy innej sposobnosci.

Sprébuje teraz krétko objasnié celowos¢ trzeciej postaci definicji.

Dla oznaczenia tego, ze liczba b jest podana na gruncie ciagu podstawowego
(e,) jakiegokolwiek rzgdu n lub « postuguje si¢ formutami

b~ (e,) lub (e,) ~ 0.



Jedli dany jest dla przyktadu szereg zbiezny o ogélnym wyrazie c,, to wa-
runkiem koniecznym i wystarczajacym dla zbieznoSci jest, jak wiadomo, to ze
lim (¢yq1 + ... + cvipn) = 0 (gdzie i jest dowolna).

V=00

Definiuje si¢ wigc sumg szeregu przez formute

Z Cn = (Z Cn)-
n=0 n=0

Jesli np. wszystkie ¢, sa zdefiniowane na gruncie ciagu podstawowego k-tego
v o0

rzgdu, to to samo jest stuszne o Y ¢, isuma Y ¢, okazuje si¢ definiowalna przez
n=0 n=0
ciag podstawowy k + 1-ego rzedu.
Jesli ma si¢ przyktadowo opisac tres¢ pojeciowa twierdzenia sin(5) = 1,to §
oraz jej potegi mozna uwaza¢ za dane formutami:

5~ @), (5

5 )2m+1 ~ (a2m+1)’

14

gdzie dla zwigzlosci ustalono, ze

Dalej,
o H . ( %)2m+1
5111(5) ~ (Z(—l) m)»
m=0
tj. sin(%) jest definiowana na gruncie ciagu podstawowego drugiego rzedu, a po-
przez owo twierdzenie wyrazona jest zatem réwnos¢ liczby wymiernej 1 oraz po-
danej na gruncie ciggu podstawowego drugiego rzedu liczby sin(7).

W podobny sposdb prosto, precyzyjnie i trafnie opisaé mozna tre$¢ pojeciowa
bardziej skomplikowanych formul, jak dla przyktadu tych z teorii 8-funkcji, pod-
czas gdy odwotywanie si¢ do nieskoriczonych szeregdéw jako takich, ktére zbudo-
wane sa z czysto wymiernych cztonéw, ciagle z tym samym znakiem oraz [sa]
bezwzglednie zbiezne, jest najczesciej zwiazane z wielkimi ucigzliwoSciami, ktére
tutaj, przy trzeciej postaci definicji, w przeciwienstwie do pierwszej, zostaja cal-
kowicie uniknigte i oczywisScie moga zostaé uniknigte, jak dtugo nie chodzi o nu-
meryczne przyblizenie sum szeregéw przez liczby wymierne, lecz jedynie o wy-
starczajaco ostre definicje tychze. Pierwsza posta¢ definicji wydaje mi si¢ ponadto
niezbyt fatwo stosowalna, gdy chodzi o precyzyjna definicj¢ sum szeregéw, ktére
nie sa bezwzglednie zbiezne, w ktérych raczej uporzadkowanie zaréwno dodat-
nich, jak i ujemnych cztonéw jest wprzédy okreslone. Przeciez juz w [przypadku]



szeregéw nie-bezwzglednie zbieznych tworzenie sumy, nawet gdy jest ona nieza-
lezna od uporzadkowania [cztonéw], jest rzeczywiScie wykonalne tylko przy okre-
Slonym [ich] uporzadkowaniu; a zatem takze w takich przypadkach prébuje sig¢
da¢ pierwszenstwo trzeciej postaci definicji nad pierwsza. W koncu, wydaje mi
sig, ze [warto] méwié o zdolno$ci uogélnienia trzeciej postaci definicji na liczby
pozaskoriczone, podczas gdy takie rozbudowanie pierwszej postaci definicji jest
catkiem niemozliwe; réznica ta lezy po prostu w tym, ze w [przypadku] liczb po-
zaskoriczonych prawo przemiennosci w ogélnosci nie zachodzi juz dla dodawania;
pierwsza postaé definicji jest jednak nierozdzielnie zwiqzana z tym prawem, za-
chodzi i upada wraz z nim. Jednak dla wszystkich rodzajéw liczb, dla ktérych za-
chodzi przemienno$¢ dodawania pierwsza postac definicji sprawdza si¢ wybornie,
pomijajac wyzej oméwione punkty.

§ 10.

Pojecie ,.kontinuum” nie tylko odegralo znaczaca rolg wszgdzie w rozwoju
nauk, ale wywolywato réwniez wielkie réznice pogladéw a nawet silne spory. Za-
sadza si¢ to byé moze w tym, iz lezaca u jego podstaw idea dlatego miata r6zng
tres$¢, gdy pojawiata si¢ u rozprawiajacych o niej, poniewaz nie dostarczono do-
ktadnej i pelnej definicji tego pojecia; by¢é moze jednak réwniez, i to wydaje mi
si¢ najbardziej prawdopodobne, idea kontinuum juz przez owych Grekdw, kto-
rzy pierwsi mogli ja utworzy¢, nie byla przemys$lana z jasnoscig oraz zupeino-
Scia, ktora bytaby pozadana, aby wykluczy¢ rézne jej pojmowania ze strony [ich]
nastgpcoéw. Tak wigc widzimy, ze LEUKIPPOS, DEMOKRYT oraz ARYSTOTELES
traktowali kontinuum jako cato$¢ ztozona, ktéra sktada si¢ ex partibus sine fine di-
visibilibus, gdy z drugiej strony EPIKUR oraz LUKRECJUSZ sktadali je ze swoich
atomow jako rzeczy skoniczonych, skad powstal potem wielki sp6r migdzy filozo-
fami, z ktérych jedni postgpowali za ARYSTOTELESEM, inni za EPIKUREM; inni
znéw opowiadali si¢ by¢ poza tym sporem, [gloszac] wraz TOMASZEM Z AKWINU,
iz kontinuum nie sktada si¢ ani z nieskonczenie wielu, ani ze skoniczonej liczby
czgsci, lecz nie sktada si¢ z zadnych w ogdle czgsci; ten ostatni poglad mniej
wydaje mi si¢ zawieraé wyjasnienie sprawy niz milczace wyznanie, iz nie do-
szto si¢ do sedna rzeczy i w sposéb dystyngowany usuwa si¢ je z drogi. Wi-
dzimy tu sredniowieczno-scholastyczny poczqtek pogladu, ktéry napotykamy jesz-
cze dzisiaj, wedle ktérego kontinuum bytoby pojeciem nierozktadalnym, lub tez,
jak ujmuja to inni, ogladem czysto apriorycznym, ktére prawie zadnemu okresle-
niu przez pojecia nie bytoby dostepne; kazda préba arytmetycznego wyznaczenia
tej tajemnicy widziana jest jako niedozwolona ingerencja oraz odrzucona ze sto-
sownym naciskiem; nieSmiate natury wywieraja przy tym wrazenie, jakby nie cho-



dzito w [przypadku] , kontinuum” o pojecie logiczno-matematyczne, lecz raczej
o dogmat religijny.

Daleki jestem od tego, by przywotywaé na nowo te sporne problemy, brak mi
tez miejsca na ich doktadniejsze oméwienie w ograniczonych ramach [tego tek-
stu]; czuj¢ si¢ jedynie zobowiazany do rozwinigcia tutaj mozliwie krétko i z od-
niesieniem do matematycznej teorii mnogosci pojecia kontinuum, w tak trzeZzwym
logicznym ujgciu, jak to konieczne. Praca ta nie jest dla mnie tatwa z tego powodu,
ze wsrod matematykow, na ktoérych autorytet chetnie si¢ powotuje¢ ani jeden nie
zajmowal si¢ doktadniej kontinuum w tym sensie, ktéry uwazam tu za konieczny.

Ma[my] wprawdzie u podstaw jedno- lub wielo-rzeczywistych lub zespolo-
nych wielkoSci ciagltych (lub, co jak sadzg jest bardziej wlasciwym sposobem wy-
razania si¢, ciaglych zbioréw wielkosci) jak najbardziej wyksztatcone pojgcie za-
leznego od nich jedno- lub wielo-znacznego kontinuum, tj. pojecie funkcji ciagtej,
i w ten sposéb powstaje teoria tak zwanych funkcji analitycznych, jak rowniez
funkcji uogdlnionych wraz z ich wysoce osobliwymi zjawiskami (jak nieréznicz-
kowalno$¢ oraz podobne); jednak samo niezaleine kontinuum jest przez autoréw
matematykéw zaktadane tylko w owej najprostszej postaci 1 nie jest poddawane
zadnemu gruntownemu rozwazaniu.

Najpierw musz¢ wyjasni¢, ze w mojej opinii postugiwanie si¢ pojeciem czasu
lub oglgdem czasu w dyskusji nad o wiele bardziej podstawowym i ogélniejszym
pojeciem kontinuum nie jest wlasciwe; czas jest, w moim przekonaniu, wyobraze-
niem, ktére dla swego wyraZznego objasnienia ma w zalozeniu niezalezne od niego
pojecie ciagloSci i nawet za pomoca tego [ostatniego] nie moze by¢ pojmowany ani
obiektywnie jako substancja, ani subiektywnie jako konieczna aprioryczna forma
ogladu, ale jest niczym innym jak pojeciem pomocniczym oraz wzglednym, przez
ktére ustalona zostaje relacja pomigdzy réznymi wystgpujacymi w naturze oraz
postrzeganymi przez nas ruchami. Co§ takiego jak czas obiektywny lub absolutny
nigdzie w naturze nie wystepuje, a zatem czas nie moze by¢ uwazany za miarg
ruchu, lecz raczej to [ruch moze by¢ uwazany] za miar¢ czasu, gdyby temu ostat-
niemu nie przeszkadzato to, ze sam czas w decydujacej roli subiektywnej koniecz-
nej apriorycznej formy ogladu nie mégt przynie$¢ zadnego owocnego, bezspor-
nego i pomysSlnego rozwoju, aczkolwiek od KANTA czas do tego nie bylby tej
[formie naocznosci] zbedny.

Podobnie, jest moim przekonaniem, ze niczego nie mozna poczaé z tak zwana
formaq ogladu przestrzeni, aby otrzymac¢ informacje o kontinuum, gdyz réwniez
przestrzen oraz pomys$lane w niej wytwory tylko za pomoca juz pojgeciowo goto-
wego kontinuum otrzymuja owa treS¢, przy ktérej nie sa tylko przedmiotem este-
tycznych lub wyrafinowanych filozoficznych rozwazar lub wielu podobnych, lecz
moga by¢ poddane trzeZwym i doktadnym badaniom matematycznym.

Tak wigc, nie pozostaje mi nic innego, jak probowaé [okresli¢] przy pomocy



zdefiniowanych w § 9 pojeé liczby rzeczywistej mozliwie ogdlne czysto arytme-
tyczne pojecie kontinuum punktowego. Za podstawe postuzy mi przy tym, jako iz
nie moze by¢ inaczej, n-wymiarowa wilasnie arytmetyczna przestrzen Gy, tj. ogét
wszystkich systeméw wartoSci

(z1]z2| . .. |20),

w ktorych kazda z, niezaleznie od pozostatych, moze przyjmowaé wszystkie rze-
czywiste wartosci liczbowe od —oo do +00. Kazdy poszczegdlny system wartoSci
tego rodzaju nazywam punktem arytmetycznym w G,,. Odlegto$s¢ dwoch takich
punktéw zostaje zdefiniowana przez wyrazenie
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a przez arytmetyczny zbiér punktowy P w G,, rozumie si¢ kazdy prawidtowo po-
dany og6t punktow przestrzeni GG,,. Badanie skierowane jest zatem na to, aby usta-
nowi¢ ostra i jednoczes$nie mozliwie ogdlna definicje, kiedy P mamy nazywac kon-
tinuum.

Udowodnitem w Crelles Journal Bd. 84, S. 242, ze wszystkie przestrzenie G,,,
jakakolwiek bylaby tak zwana liczba wymiaréw n, maja rowne moce i, w kon-
sekwencji, sa rownie liczne jak kontinuum liczbowe, a wigc jak ogét wszystkich
liczb rzeczywistych przedziatu (0. .. 1), oraz mam nadzieje méc wkrétce przed-
stawié $cisly dowdd na to, ze poszukiwana moc jest niczym innym jak ta [moca]
naszej drugiej klasy liczbowej. Z tego bedzie wynikato, ze wszystkie nieskoriczone
zbiory punktowe P maja albo moc pierwszej klasy liczbowej (I), albo moc dru-
giej klasy liczbowej (II). Da si¢ wyprowadzi¢ z tego jeszcze inna konsekwencja,
ze ogdt wszystkich funkcji jednej lub wielu zmiennych, ktére sa przedstawialne
w postaci podanego nieskoficzonego szeregu, wszystko jedno jakiej, rowniez po-
siada tylko moc drugiej klasy liczbowej (I1), a zatem jest przeliczalny przez liczby
trzeciej klasy liczbowej. To twierdzenie bedzie wigc odnosilo si¢ dla przyktadu do
ogétu wszystkich funkcji ,,analitycznych”, tj. funkcji jednej lub wielu zmiennych
otrzymanych przez rozwinigcie szeregéw potggowych, lub do zbioru wszystkich
funkcji jednej lub wielu zmiennych, ktére sa przedstawialne przez szeregi trygo-
nometryczne.

Aby teraz przyblizy¢ si¢ do ogdlnego pojecia kontinuum potozonego wewnatrz
G, przypominam pojecie pochodnej P") dowolnego danego zbioru punktowego
P, jak znajduje si¢ to najpierw w pracy: Mathematische Annalen Bd. 5, a potem
rozwija [w dalszym ciagu niniejszej rozprawy]? i rozszerza do pojecia pochodne;j

?Przypis ttumacza. Tekst w nawiasach kwadratowych pochodzi od Ernsta Zermela. Korzystam z
przedruku pracy w Dzietach Zebranych Cantora.



PO, gdzie v moze by¢ jakakolwiek liczba catkowita jednej z klas liczbowych (1),
D), (1I0), itd.

Zbiory punktowe P daja si¢ teraz podzieli¢ na dwie klasy, w zaleznoSci od
mocy ich pierwszej pochodnej P Jesli P ma moc (I), to pokazuje sig, jak
juz méwitem w § 3 tej pracy, ze istnieje pierwsza liczba catkowita o pierwszej
lub drugiej klasy liczbowej (II), dla ktérej P(®) znika. Jesli jednak P(!) ma moc
drugiej klasy liczbowej (I), to P() zawsze daje sie roztozy¢ i to tylko na jeden
spos6b na dwa zbiory R oraz S tak, ze

PO =R+5,

gdzie R oraz S maja skrajnie r6zne wtasnosci:

R jest tak utworzony, ze poprzez powtarzany proces brania pochodnej jest
zdolny do ustawicznej redukcji az do anihilacji, tak, ze zawsze istnieje pierwsza
wsrdd catkowitych liczb v z klas liczbowych (I) lub (II), dla ktére;j

takie zbiory punktowe R nazywam redukowalnymi.
Z drugiej strony, S jest tak utworzony, ze proces brania pochodnej tego zbioru
punktowego nie przynosi zadnej zmiany, a wigc

S =80,

a w konsekwencji réwniez
S =50,

zbiory tego rodzaju nazywam doskonatymi zbiorami punktowymi. Mozemy zatem
powiedzieé: jesli P(Y) jest mocy drugiej klasy liczbowej (II), to P(!) rozpada sie
na okreslony punktowy zbidr redukowalny oraz na okreslony punktowy zbiér do-
skonaty.

Aczkolwiek oba te predykaty, ,redukowalny” oraz ,,doskonaly” nie wspotwy-
stepuja w jednym i tym samym zbiorze punktowym, to z drugiej jednak strony
nieredukowalny nie jest tym samym co doskonaty, a tym mniej niedoskonaty jest
doktadnie tym samym co redukowalny, co tatwo zauwazy¢ przy odrobinie uwagi.

Doskonate zbiory punktowe S w zadnej mierze nie sa zawsze w swoim wne-
trzu tym, co nazwalem w mojej wyzej przywotanej pracy [zbiorami] ,,wszedzie
gestymi”’; dlatego tez nie nadaja si¢ samodzielnie do [utworzenia] petnej definicji
kontinuum punktowego, gdy natychmiast trzeba réwniez przyznacd, ze to ostatnie
zawsze musi by¢ zbiorem doskonatym.

Potrzebne jest raczej jeszcze jedno pojecie, by w potaczeniu z poprzednimi
zdefiniowa¢ kontinuum, a mianowicie pojecie spdjnego zbioru punktowego T'.
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Nazywamy 1" spdjnym zbiorem punktowym, gdy dla kazdych dwéch jego punk-
tow t oraz t' oraz danej wprzoédy dowolnie matej liczby ¢ na wiele sposobéw
dana jest skoriczona liczba punktéw t1,to, ..., t, z T tak, ze odlegtoSci tt1, t1ta,
tols,..., t,t' sa wszystkie mniejsze od €. [Chodzi tu zatem o ,,metryczna” wlasno§é
kontinuum.]?

Wszystkie znane nam geometryczne kontinua punktowe podpadaja teraz row-
niez, jak tatwo widaé, pod pojecie spdjnego zbioru punktowego; sadzg jednak teraz
takze, ze rozpoznalem w tych obu wiasnosciach ,,doskonaty” oraz ,,spdjny” ko-
nieczne oraz wystarczajqce cechy kontinuum, a zatem definiuj¢ kontinuum punk-
towe wewnatrz Gy, jako spdjny zbior doskonaty. Tutaj ,,doskonaty” oraz ,,sp6jny”
nie sg po prostu stowami, ale najostrzej pojeciowo scharakteryzowanymi poprzez
poprzednie definicje catkiem ogélnymi wtasnosciami kontinuum.

BoLzANOwska definicja kontinuum (Paradoksy § 38) z pewnoscia nie jest po-
prawna; wyraza ona jedynie jednq wtasnos$¢ kontinuum, ktdra jednak spetniona jest
takze przez zbiory, ktére wydobywa si¢ z GG, w ten sposéb, ze mysli si¢ o jakimkol-
wiek ,,izolowanym” zbiorze punktowym w G, (por. Mathematische Annalen Bd.
21, S. 51); takze samo spetniona jest ona przez zbiory, ktére sktadaja si¢ z wigkszej
liczby rozdzielonych kontinuéw; oczywiscie w takich przypadkach nie mamy do
czynienia z zadnym kontinuum, aczkolwiek wedle BOLZANA tak wiasnie byloby.
Widzimy wigc tu naruszenie twierdzenia: ,,ad essentiam alicujus rei pertinet id, quo
dato res necessario ponitur et quo sublato res necessario tollitur; vel id, sine quo
res, et vice versa quod sine re nec esse nec consipi potest.”

Podobnie, wydaje mi sig, ze takze w pracy Pana DEDEKINDA (Ciaglos¢ i liczby
niewymierne) jednostronnie podkres§lona jest tylko jedna inna wtasnos$¢ kontinuum,
a mianowicie owa, ktérg ma ono wspdlnie ze wszystkimi zbiorami ,,doskonatymi” .
[A zatem ,brak luk”, wedle Hausdorffa].*

) 3k ok

Podstawa tlumaczenia: Cantor, G. 1883. Uber unendliche lineare Punktman-
nigfaltigkeiten. § 9—10. Mathematische Annalen 21, 545-586. Ttumacz korzystat
z przedruku tej pracy w: Cantor, G. 1932. Gesammelte Abhandlungen mathema-
tischen und philosophischen Inhalts. Julius Springer, Berlin, 139-246 (§ 9-10 na
stronach: 183—-194).
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3Przypis thumacza. Tekst w nawiasie kwadratowym to przypis Ernsta Zermela.
*Przypis ttumacza. Tekst w nawiasie kwadratowym to przypis Ernsta Zermela.
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