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Wstep

1. Niniejsza praca jest z pogranicza ontologii i filozofii matematyki. Po-
kazujemy w niej, ze przedmiot matematyczny jest przedmiotem intencjonal-
nym. Teza przeprowadzona jest na przyktadzie liczb rzeczywistych w ramach
ontologii wypracowanej przez Romana Ingardena.

Przez ontologie rozumiemy ogoélna teorie przedmiotu. W ontologii In-
gardena scharakteryzowanych jest wiele form przedmiotowych: idee, rze-
czy, wytwory $wiadomosci. Przedmiot intencjonalny to rodzaj przedmiotu
indywidualnego, co$, co w pewnym zakresie moze by¢ uznane za wytwoér
swiadomosci.

Przedmioty intencjonalne po raz pierwszy analizowal Ingarden na przy-
kladzie dzieta literackiego w ksiazce Das literarische Kunstwerk (1931).
7, czasem, rozwijajac idee dzieta sztuki jako przedmiotu intencjonalnego,
uwzgledniajac specyfike innych dziedzin, przedstawil analogiczna koncepcje
dzieta muzycznego, teatralnego, malarskiego i architektonicznego. W rezul-
tacie przedmiot intencjonalny jest forma przedmiotowa, ktéra ma jeszcze
rozne odmiany. Tak wiec przedmiotem intencjonalnym jest dzieto literackie,
a jego specyficzna forma polega na budowie warstwowej. Przedmiotem inten-
cjonalnym jest tez fragment dzieta literackiego, mianowicie postacé literacka,
a jego specyficzna forma polega na dwustronnosci budowy oraz schematycz-
nosci. W pracy opisujemy liczby rzeczywiste jako przedmiot intencjonalny
charakteryzujacy sie dwustronnoscia budowy i schematycznoscia.

Cechg charakterystyczng dzieta literackiego i postaci literackiej, rozumia-
nych jako przedmioty intencjonalne, jest ich szczegdlny zwiazek z konkret-
nym tekstem. Tym wyréznionym tekstem, z ktorym zwigzane sg liczby rze-
czywiste jest rozprawa Richarda Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen
(1872). W niniejszej pracy analizujemy ja w kategoriach ontologii Romana
Ingardena, stad tytul , Analiza filozoficzna rozprawy Richarda Dedekinda
Stetigkeit und irrationale Zahlen”.
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2. Teza pracy jest uzasadniana w dwoch rozdziatach o wspélnym tytu-
le O przedmiocie matematycznym. Pozostate czesci to bardzo rozbudowane
przypisy i dopowiedzenia. Przedstawiamy w nich analizy réznych tekstow
matematycznych i fragmenty wybranych teorii matematycznych.

Referujac teorie, podajac twierdzenia czasami przywotujemy tylko sama
teze, innym razem prezentujemy réwniez dowdd. Zwykle nie jest to pelny
dowdd, lecz fragment, do ktérego odwolujemy sie w argumentacji filozoficz-
nej.

3. W rozdziale pierwszym Konstrukcja Dedekinda omawiamy rozprawe
Stetigkeit und irrationale Zahlen. W tej czesci tekst matematyczny traktu-
jemy jako twér warstwowy wyrdzniajac w nim warstwy: (1) odniesien do
probleméw, (2) odniesien historycznych, (3) oznaczen symbolicznych, (4)
dedukcyjna oraz (5) przedmiotowa.

(Ad 1) Warstwa odniesienr do probleméw jest wyznaczona jasno i wy-
raznie, chodzi w niej o ustalenie ,czysto arytmetycznych i w pelni Scisle
ugruntowanych zasad analizy infinitezymalnej”.! Celem rozprawy jest zatem
okreslenie, zdefiniowanie struktury, w ktérej mozna zrekonstruowaé analize
matematyczna. Podstawowym pojeciem, kluczem do tej rekonstrukcji jest
dla Dedekinda ,rzeczywista definicja istoty ciagloéci”.? W ostatnim para-
grafie rozprawy pokazuje on, ze z zasady ciaglosci (sformulowanej w trzecim
paragrafie) mozna wyprowadzi¢ ,podstawowe twierdzenia analizy infinite-
zymalnej” .3

(Ad 2) Warstwa odniesien historycznych to odniesienia do Elementow
Euklidesa zwiazane z deklarowanym w rozprawie przeciwstawieniem aryt-
metyczne versus geometryczne. Z jednej strony polega to na nowym, niegeo-
metrycznym rozumieniu liczb wymiernych, z drugiej — wiaze sie z pytaniem
o ciggloéé linii prostej. Odwotujac sie do ,dobrze znanych rozwazain”,* De-
dekind pokazuje, ze ,na prostej znajduje si¢ nieskoniczenie wiele punktow,
ktére nie odpowiadaja zadnej liczbie wymiernej”, co ,,prowadzi do stwier-
dzenia luk, niezupetoéci, czyli nieciagtoéci” dziedziny liczb wymiernych.?
Dalej jednak, podawszy swoja stynna zasade ciaglosci, dowodzi w sposéb
»czysto arytmetyczny”, ze porzadek liczb wymiernych nie jest ciagly. Nie
zaklada wéwcezas jakichkolwiek zwigzkéw liczb wymiernych z linig prosta,
ale implicite przyjmuje, ze tworza one ciato uporzadkowane i archimedesowe.

![Dedekind 1872], s. 136.

?[Dedekind 1872], s. 137.

3[Dedekind 1872], s. 148.

4Zob. ,Dotychczasowe rozwazania sg wszystkim tak dobrze znane, ze wielu uzna po-
wtarzanie ich za zbyteczne” [Dedekind 1872], s. 140.

®Zob. [Dedekind 1872], s. 140-141.
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(Ad 3) Warstwa oznaczen symbolicznych wyréznia sie w dowodzie twier-
dzenia o ciaglosci liczb rzeczywistych. Problemem jest tu podwdéjne przed-
stawienie liczb wymiernych. Odtwarzajac konstrukcje Dedekinda w teorii
mnogosci, liczby wymierne raz sa elementami zbioru Q, czyli klasami abs-
trakcji znanej relacji w zbiorze liczb catkowitych, a raz odpowiednimi prze-
krojami zbioru (Q, <). Te dwa przedstawienia powiazane sa pojeciem izo-
morfizmu cial uporzadkowanych: z jednej strony (wyjsciowego) ciala liczb
wymiernych, z drugiej — ciala utamkéw ciata liczb rzeczywistych. W Stetig-
keit und irrationale Zahlen ani wyjsciowe liczby wymierne nie sg zbiorami,
ani utamki w ciele liczb rzeczywistych nie sa utozsamiane z przekrojami
liczb wymiernych. Efekt, ktéry w redukeji teoriomnogosciowej daje pojecie
izomorfizmu, Dedekind osigga poprzez odpowiednie oznaczenia i zwigzane
z tym pojecie ,stwarzania”.

(Ad 4) Przez warstwe dedukcyjna Stetigkeit und irrationale Zahlen ro-
zumiemy to, co powszechnie uwaza sie za istote matematyki, czyli definicje,
twierdzenia i dowody. Tak wiec do tej warstwy zaliczamy m.in. definicje
przekroju zbioru uporzadkowanego, definicje ciggloéci porzadku, definicje
cigglosci funkceji, dowdd cigglodci porzadku liczb rzeczywistych oraz dowody
twierdzen, ktére — jak pisze Dedekind — ,wyjasniaja zwiazek, jaki zachodzi
miedzy naszymi dotychczasowymi rozwazaniami a pewnymi podstawowymi
twierdzeniami analizy infinitezymalnej”.%

(Ad 5) W warstwie przedmiotowe] Stetigkeit und irrationale Zahlen wy-
rozniamy trzy obiekty: liczby wymierne, linie prosta i liczby rzeczywiste. Za-
sadnicznym celem niniejszej pracy jest opisaé liczby rzeczywiste jako przed-
miot intencjonalny charakteryzujacy sie dwustronnoscia budowy i schema-
tycznoscia.

4. Wspotczesne komentarze do Stetigkeit und irrationale Zahlen w zde-
cydowanej wiekszoéci skupiaja sie na dwoch fragmentach rozprawy: stowach
Dedekinda, ze ,liczby niewymierne sa stwarzane”’ oraz na tym, ze definicja
ciggloéci oddaje ,istote ciaglosci”®; a przy tym jedno i drugie traktowane
jest niemal literalnie.

W pracy pokazujemy, ze fakt, iz liczby niewymierne ,;sg stwarzane” wiaze
sie z konkretnym problemem matematycznym, a nie z jakims$ stanowiskiem
filozoficznym. Otéz wspomniane wyzej podwdjne przedstawienie liczb wy-
miernych sprawia, ze Dedekind nie identyfikuje utamkéw w ciele liczb rze-
czywistych z odpowiednimi przekrojami zbioru liczb wymiernych, ale przyj-
muje, ze utamki sg jedynie aspektami tych przekrojéw. Z kolei stynna zasada

6[Dedekind 1872], s. 148.
"Zob. [Dedekind 1872], s. 143.
8Zob. [Dedekind 1872], s. 141.
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cigglosci Dedekinda méwigca — w nieznacznie zmienionej postaci — ze zaden
przekréj zbioru liniowo uporzadkowanego nie wyznacza ani luki, ani skoku,
nie jest ,istota” ciaglosci juz chociazby dlatego, ze charakteryzuje tylko zbio-
ry uporzadkowane, a nie odnosi sie np. do ciagtosci funkcji, to po pierwsze,
a po drugie, nie charakteryzuje zbioru uporzadkowanego z doktadnoscia do
izomorfizmu.

Trzecim najczesciej spotykanym nieporozumieniem wystepujacym w ko-
mentarzach do Stetigkeit und irrationale Zahlen jest przeSwiadczenie, ze
w rozprawie tej Dedekind ustanawia zwiazek (bijekcje) miedzy linia prosta
a liczbami rzeczywistymi; kwestia ta wiaze sie z tak zwanym aksjomatem
Cantora-Dedekinda. W rozdziale drugim O cigglosci linii prostej pokazuje-
my, jak faktycznie we wspolczesnej geometrii przedstawiany jest ten zwigzek.
W tym celu omawiamy twierdzenie o istnieniu miary na prostej, bo wtasnie
w nim ustalana jest bijekcja miedzy linia prosta a liczbami rzeczywisty-
mi. Analizujac jego dowdd pokazujemy, ze powtarzane w komentarzach do
Stetigkeit jako wciagz aktualne przeciwstawienie arytmetyczne versus geome-
tryczne jest bezpodstawne.

5. W tym samym roku co Stetigkeit und irrationale Zahlen ukazal sie
artykut Georga Cantora Uber die Ausdehnung eines Satz aus der Theorie der
trigonometrische Reihen. Powszechnie uwaza sie, ze jest tam przedstawiona
inna niz ta przedlozona przez Dedekinda konstrukcja liczb rzeczywistych.
W rozdziale trzecim Konstrukcja Cantora omawiamy wskazana rozprawe,
pokazujemy tez, jak trudnosci zwiazane z dowodem twierdzenia o zupetnosci
liczb rzeczywistych doprowadzily do teoriomnogosciowej rekonstrukeji tego,
co dzisiaj nazywamy Cantora konstrukcja liczb rzeczywistych. Podstawowy
sens redukcji teoriomnogosciowej polega wtasnie na pokonaniu tych czysto
matematycznych przeszkod.

6. Odniesienia do filozoficznych interpretacji rozpraw Stetigkeit und ir-
rationale Zahlen oraz Uber die Ausdehnung eines Satz aus der Theorie der
trigonometrische Reihen zamieszczamy w rozdziale pierwszym i trzecim
w formie dygresji. Interpretacje te nie sa ani na tyle liczne, ani na tyle
rozbudowane, aby poswieca¢ im osobny rozdziat.

7. Zasadnicza cze$¢ pracy stanowi rozdzial czwarty O przedmiocie ma-
tematycznym. Cze$é 1. Przedstawiamy w nim kategorie ontologiczne odno-
szace sie do przedmiotu intencjonalnego oraz ich bezposrednie zastosowanie
do opisu liczb rzeczywistych. W kolejnych rozdzialach oméwione sg najwaz-
niejsze kwestie, najpierw matematyczne, a pdzniej ontologiczne, zwigzane
z przedstawionym opisem.
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8. Rozdzial piaty Niestandardowe liczby rzeczywiste zwiazany jest z war-
stwa odniesien do probleméw. Pokazujemy w nim, ze liczby rzeczywiste sa
tylko jednym z mozliwych rozwigzan problemu, przed ktérym stangl De-
dekind w Stetigkeit und irrationale Zahlen. Ot6z wyniki klasycznej analizy
matematycznej mozna zrekonstruowacé w ciele niestandardowch liczb rzeczy-
wistych, a wiec w strukturze, ktéra nie jest ciggla w sensie Dedekinda.

9. Rozdzial szésty Fudoxos versus Dedekind poswigcony jest historycz-
noéci przedmiotu matematycznego, czy méwiac technicznym jezykiem on-
tologii: pochodnosci bytowej przedmiotu intencjonalnego. Jego zasadniczym
celem jest zweryfikowanie powtarzanej przez caly wiek XX tezy o bliskim
zwigzku, czy podobienstwie konstrukcji Dedekinda i definicji proporcji
z Ksiegi V Elementow Euklidesa, tezy, ktéra doskonale ilustruja stowa Johna
Conway’a:

,Dedekind (a przed nim autor piatej ksiegi [Elementéw — P.B.] Euklidesa
— uwaza sie, ze byl to Eudoxos) skonstruowal liczby rzeczywiste z liczb
wymiernych. Konstrukcja polegala na podziale liczb wymiernych na dwa
takie zbiory L i R, ze zaden element zbioru L nie jest wiekszy od zadnego
elementu zbioru R, i na ustaleniu, ze wtedy, gdy w klasach L i R nie ma
elementéw skrajnych, to za pomoca ‘podziatu’ {L, R} definiowana jest nowa
liczba”.?

W rozdziale sz6stym pokazujemy, ze teza ta wynika stad, iz Ksiega V Ele-
mentow jest interpretowana i odczytywana przez pryzmat rozprawy Stetig-
keit und irrationale Zahlen.

10. Rozdzialy si6dmy Archimedes, Archimedes oraz ésmy Aksjomaty
poswiecone sa definicjom liczb rzeczywistych. W matematyce liczby rzeczy-
wiste sa zazwycza] definiowane jako cialo uporzadkowane w sposob ciagly.
Ujecie to pochodzi z artykutu Davida Hilberta Uber den Zahlbegriff (1900),
a uzasadniane jest twierdzeniem o kategorycznoéci aksjomatyki liczb rzeczy-
wistych: istnieje jedno, z doktadno$cia do izomorfizmu, ciato uporzadkowane
w sposob ciagly. Obok tego sa jednak twierdzenia, ktére pozwalaja zdefi-
niowaé¢ liczby rzeczywiste jako szczegblne cialo unormowane (twierdzenie
Ostrowskiego), lub szczegdlne cialo topologiczne (twierdzenie Pontriagina).

W rozdziale Aksjomaty omawiamy wspomniany artykut Hilberta i czwar-
ty rozdzial ksigzki Lwa Pontriagina Grupy topologiczne poswiecony cialom
topologicznym. Ujecia liczb rzeczywistych zwigzane z tymi tekstami — tj.
liczby rzeczywiste rozumiane jako szczegélne cialo uporzadkowane i liczby

9[Conway 2001], s. 3.
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rzeczywiste rozumiane jako szczegdlne ciato topologiczne — mozna uznaé za
ujecia aksjomatyczne, ale takie, ktore odnoszg sie do réznych partii Stetig-
keit und irrationale Zahlen i w ktorych aksjomatycznie sg charakteryzowane
rozne pojecia. Otdéz pojecie ciata uporzadkowanego wyrdznia w Stetigkeit
dowodd twierdzenia o cigglosci liczb rzeczywistych i pozwala wypelni¢ lu-
ki wystepujace w warstwie dedukcyjnej rozprawy. Aksjomaty operacji do-
mkniecia, ktére sg dla Pontriagina aksjomatycznym opisem pojecia granicy,
pozwalaja potaczyé dwa rozumienia ciagltodci wystepujace w Stetigkeit, mia-
nowicie ciggloéé¢ porzadku i ciagtosé funkcji.

11. W ostatnim rozdziale pracy pokazujemy ograniczenia ontologii In-
gardena oraz przedstawiamy taka jej modyfikacje, w ktérej mozemy mowié
o miejscach niedookreslenia przedmiotu matematycznego. Rzecz dotyczy po-
jecia wlasnosci. W ontologii Ingardena wlasnosé, via pojecie konkretyzacji,
zwigzana jest ze sfera czystych jakosci idealnych. Takiej koncepcji nie spo-
sob jednak odnies¢ do przedmiotu matematycznego, bo o jakich czystych
jakosciach idealnych mozna moéwi¢ w zwiazku z liczbami rzeczywistymi?
Dlatego, aby by¢ jak najblizej praktyki matematycznej, przyjmujemy, ze
o przedmiocie matematycznym mozna orzekaé, to co jest orzekane w teo-
riach matematycznych. Proponowane rozwigzanie wiazemy z interpretacja
wprost wypowiedzianej przez Ingardena tezy, ze w sferze przedmiotéw inten-
cjonalnych nie obowiazuje ontologiczna zasada wylaczonego érodka. Dzieki
modyfikacji pojecia wlasnosci, zdania niezalezne teorii mnogosci, takie jak
hipoteza kontinuum i hipoteza Suslina mozemy interpretowaé jako miej-
sca niedookredlenia liczb rzeczywistych. Kwestie te sa opisane w rozdziale
O przedmiocie matematycznym. Czesé II i zamykaja uzasadnienie tezy, ze
liczby rzeczywiste sa przedmiotem intencjonalnym.
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Podstawowe fakty i definicje

W pracach matematycznych terminologia zwigzana z ciagtoscia porzad-
ku nie jest jeszcze jednolita, dlatego, aby uniknaé¢ nieporozumien, ustalimy
nazewnictwo.

Przyjmujemy, ze N oznacza zbiér liczb naturalnych, Z — zbiér liczb
catkowitych, Q — zbiér liczb wymiernych, R — zbiér liczb rzeczywistych,
C — zbidr liczb zespolonych. Przyjmujemy, ze cialo algebraiczne liczb wy-
miernych (Q, +,+,0,1) oznaczamy jako Q, cialo algebraiczne liczb rzeczywi-
stych (R,+,-,0,1) oznaczamy jako R, cialo algebraiczne liczb zespolonych
(C,+,-,0,1) oznaczamy jako C. Przyjmujemy, ze cialo uporzadkowane liczb
wymiernych (Q,+,-,0,1, <) oznaczamy jako 9, cialo uporzadkowane liczb
rzeczywistych (R, +,-,0,1, <) oznaczamy jako R. Przyjete oznaczenia be-
dziemy stosowali w calej pracy.

1. Niech (X, <) oznacza zbiér liniowo uporzadkowany. Niech A C X,
A # 0. Element a € X nazywamy kresem gérnym zbioru A, gdy speinia
warunek

(Vy € Aly < a]) AVz e X[Vy € Aly < z] — a < z].
Kres gérny zbioru A, o ile istnieje, jest doktadnie jeden i jest oznaczany jako

sup A.
Element a € X nazywamy kresem dolnym zbioru A, gdy spetnia warunek

(Vy € Ala < y]) AVz € X[Vy € Alz < y] — = < a.

Kres dolny zbioru A, o ile istnieje, jest dokladnie jeden i jest oznaczany jako
inf A.

Zbiory liniowo uporzadkowane (X1, <), (X2, <2) nazywamy izomorficz-
nymi, gdy istnieje taka bijekcja f : X1 — Xo, ze

Va,y € Xqlz <1y < f(z) <2 f(y)].
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2. Porzadek < w zbiorze (X, <) nazywamy gestym, gdy
Ve,y e XFZze X[z<y—z<z<yl

Pare uporzadkowana (A, B) nazywamy przekrojem zbioru (X, <), gdy
A,B+#0, AUB = X oraz

Va € AVy € Blx < y|;

zbiér A nazywamy klasa dolna, zbiér B — klasa gorna przekroju (A, B).
Mozliwe sa cztery rodzaje przekrojéw; przekréj (A, B) moze byé taki,

ze

1

(1) w A istnieje element najwiekszy i w B istnieje element najmniejszy,
(2) w A istnieje element najwiekszy i w B nie istnieje element najmniejszy,
(3)
(4)

3
4) w A nie istnieje element najwiekszy i w B nie istnieje element najmniej-
SZy.

Moéwimy, ze przekrdj (A, B) wyznacza skok, gdy jest pierwszego rodzaju,
tj.

w A nie istnieje element najwiekszy i w B istnieje element najmniejszy,

(Jz € AVy € Aly < z]) A (3x € BYy € Blz < y]).

Porzadek < nazywamy dyskretnym, gdy kazdy przekrdj zbioru (X, <)
wyznacza skok.

Wiasno$¢ ,zaden przekrdj zbioru (X, <) nie wyznacza skoku” jest réw-
nowazna gestosci porzadku.

2.1. Zbiér (X, <) nazywamy dobrze uporzadkowanym, gdy w kazdym
niepustym podzbiorze Y C X istnieje element najmniejszy.

Naturalny porzadek zbioru liczb catkowitych (Z, <yz) jest dyskretny i nie
jest dobrym porzadkiem. Porzadek liczby porzadkowej von Neumanna w4+ 1
jest dobrym porzadkiem i nie jest dyskretny.!

3. Méwimy, ze przekrdj (A, B) wyznacza luke, gdy jest czwartego rodza-
ju, tj.

(Ve e AJy € Alx <y]) A (Vz € B3y € Bly < z]).

Zaden przekréj zbioru liczb naturalnych z naturalnym porzadkiem
(N, <x) nie wyznacza luki, a jednoczesnie istnieje taki przekréj, ktéry wy-
znacza skok, w istocie kazdy przekrdj zbioru (N, <y ) wyznacza skok.

7 drugiej strony, zaden przekrdj zbioru liczb wymiernych z naturalnym
porzadkiem (Q, <g) nie wyznacza skoku, a jednoczednie przekréj (4, B),
gdzie A= Q\B, B = {q € Q4 : 2 <¢ ¢*}, wyznacza luke.

!Liczby porzadkowe von Neumanna sa zdefiniowane w [Kuratowski, Mostowski 1978],
rozdz. VII, §9.
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3.1. Wlasno$¢ ,zaden przekréj zbioru (X, <) nie wyznacza luki” jest row-
nowazna zasadzie supremum: kazdy niepusty i ograniczony z géry podzbiér
Y zbioru X posiada w X kres gérny.

Istotnie, niech para (A, B) bedzie przekrojem zbioru (X, <). Wéwczas
zbiér A, jako ze jest ograniczony z goéry, posiada kres gérny a = sup A.
Mozna pokazaé, ze a jest albo najwiekszym elementem w klasie dolnej, albo
najmniejszym elementem w klasie gorne;j.

7 drugiej strony, gdy Y C X jest zbiorem niepustym i ograniczonym
z gory, to para (A, B), gdzie

A={reX:qyeYxz<y]}, B=X\A,

jest przekrojem zbioru (X, <). Z tego, ze przekrdj (A, B) nie wyznacza luki
wynika, ze zachodzi jeden z warunkéw: (1) w zbiorze A istnieje element
najwiekszy 1 w zbiorze B nie istnieje element najmniejszy, (2) w zbiorze A
nie istnieje element najwiekszy i w zbiorze B istnieje element najmniejszy,
(3) w zbiorze A istnieje element najwigkszy i w zbiorze B istnieje element
najmniejszy. W kazdym z tych przypadkéw istnieje supremum zbioru A.2

3.2. Podobnie jak wyzej mozna pokazaé, ze wlasnoéé¢ ,zaden przekrdj
zbioru (X, <) nie wyznacza luki” jest réwnowazna zasadzie infimum: kazdy
niepusty i ograniczony z dotu podzbiér Y zbioru X posiada w X kres dolny.

Zauwazmy, ze w zbiorze (N, <) spelniona jest zasada supremum, a za-
sada infimum to po prostu zasada indukcji: w kazdym niepustym podzbiorze
A C N istnieje element najmniejszy.

4. Méwimy, ze porzadek < zbioru X jest ciagly w sensie Dedekinda,
gdy jest on gesty i zaden przekrdj zbioru (X, <) nie wyznacza luki. Ciaglosé
w sensie Dedekinda oznaczamy skrétem (DC).

Ciaglos¢ w sensie Dedekinda jest réwnowazna warunkowi: zaden przekroj
zbioru (X, <) nie wyznacza luki i zaden przekrdj zbioru (X, <) nie wyznacza
skoku.

4.1. W zbiorze liniowo uporzadkowanym (X, <) wprowadza si¢ topo-
logie porzadkowa 7.: baze topologii stanowia przedzialy otwarte (a,b) =
{r € X :a <z < b}, gdzie a,b € X. Pokazuje sie, ze przestrzen topolo-
giczna (X, 7<) jest spéjna wtedy i tylko wtedy, gdy porzadek < jest ciagly
w sensie Dedekinda.?

2Wtasnoéé ,zaden przekréj zbioru (X, <) nie wyznacza luki” jest czasami nazywana
zupelnoscia w sensie Dedekinda; zob. [Cichoni et al. 1995], s. 142, [Schechter 1997], s. 87.

3Zob. [Mioduszewski 2003], s. 17-18. W dalszym ciggu méwiac o przedziale zbioru
uporzadkowanego (X, <) bedziemy zawsze mieli na uwadze niepusty przedzial.
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5. Zbiér Y C X nazywamy gestym w X, gdy
Ve,ze XyeYr<z—orz<y<z.

Zbiér uporzadkowany (X, <) nazywamy przestrzenia osrodkowa, gdy ist-
nieje taki przeliczalny zbior Y, ktory jest gesty w X; zbiér Y nazywamy
woéwczas osrodkiem.

Jezeli (X, <) jest przestrzenia osrodkowa, to porzadek < jest gesty.

Gdy (X,<) jest przestrzenia osrodkowa, a porzadek < jest ciagly
w sensie Dedekinda, to porzadek < nazywamy cigglym.

Przyklady. (1) O$ liczb rzeczywistych (R, <g), tj. zbiér liczb rzeczywi-
stych z naturalnym porzadkiem;* oérodkiem jest zbiér Q, ale obok tego moz-
na wskaza¢ wiele innych osrodkéw. (2) Przedzial domkniety liczb rzeczywi-
stych [0, 1] z naturalnym porzadkiem < pg; porzadek <pg musi byé oczywiscie
zawezony do przedziatu [0, 1]; dalej, gdy z kontekstu jednoznacznie wynika,
o jaki porzadek chodzi, nie bedziemy powtarzaé zastrzezenia o zawezeniu
porzadku.

5.1. Gdy (X, <) jest uporzadkowany w sposéb ciagly, a ponadto w zbio-
rze X nie ma ani elementu najmniejszego, ani elementu najwiekszego, to
porzadek < jest nazywany porzadkiem typu A. Kazde dwa zbiory typu A sa
izomorficzne.?

5.2. Pokazemy, ze ciaglo$¢ w sensie Dedekinda oraz osrodkowos¢ porzad-
ku sa wilasnosciami niezaleznymi.

Zbior (Q, <q) jest przestrzenig osrodkowa i nie jest ciagly w sensie De-
dekinda.

Zdefiniujemy teraz taki zbiér (X, <), ze porzadek < jest ciagly w sen-
sie Dedekinda, a przestrzen (X, <) nie jest oSrodkowa. Przyjmijmy X =
(0,1) x [0,1], gdzie (0,1) i [0,1] sa przedzialami liczb rzeczywistych. W X
definiujemy porzadek:

(x1,91) < (22,92) g 1 <R 22V (T1 =22 Ay1 <R ¥2).

FLatwo zobaczy¢, ze zdefiniowany porzadek jest gesty. Pokazemy, ze zaden
przekréj zbioru (X, <) nie wyznacza luki.
Niech (A, B) bedzie przekrojem zbioru (X, <). Przyjmijmy

A, ={2€(0,1): Fy € [0,1][(z,y) € A]}.

AW rozdziale Archimedes, Archimedes, pkt. 4-7 wyjasniamy, co to znaczy, z matema-
tycznego punktu widzenia, ze porzadek jest ,naturalny”.

5Zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. VI, §3, tw. 4. Twierdzenie to pochodzi od
Georga Cantora; zob. [Cantor 1895].
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Zbioér A, jest niepusty, bo A # (), i ograniczony z géry, bo B # (). Niech
xo = supA,. Nastepnie przyjmujemy

By ={z€[0,1] : (z0,2) € B}.
Definiujemy element g jak nastepuje

_ | sup By, gdy By # 0
7Y 0, gdy B, =0.

Mozna pokazaé, ze element (zg, yo) jest albo najwiekszy w klasie A, albo
najmniejszy w klasie B.6

Przypusémy teraz, ze (X, <) jest przestrzenia osrodkowa i niech zbiér YV
bedzie osrodkiem. Podobnie jak wyzej definiujemy

Y,={2€(0,1):3y€[0,1] : (z,y) € Y}.

Zbiér Y, jest co najwyzej przeliczalny, niech zatem xg bedzie dowolnym
elementem zbioru (0, 1)\ Y,. Zachodzi {zo} x [0,1]NY = 0, stad zas wynika,
ze

—3(z,y) € Y[(x0,0) < (z,y) < (z0,1)].

Pokazemy jeszcze, ze wyzej zdefiniowany zbiér (X, <) oraz (R, <pg) nie
sg zbiorami izomorficznymi. Przypusémy bowiem, ze istnieje izomorfizm

f:R— X.

Zbiér f(Q) nie jest osrodkiem w przestrzeni (X, <), istnieja zatem takie dwa
punkty =,y € R, gdzie x <p y, ze dla kazdego g € Q jest

(f(@) < fz) < f(y)) v (f(x) < f(y) < f9))-

Jednoczesnie, na podstawie gestosci Q w (R, <pr) dla pewnego ¢ zachodzi
x <p q <R Y, co oznacza, ze f(z) < f(q) < f(y). Sprzecznos¢.

6Zob. [Huntington 1905], [Veblen 1905].



Richard Dedekind
Stetigkeit und irrationale Zahlen, 1872

6. W Przedmowie jasno jest wyznaczony cel rozprawy:

znalez¢ czysto arytmetyczne i w pelni Sciste ugruntowanie zasad analizy

infinitezymalnej”.”

Na czym polega problem?

»,MoOwi sie czesto, ze rachunek rézniczkowy zajmuje sie wielko$ciami ciagly-
mi, nigdzie jednak nie podaje si¢ zadnego wyjasnienia tej cigglosci, co wiecej,
nawet w najscislejszych wyktadach tego rachunku dowody bazuja nie na cig-
glosci, ale odwoluja sie albo do pewnych mniej czy bardziej geometrycznych,

czy przez geometrie podsuwanych wyobrazen, albo tez do pewnych twier-

dzen, ktére nigdy nie zostaty dowiedzione w sposob czysto arytmetyczny”.®

Jaka droge obiera Dedekind? Twierdzenie

kazda wielkos$é, ktéra rosnie stale ale nie w sposéb nieograniczony, musi

dazy¢ do pewnej wartosci granicznej [...] moze by¢ w pewnym sensie trak-

towane jako wystarczajacy fundament analizy infinitezymalnej”.?

W ostatnim paragrafie Dedekind podaje ,czysto arytmetyczny” dowod
tego twierdzenia.

"[Dedekind 1872], s. 136.

8[Dedekind 1872], s. 136. Por. ,Podstawowym celem, jaki [Dedekind — P.B] postawil
sobie w Stetigkeit und irrationale Zahlen byto zastapienie niezdefiniowanych pojeé (mniej
lub bardziej geometrycznych) i opartych na nich tak zwanych intuicyjnych uzasadnien,
dowodami wyprowadzonymi z jasno sformutowanych definicji. Szukat on przede wszyst-
kim takich definicji, z ktérych mozna wyprowadzi¢ podstawowe twierdzenia o istnieniu
granic. W tym celu potrzebowal zdefiniowaé system w pewnym sensie zupelny, czy tez
ciagly” [Bunn 2000], s. 222. Ot6z, po pierwsze, méwiagc o ,ugruntowaniu zasad analizy
infinitezymalnej” Dedekind bynajmniej nie wymienia pojecia granicy, po drugie, Bunn
przyjmuje — btednie — ze w owym czasie pojecie granicy byto juz jasno okreglone; zob.
nizej pkt. 17.

9[Dedekind 1872], s. 136-137.
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7. Pierwszy paragraf rozprawy jest zatytutowany Wliasnosci liczb wy-
miernych. Tytulowe wlasnosci podzielone sa na dwie grupy: zwiazane
z dzialaniami i zwigzane z porzadkiem.

O dziataniach w zbiorze liczb wymiernych Dedekind pisze niewiele, jedna
kwestie uznal natomiast za warta wyszczegdlnienia:

L,oystem ten, ktéry oznaczaé bede przez R, charakteryzuje sie przede wszyst-
kim pewna zupelnosciag i zamknietoscia |...], ktore polegaja na tym, ze
cztery podstawowe operacje sa zawsze wykonalne na dwu indywiduach z R,
tzn. wynik jest zawsze pewnym okreslonym indywiduum z R, jesli tylko
wykluczy¢ jedyny przypadek dzielenia przez zero”,'°
co oznacza, ze dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie sa dzialaniami
wewnetrznymi. !t

7 paragrafu szostego Dzialania na liczbach rzeczywistych wiadomo po-
nadto, ze dodawanie i mnozenie liczb wymiernych sg przemienne oraz, ze
mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

7.1. O porzadku liczb wymiernych czytamy:

»Dla naszych dalszych celow wazniejsza jest jednak inna wlasnosé systemu
R, ktéra mozna wyrazi¢ mowiac, ze system R jest dziedzing jednowymiaro-
wa dobrze uporzadkowana, nieskoriczong w dwu przeciwnych kierunkach. Co
nalezy pod tym rozumieé¢ wskazuje wyraznie wybér wyrazen zapozyczonych
z pewnych wyobrazen geometrycznych; tym bardziej konieczne jest wiec
podkreslenie odpowiednich czysto arytmetycznych wtasnosci, takze po to,
by sie nie wydawalo, ze arytmetyka potrzebuje takich obcych sobie wyobra-

sen” '12

Dalej przedstawione sa ,,czysto arytmetyczne wtasnosci” porzadku.

(i) ,,R6Znosé dwoch liczb wymiernych objawia sie w tym, ze réznica a — b
ma albo warto$¢ dodatnig, albo ujemna. W pierwszym przypadku liczbe
a nazywamy wieksza od b, b mniejsza niz a, co wyraza si¢ tez za pomo-
ca symboli a > b, b < a. Poniewaz w drugim przypadku b — a ma war-
tos¢ dodatnia, wiec b > a, a < b. Ze wzgledu na te podwdjnag mozliwosé

w przypadku réznoéci liczb zachodza teraz nastepujace prawa”.!3

'9[Dedekind 1872], s. 138.

"Dedekind jako pierwszy w historii zwrécit uwage na wewnetrznosé dziatan i uznal to
za ceche charakterystyczna ciala liczbowego; zob. [Dedekind 1964], s. 2.

2[Dedekind 1872], s. 138.

13[Dedekind 1872], s. 138.
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Owe ,prawa” to trzy wlasnoéci oznaczone rzymskimi cyframi I, IT, III.
Dwie pierwsze

sJezelia >bib>c, toa>c";H

wJezeli a, ¢ sa dwoma réznymi liczbami, to zawsze istnieje nieskonczenie
5 15

wiele réznych liczb b, ktére leza miedzy a, ¢”,
mozemy zapisaé krotko:
(ii)) (a>0b, b>c)—a>c,
(iii) a > ¢ — Jbla > b > .
Opis kolejnej wlasnosci przytoczymy in extenso:

(iv) ,Jezeli a jest pewna okre$lona liczba, to wszystkie liczby systemu R
rozpadaja sie na dwie klasy Aj i Ao, z ktérych kazda zawiera nieskonczenie
wiele elementow. Pierwsza klasa A; zawiera wszystkie liczby a1, ktore sa
< a, druga klasa Ay wszystkie liczby as, ktére sa > a. Sama liczba a moze
by¢ zaliczona albo do pierwszej, albo do drugiej klasy i jest ona wtedy od-
powiednio najwieksza liczbg pierwszej lub najmniejsza liczba drugiej klasy.
W kazdym z przypadkéw rozklad systemu R na dwie klasy Ap, Ao jest tego
rodzaju, ze kazda liczba pierwszej klasy A; jest mniejsza od kazdej liczby
drugiej klasy Ay”.16

7.2. Tak wiec w Stetigkeit ani liczby wymierne, ani ich porzadek nie sa
definiowane — jest przyjete, ze liczby wymierne sa uporzadkowane i podana
jest charakterystyka tego porzadku.

Warunek (i)

a>be—a—b>0

w zadnej mierze nie jest definicja. Na podstawie réwnowaznosci
(a>b—a—-b>0)—(a>b—a+c>b+c),

ktoéra zachodzi przy zatozeniu, ze porzadek < jest liniowy, oznacza on zgod-
noéé¢ porzadku z dodawaniem.!”

14[Dedekind 1872], s. 139. Warto przytoczy¢ tez nastepne zdanie: ,Za kazdym razem,
gdy a, ¢ sa dwoma réznymi (czy nieréwnymi) liczbami i gdy b jest wigksze niz jedna
z nich i mniejsze niz druga, to wyrazac¢ bedziemy to krétko, bez leku przed podobienstwem
z wyobrazeniami geometrycznymi, méwiac, ze b lezy pomiedzy dwoma liczbami a i ¢”
[Dedekind 1872], s. 139.

5[Dedekind 1872], s. 139.

S[Dedekind 1872], s. 139.

YW innym miejscu zgodnosé porzadku liczb wymiernych z dodawaniem jest wprost
stosowana: ,mamy a1 < a, b1 < B 1istad a1 + b1 < a+ B [Dedekind 1872], s. 146.
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Dlaczego warunek ten nie zostal wyrézniony tak, jak trzy pozostale i nie
zostal uznany za ,prawo”?

W nastepnym paragrafie przeprowadzona jest analogia miedzy linia pro-
sta a liczbami wymiernymi. Jest ona — jak zobaczymy — po pierwsze, ogra-
niczona do uporzadkowania elementéw, a po drugie, porzadki te sa podobne
tylko ze wzgledu na wtasnosci oznaczone cyframi I, 11, III.

Wiasnosci (ii) i (iii) sa oczywiste.

Warunek (iv) to osobliwy wyraz spdjnosci porzadku (przechodniego
i antysymetrycznego):

(iv) < Va,bla # b — (a < bV a > b)].18

Przy okazji jednak Dedekind wprowadza pojecie pozwalajace mu wyrazié
nie tylko sp6jnosé, ale i ciagtosé porzadku.

W punkcie (iv) jest tez powiedziane, ze nie ma ani najwiekszej, ani naj-
mniejszej liczby wymierne;j.

7.3. W paragrafie czwartym Utworzenie liczb niewymiernych Dedekind
wykazuje, ze ,istnieje nieskonczenie wiele przekrojéw, ktore nie sa wyznaczo-
ne przez liczby wymierne”. Wéwczas to implicite przyjmuje kolejne wlasno-
éci: (v) aksjomat Archimedesa,'® (vi) liczby catkowite dodatnie spetniaja
aksjomat indukeji,?° (vii) zgodno$é porzadku z mnozeniem.?! Doktadniej,
zakladajac np. zgodno$é porzadku z mnozeniem mozna udowodnié¢ to, co
Dedekind uznaje za oczywiste, mianowicie: a®> < b*> — a < b, dla a,b > 0.

7.4. Jest w Stetigkeit jedno miejsce, ktore pozwala wnosié, ze liczba wy-
mierna jest ilorazem liczb catkowitych:

¥Pomijamy tu aspekt, ze ,kazda klasa zawiera nieskoniczenie wiele elementéw”.

1970b. ,Niech D bedzie liczba catkowita dodatnia, ale niech nie bedzie kwadratem
zadnej liczby catkowitej. Wtedy istnieje liczba catkowita dodatnia A\ taka, ze zachodzi
A < D < (A4 1)* [Dedekind 1872], s. 142.

2070b. ,Gdyby istniata liczba wymierna, ktérej kwadrat = D, to istnialaby tez dwie
liczby catkowite t,u, ktére spelnialyby réwnanie t> — Du? = 0, i mozna przyjaé, ze
u jest najmniejsza dodatnia liczba catkowita, ktéra posiada te wlasnosé, ze jej kwadrat
pomnozony prze D staje sie kwadratem pewnej liczby calkowitej ¢’ [Dedekind 1872],
s. 142.

2170b. ,Zaliczmy teraz do drugiej klasy As wszystkie liczby wymierne dodatnie as,
ktorych kwadrat > D, a do pierwszej klasy A; wszystkie pozostate liczby wymierne a;.
Podzial ten tworzy przekrdj (A1, A2), tzn. kazda liczba a1 jest mniejsza od kazdej liczby
a2” [Dedekind 1872], s. 142, tj. a®> < b* — a < b, dla a,b > 0.
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,Gdyby istniata liczba wymierna, ktorej kwadrat = D, to istnialyby tez
dwie liczby calkowite, ¢, u, ktore spelnialyby réwnanie

t2 _ Du2 -0 » 22

Ostatecznie, na podstawie tego, co w Stetigkeit und irrationale Zahlen
powiedziane jest wprost lub implicte mozna uznaé, ze liczby wymierne to
cialo proste speliajace warunki (i)-(vii).?? Stad oczywicie jeszcze daleko
do pojmowania liczb wymiernych w sposéb, jaki znajdujemy w teorii mno-
gosci, tj. jako klasy abstrakcji pewnej relacji okre$lonej na zbiorze par liczb
calkowitych.?*

7.5. W Stetigkeit und irrationale Zahlen zbioér liczb wymiernych ozna-
czony jest litera R, a liczb rzeczywistych — duza gotycka litera R. Dlatego
w niniejszym rozdziale, symbol R bedzie oznaczal takze zbidr liczb rzeczywi-
stych, a nie tak jak w pozostalych czesciach pracy ciato uporzadkowane liczb
rzeczywistych. Aby uniknaé nieporozumien bedziemy wyraZnie zaznaczy¢,
czy chodzi o zbiér, czy o ciato liczb rzeczywistych. Majac natomiast na uwa-
dze wspdlczesna konstrukcje liczb rzeczywistych, zbiory liczb wymiernych
i rzeczywistych bedziemy oznaczaé¢ tak, jak to juz wczesniej ustaliliSmy, tj.
jako Qi R.

8. W paragrafie drugim Poréwnanie liczb wymiernych z punktami prostej
Dedekind ujawnia wspomniang juz analogie miedzy liczbami wymiernymi
a linia prosta:

*?[Dedekind 1872], s. 142.

ZPhilip Kitcher w ksigzce The Nature of Mathematical Knowlegde, podsumowujac
omowienie Stetigkeit und irrationale Zahlen pisze: ,Terminologia przyjeta przez Dedekin-
da zawierala nie tylko pojecia czysto arytmetyczne, ale takze wyrazenia z jezyka teorii
mnogosci. Te odniesienia zrodzily wsréd matematykéw nowe pytania. Czy mozna ustalié
wprost zasady dotyczace istnienia zbioréw, ktére nie wprost sa zakladane w rozumowa-
niach Dedekinda? Historia préb odpowiedzi na to pytanie jest dobrze znana” [Kitcher
1984], s. 267-268. Otdz, po pierwsze, Kitcher nie wskazal zadnych faktéw potwierdzaja-
cych sugestie, ze ,te odniesienia zrodzily wsréd matematykéw nowe pytania”. W mate-
matyce, w kontekscie konstrukcji Dedekinda, po dzien dzisiejszy w ogdle nie sa stawiane
kwestie teoriomnogosciowe. Po drugie, i to jest wazniejsze, Kitcher przyjmuje okreslenie
»Cczysto arytmetyczne” bez zadnej analizy, chociaz w Stetigmeit wystepuje ono w opo-
zycji arytmetyczne—geometryczne. Jednym z kluczowych poje¢ rozprawy Dedekinda jest
pojecie porzadku, ktére obecnie znajdujemy i w podstawach geometrii, i w arytmetyce
liczb rzeczywistych. Nie sposéb zatem uznaé, ze pojecie to jest ,czysto” arytmetyczne lub
»,CZysto” geometryczne.

2470b. [Rasiowa 1979], rozdz. VII, §3.
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»Wyszczegblnione przed chwilg wlasnodci liczb wymiernych przypominaja
zwiazki wzajemnego polozenia, jakie majg miejsce miedzy punktami prostej
L? ‘25

Rzecz sprowadza sie do uporzadkowania z jednej strony punktow, z dru-
giej — liczb, mianowicie porzadek <p ma by¢ przechodni, gesty i spojny;
wlasnosci te sg oznaczone cyframi rzymskimi I, II, III, przy czym spdéjnoéé
Dedekind znéw wyraza za pomoca przekroju:

»Jezeli p jest okreslonym punktem L, to wszystkie punkty L rozpadaja sie na
dwie klasy P, P, z ktérych kazda zawiera nieskonczenie wiele indywidudw;
pierwsza klasa P, zawiera wszystkie punkty p;, ktore leza na lewo od p,
a druga klasa P, zawiera wszystkie punkty po, ktore leza na prawo od p;
sam punkt p moze by¢ zaliczony albo do P, albo do P,. W kazdym razie
rozklad punktéw prostej na dwie klasy lub czesci P, P» jest zawsze tego
rodzaju, ze kazdy punkt klasy P; lezy na lewo od kazdego punktu klasy
P2n‘26

8.1. W kolejnym akapicie opisane jest odwzorowanie przyporzadkowujace
liczbom wymiernym punkty prostej

o:Rw— L.

,Ta analogia pomiedzy liczbami wymiernymi i punktami prostej staje sie,
jak wiadomo, rzeczywistym zwigzkiem, gdy wybierzemy na prostej pewien
okreslony punkt poczatkowy lub zerowy o i pewna okreslona jednostke dtu-
gos$ci do mierzenia odcinkéw. Za pomoca tej ostatniej mozna dla kazdej
liczby wymiernej a skonstruowaé¢ odpowiadajaca jej dlugosé; jezeli dtugosé
te umiescimy z prawej lub lewej strony punktu o zaleznie od tego, czy a jest
dodatnie czy ujemne, to otrzymamy okreslony punkt koncowy p, ktéry moze
by¢ okreslony jako odpowiadajacy liczbie a; liczbie wymiernej 0 odpowiada
punkt o. W ten sposéb kazdej liczbie wymiernej a, tj. kazdemu indywiduum
z R, odpowiada jeden i tylko jeden punkt p, tzn. indywiduum z L. Jezeli
dwom liczbom a, b odpowiadaja punkty odpowiednio p, q i jezeli a > b, to p
lezy na prawo od ¢. Prawom I, II, III poprzedniego paragrafu odpowiadaja

w pelni prawa I, II, III tego paragrafu”.27

8.2. Rozumowanie to, zwtaszcza zdania:

,»&dy wybierzemy na prostej pewien okredlony punkt poczatkowy lub zerowy
o i pewna okreslong jednostke dlugosci do mierzenia odcinkéw. Za pomoca
#5Dedekind 1872], s. 139.

?6|Dedekind 1872], s. 139.
*"[Dedekind 1872], s. 139-140.
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tej ostatniej mozna dla kazdej liczby wymiernej a skonstruowaé¢ odpowiada-
jaca jej dlugosé”,

nawiazuje wprost do Fuklidesa. Rozszyfrowujac je, zacznijmy od przytocze-
nia pierwszych definicji z Ksiegi X Elementow:

,Those magnitudes are said to be commensurable which are measured by the
same measure, and those incommensurable which cannot have any common
measure” .28

,With these hypotheses, it is proved that there exist straight lines infinite
in multitude which are commensurable and incommensurable respectively
[...] with an assigned straight line. Let then the assigned straight line be
called rational, and those straight lines which are commensurable with it,
[...], rational, but those which are incommensurable with it irrational”.??

W pierwszym przyblizeniu mozna je tak objasni¢.?*  Magnitude” to

wielko$¢ geometryczna. ,,Straight line” to odcinek. Odcinek jest szczegdlna
wielkoscig geometryczna.

Dwa odcinki A, B sg wspolmierne, jezeli istnieje odcinek C oraz dwie
takie liczby naturalne n, m, ze zachodzi A = mC, B = nC.

»,The assigned straight line” to ustalony odcinek, ktéry na mocy defi-
nicji nazywany jest wymiernym. Odcinki wspétmierne z nim nazywane sa
wymiernymi.

Wystepujaca w cytowanym fragmencie Stetigkeit ,,dlugo$é”, to nie diu-
go$¢ odcinka w dzisiejszym rozumieniu, tj. pewna liczba rzeczywista, a po
prostu sam odcinek; ,okreslona jednostka dtugosci”, to 6w wyrdzniony od-
cinek wymierny FElementow — oznaczmy go literg I — czyli to, co zwykle
nazywa si¢ odcinkiem jednostkowym.

Kluczowe dla przedstawionego wywodu jest zdanie:

,Za pomoca tej ostatniej mozna dla kazdej liczby wymiernej a skonstruowaé
odpowiadajaca jej dtugosé”.

28[Euklides], Ksiega X, def. 1; ,Wspolmiernymi nazywamy te wielkosci, ktore sa mie-
rzone wspélng miara, a niewspotmiernymi te, ktére nie moga mieé¢ zadnej wspo6lnej miary”.

*[Euklides], Ksiega X, def. 3; ,Przy tym zalozeniu pokazuje sig, ze istnieje nieskor-
czenie wiele linii prostych, ktére sa wspoétmierne i odpowiednio niewspotmierne z pewna
ustalong linig [...]. Te ustalong linie nazwijmy wymierna, a linie proste, ktére sa z nia
wspOtmierne [...] wymiernymi, te za$, ktére sg z nig niewspdtmierne — niewymiernymi”.

30Szerzej piszemy o tym w rozdziale Eudozos versus Dedekind. Przyjete tu uproszczenie
polega na tym, ze w Elementach definiowane sa dwa rodzaje wymiernosci: ,rational in
length” oraz ,rational in square”. To drugie jest najwyrazniej zaliczone przez Dedekinda
do przypadku ,incommensurable”.
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Tak wiec, gdy dany jest odcinek jednostkowy I, za$ liczba a jest postaci

7, to na podstawie twierdzenia VI.9:

,From a given straight line to cut off a prescribed part” 3!
mozna skonstruowaé odcinek %I , a nastepnie, biorac jego m-krotnosé, od-
cinek “*I. Wobec powyzszego, wartosciami funkcji ¢ sa ,,punkty koficowe”
odcinkéw I odktadanych ,z prawej lub lewej strony punktu o zaleznie od
tego, czy a jest dodatnie, czy ujemne”.

Do tego nalezy jednak doda¢, ze w Elementach twierdzenie V1.9 oparte
jest na twierdzeniu VI.2 (zwanym twierdzeniem Talesa):

LIf a straight line be drawn parallel to one of the sides of a triangle, it will
cut the sides of the triangle proportionally; and, if the sides of the triangle

be cut proportionally, the line joining the points of section will be parallel

to the remaining side of the triangle”.3?

7 kolei w dowodzie twierdzenia V1.2 wykorzystywany jest pewnik Eukli-
desa o prostych réwnoleglych.?? Tak wiec w tej czesci rozumowanie Dede-
kinda bynajmniej nie jest ,czysto arytmetyczne”.

8.3. Charakterystyka liczb wymiernych jest w Stetigkeit jednoznaczna.
Prosta L mozna natomiast rozumie¢ na dwa sposoby: albo sens tego poje-
cia jest wyznaczony przez Elementy, albo Dedekind nadaje mu jakie$ nowe
znaczenie.

W pierwszym przypadku nie wiemy, ktére aksjomaty, postulaty, definicje
i twierdzenia Elementow naleza do charakterystyki prostej. W szczegdlnosci
nie wiemy, czy dla ustalenia zwiazku miedzy liczbami wymiernymi a prosta,
istotne sg zaleznosci zachodzace na plaszczyznie, w przestrzeni, czy rzeczy-

3![Elementy], Ksigga VI, tw. 9, ,Z danego odcinka odciaé wyznaczona czeéé”;
»Z danej linii prostey odciaé¢ czeéé zadana’ [Czech 1817], s. 193.

32[Euklides], Ksiega VI, tw. 2, ,Gdy linia prosta poprowadzona jest rownolegle do
jednego z bokéw tréjkata, to przetnie boki tego trdjkata proporcjonalnie. Gdy boki troj-
kata sa przeciete proporcjonalnie, to linia taczaca punkty przeciecia jest réwnolegta do
pozostatego boku tréjkata”; ,Jezeli w troykacie poprowadzona bedzie linia prosta réwno-
legta do iednego z bokdéw iego, ta przetnie pozostate boki troykata, lub boki przedtuzone,
proporcjonalnie. I jezeli boki troykata, lub boki przedtuzone przecigte sa proporcjonalnie,
linia prosta taczaca punkta przecieé¢, bedzie do pozostalego boku troykata réwnolegta”
[Czech 1817], s. 181.

33Zob. ,That, if a straight line falling on two straight lines make the interior angles on
the same side less than two right angles, the two straight lines, if produced indefinitely,
meet on the same side on which are the angles less than the two right angles” [Euklides],
Postulat 5.
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widcie trzeba przyja¢ aksjomat o prostych réwnoleglych, aby zdefiniowaé
funkcje o7

W drugim przypadku o prostej wiemy tylko tyle, ile jest powiedziane
w rozprawie: prosta to taki zbiér uporzadkowany (L, <p), w ktérym porza-
dek <, jest liniowy, gesty i — co bedzie powiedziane w nastepnym paragrafie
— ciagly w sensie Dedekinda.

8.4. Pozostajac przy drugiej interpretacji powiemy, ze Dedekind nie tyle
ustanawia pewien zwiazek miedzy liczbami wymiernymi a linig prosta, ile
definiuje prostg, doktadniej, w tym miejscu rozpoczyna sie proces nowego —
w stosunku do Elementow — okreslania linii prostej, proces, ktérego kolejne
ogniwa to praca Moritza Pascha Vorlesungen tiber neuere Geometrie (1882),
Grundlagen der Geometrie (1899) Davida Hilberta i Podstawy geometrii
(1955) Karola Borsuka i Wandy Szmielew. Pasch jako pierwszy wydzielil
w podstawach geometrii aksjomaty uporzadkowania,?* natomiast w ksiazce
Podstawy geometrii jest juz ustalona bijekcja miedzy liczbami rzeczywistymi
a linia prosta.3?

I jeszcze jedna uwaga. W rozprawie nie jest powiedziane czy (L, <p) jest,
czy tez nie jest przestrzenia oérodkowa. Zwazywszy, ze mozna wskaza¢ dwa
nieizmomorficzne zbiory ciagte w sensie Dedekinda, przyjmujemy, ze prosta
L jest niedookreslona z uwagi na wlasnos¢ osrodkowosci.

9. Paragraf trzeci Cigglos¢ linii prostej ma filozoficzny charakter i gdyby
nie to, ze wlasnie w nim podana jest zasada ciggtosci nie mialby on zadnego
matematycznego znaczenia. Te czeS¢ rozprawy otwiera akapit, w ktérym
Dedekind raz jeszcze nawiazuje do Elementdw. Czytamy:

,Rzeczg najwazniejsza jest teraz fakt, ze na prostej znajduje sie nieskoncze-
nie wiele punktéow, ktére nie odpowiadaja zadnej liczbie wymiernej. Jezeli
mianowicie punkt p odpowiada liczbie wymiernej a, to jak wiadomo dtugosé
op jest wspdélmierna z uzyta do konstrukeji niezmienng jednostka dtugosci,
tj. istnieje pewna trzecia dlugosé, tzw. wspdlna miara, ktorej catkowitymi
wielokrotnosciami sg obie te dlugosci. Jednakze juz starozytni Grecy wie-
dzieli i udowodnili, ze istnieja dtugosci, ktore ze wzgledu na dana, ustalong
jednostke dtugosci sa niewspdétmierne, np. przekatna kwadratu, ktérego bok
jest jednostka dlugosci. Jezeli odlozy¢ taka dlugos$¢ z punktu o na prostej,
to otrzyma sie pewien punkt, ktory nie odpowiada zadnej liczbie wymiernej.

3470b. [Coxeter 1967], rozdz. 12.

35Dodajmy, ze przy ustalaniu owej bijekeji istotna role — role oérodka — odgrywaja nie
liczby wymierne, ale dwojkowe, zaé obok uporzadkowania punktéw wazna jest tez druga
relacja — przystawanie; zob. rozdz. O cigglo$ci linii prostej.



Richard Dedekind, Stetigkeit und irrationale Zahlen 29

Poniewaz tatwo udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele dtugosci, ktére sg
niewspoimierne z jednostka dlugosci, wiec mozemy stwierdzi¢, iz prosta L
zawiera nieskoficzenie wiecej punktéw niz dziedzina R liczb wymiernych” .36

Ustep ten to osobliwy melanz przesadow i faktéw, skrzyzowanie gasnace-
go juz echa matematyki dawnej i zrédel matematyki wspotczesnej. Kréotko
i po kolei.

Wspolmiernosé to pojecie definiowane w Ksiedze X FElementow; diu-
gos¢ to po prostu sam odcinek, a pojecie ,dlugosé¢ wspdlmierna z uzyta
do konstrukcji niezmienng jednostka diugosci” odsyta do definicji odcinka
wymiernego z Ksiegi X Elementéw.?”

Przywotany dowdd niewspotmiernosci przekatnej i boku kwadratu do
konica XIX wieku byl zamieszczany jako twierdzenie 117 Ksiegi X.3® Od
czasu edycji greckiego tekstu Elementéw opracowanej przez Johana Heiber-
ga i wydanej w latach 1883-1888 przyjmuje sie, ze jest to interpolacja, tj.
fragment dodany przez komentatoréw.3?

A wreszcie liczba wymierna w rozumieniu z §1 Stetigkeit w ogdle nie
wystepuje w matematyce greckiej w dobie Euklidesa.*°

9.1. Cytowany wyzej akapit pozwala wnosié, ze pojecie ,,prosta L” win-
no by¢ interpretowane na gruncie geometrii Euklidesa. Lecz w Stetigkeit
Dedekind bynajmniej nie przeprowadza egzegezy FElementow, a ustanawia
nowy sposéb rozumienia prostej: sktada sie ona z punktéw, ktore sa upo-
rzadkowane — nomen omen — liniowo. W ten sposoéb konstruuje warunki
mozliwoéci owego ,,dobrze znanego rozumowania”: na prostej mozna wyroz-
ni¢ pewien szczegdlny punkt o, a nastepnie punkty, ktére ,odpowiadajg”
liczbom wymiernym, na prostej lezg punkty, ktore ,nie odpowiadaja zadnej
liczbie wymiernej”.

Definiujac funkcje o Dedekind nawiazuje do argumentéw Euklidesa,
a jednoczesdnie pojeciu liczby wymiernej nadaje znaczenie, ktére w Elemen-
tach w ogdle nie wystepuje.

Kolejne zdania $wiadcza o tym, ze przedstawione rozumowanie nalezato
do potocznej wiedzy matematycznej owego czasu:

36[Dedekind 1872], s. 140.

37Zob. wyzej pkt. 8.

38Z0b. [Heath 1956], t. III, s. 2. Na twierdzenie to powoluje si¢ jeszcze Klaus Mainzer
numerujac je jako 115a, lecz, co znamienne, nie wskazuje on zadnego wydania Elementow;
zob. [Mainzer 1995(b)]. Twierdzenie to przywoluje tez Bertrand Russell; zob. [Russell
1919], s. 100.

39Zob. [Heath 1956], t. III, s. 2. W edycji Thomasa Heatha Ksigga X zawicra 115
twierdzen.

4070b. rozdz. Eudozos versus Dedekind, pkt. 1-6.
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,Dotychczasowe rozwazania sa wszystkim tak dobrze znane, ze wielu uzna
powtarzanie ich za zbyteczne. Niemniej jednak uwazam te rekapitulacje za

konieczna, aby nalezycie i porzadnie przygotowaé pytanie gtéwne” 4!

9.2. A oto, jak Dedekind dochodzi do tego ,pytania gléwnego”.

»Jezeli chce sie teraz, a taki przeciez jest nasz zamiar, zbadaé arytmetycz-
nie wszystkie zjawiska majace miejsce na prostej, to liczby wymierne nie
wystarczaja do tego i nieodzowne staje sie ulepszenie instrumentu R, kté-
ry otrzymany zostal poprzez stworzenie liczb wymiernych. Ulepszenia tego
dokonaé¢ mozna poprzez stworzenie liczb tego rodzaju, ze dziedzina liczb
uzyska te sama zupelnosé, czy jak rownowaznie chcemy to wyrazié, te sama
cigglodé, ktéra przystuguje prostej” .42

Tak wiec, po pierwsze, chodzi o ,arytmetyczne zbadanie wszystkich zja-
wisk, ktore maja miejsce na prostej”’. Na podstawie §6 wnosimy, ze ,aryt-
metyczne badanie” to badanie prowadzone za pomoca operacji ,tzw. aryt-
metyki elementarnej”: obok dodawania sa to ,tworzenie réznicy, iloczynu,
ilorazu, potegi, pierwiastka, logarytmu”.*

Po drugie — o rozszerzenie, ,ulepszenie”, systemu liczb wymiernych, bo
,ha prostej znajduje sie nieskoniczenie wiele punktow, ktére nie odpowiadaja
zadnej liczbie wymiernej”.

Po trzecie — o sposob, w jaki jest przeprowadzone to rozszerzenie:

»Zmane dotad wprowadzenie liczb niewymiernych nawigzuje mianowicie do
pojecia wielkosSci rozcigglych — ktére jednak same nie sa nigdzie Scile zde-
finiowane — i wyjasnia liczbe jako wynik mierzenia pewnej takiej wielkosci
za pomocg innej z nig jednorodnej. Zamiast tego zadam, by arytmetyka

rozwijala sie sama z siebie”.*4

Chodzi zatem o to, aby pojecie liczby niewymiernej nie bylo zwiaza-
ne z niezdefiniowanym pojeciem wielkosci rozciaglej (geometrycznej), ale
z yarytmetycznym” pojeciem liczby wymiernej:

,Tak jak trzeba i mozna wprowadzi¢ liczby ujemne i utamkowe liczby wy-
mierne poprzez wolny akt tworczy i jak prawa rachowania na tych liczbach
powinny i moga byé¢ sprowadzone do praw rachowania na liczbach calkowi-
tych dodatnich, tak tez nalezy dazy¢ do tego, by liczby niewymierne zdefi-
niowa¢ w pelni za pomoca liczb wymiernych”.4?

“![Dedekind 1872, s. 140.
“2[Dedekind 1872], s. 140.
“3[Dedekind 1872], s. 147.
“4Dedekind 1872], s. 140.
“5[Dedekind 1872], s. 140.
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9.3. Zatrzymajmy si¢ przy ostatnim zdaniu. W Elementach nie wystepu-
je pojecie wielkoSci niewymiernej, jest natomiast zdefiniowane pojecie od-
cinkéw niewspéimiernych.#6 W komentarzach do Elementéw z parg odcin-
kéw wiazano czesto stosunek (ratio) i na tej podstawie odrézniano stosunki
wymierne i niewymierne. Dedekind przyjmuje, ze odkladajac na prostej L
przekatna kwadratu jednostkowego i umieszczajac jeden koniec w punkcie
o0, drugi koniec wyznaczy punkt, ,ktéry nie odpowiada zadnej liczbie wy-
miernej”, tj. taki, ktéry nie nalezy do obrazu o(R). Dlatego liczba (ratio)
,odpowiadajaca” temu punktowi bedzie nazwana niewymierna.

W rozprawie nie jest powiedziane, czy kazdej liczbie niewymiernej — poj-
mowanej zgodnie z definicja podana w nastepnym paragrafie — odpowiada
pewien punkt prostej L. Kwestia ta nie jest rozstrzygnieta miedzy innymi
dlatego, ze jedne fragmenty rozprawy wskazujg na to, aby ,prosta L” rozu-
mieé¢ na gruncie Elementéw, inne za$ na to, ze ,prosta L” to pewien wzorzec,
ktéry de facto jest w rozprawie definiowany. Czytamy:

,Przeprowadzone powyzej poréwnanie dziedziny R liczb wymiernych i linii
prostej doprowadzilo do stwierdzenia luk, niezupetnosci, czyli nieciggtosci

tej pierwszej, podczas gdy prostej przypisujemy zupelnosé, brak luk, czyli

cigglogé” A7

Dedekind nie pokazuje jednak, ze linia prosta w Elementach musi posia-
dac ciaglosé — ciaglosé, ktora zostanie zdefiniowana w nastepnych zdaniach.
Skadinad dzisiaj wiadomo, ze tego nie mozna udowodni¢. Doktadniej, przyj-
mujac wspdlczesna aksjomatyczng wyktadnie geometrycznych ksigg Fle-

mentow pokazuje sie, ze aksjomat cigglosci jest niezalezny od pozostatych

aksjomatéw ,,geometrii Euklidesa” .48

W swietle tego faktu, czesto spotykane, zwlaszcza we wstepach do analizy
matematycznej, uwagi uzasadniajace rozszerzenie liczb wymiernych rozwa-
zaniami geometrycznymi nalezy traktowac jako naduzycie, ktére nie respek-
tuje wyzej przytoczonego twierdzenia.*”

4670b. Elementy, Ksiega X, def. 1; zob. tez wyzej pkt. 8.

“7[Dedekind 1872], s. 141.

48Zob. [Borsuk, Szmielew 1972], §93.

9Por. ,Niemoznosé przyporzadkowania wszystkim odcinkom miary wymiernej byta
réwniez jednym z wazniejszych powodéw wprowadzenia liczb niewymiernych” [Fichten-
holtz 1985], s. 30; ,,Oprécz punktéw wymiernych sa jeszcze inne punkty na prostej, ktére
nazwiemy niewymiernymi. Zbudujmy np. kwadrat, ktérego bok réwna sie OF i odtuzmy
odcinek OJ, réwny jego przekatnej. Punkt J nie moze byé punktem wymiernym. [...]
Punkt niewymierny J prowadzi do podzialu wszystkich punktéw wymiernych na dwie
klasy. [...] JezelibySmy kazdy punkt wymierny zastapili liczba, ktérej jest obrazem, to
otrzymaliby$my przekrdj. Niech ten przekr6j wyznacza liczbe a. [. . .| Punkt J uwazamy za
obraz liczby niewymiernej a i nazywamy go krétko punktem «” [Kowalewski 1923], s. 48;
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9.4. Dalej w zwigzku z ,pytaniem glownym” czytamy:

»Na czym jednak polega ta ciaglos$é? [...]| Na nic sie tu nie zdaly opowiada-
nia o jakiejs nieprzerwanej jednolitosci w najmniejszych czasteczkach; chodzi
wiec o to, aby podaé¢ pewna precyzyjna ceche cigglosci, ktéra moglaby stuzyé
jako baza prawdziwej, rzeczywistej dedukcji. [. .. ] Istote ciagtosci widze |[. .. ]
w nastepujacej zasadzie:

Jezeli wszystkie punkty prostej rozpadaja sie na dwie klasy tego typu, ze
kazdy element pierwszej klasy lezy na lewo od kazdego elementu drugiej,
to istnieje jeden i tylko jeden punkt, ktéry tworzy ten podzial wszystkich
punktéw na dwie klasy, czyli rozciecie prostej”.*°

Podang wlasnoéé¢ porzadku przyjeto sie nazywaé zasada ciaglosci Dede-
kinda.

Zwazywszy, ze ,prosta’ oznacza tu ni mniej ni wiecej jak tylko zbior li-
niowo uporzadkowany, uwzgledniajac nastepnie to, co oznacza zwrot , punkt,
ktory tworzy podzial”, zasade ciaglo$ci Dedekinda mozna tak wyrazié:

Kazdy przekrdj zbioru liniowo uporzadkowanego (X, <) jest tego rodzaju, ze
albo w klasie dolnej istnieje element najwiekszy, albo w klasie gérnej istnieje
element najmniejszy i nie jest tak, ze zarazem w klasie dolnej istnieje element
najwiekszy i w klasie gérnej istnieje element najmniejszy.

To za$ odpowiada definicji: zaden przekrdj zbioru (X, <) nie wyzna-
cza ani luki, ani skoku. Zasada ciaglosci Dedekinda jest zatem réwnowazna
wlasnosci, ktéra nazwaliSmy ciagtoscia w sensie Dedekinda i oznaczyliémy
skrétem (DC).5!

10. W paragrafie czwartym Utworzenie liczb niewymiernych podana jest
definicja liczby niewymierne;j.

,Ostatnie slowa wskazuja juz na to, w jaki sposob nieciggla dziedzina R
2 52

liczb wymiernych musi zosta¢ uzupelniona do dziedziny ciggtej”.

Nastepnie Dedekind wskazuje dwa rodzaje przekrojéw zbioru (R, <):
takie, ktore sa ,wyznaczone przez liczbe” i takie, ktore nie sg ,wyznaczone
przez liczbe”. Czytamy:

,Okreslenie pojecia liczby niewymiernej wypelnito wiec te luki, ktére wykazywal zbiér
liczb wymiernych w razie przyporzadkowania ich punktom prostej” [Pogorzelski 1951],
s. 6.

®0[Dedekind 1872], s. 141.

517ob. wyzej pkt. 4.

®2[Dedekind 1872], s. 142.
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,Jezeli teraz dany jest jakikolwiek podzial systemu R na dwie klasy Aj,
Ao, ktory posiada tylko te charakterystyczna wlasno$é, ze kazda liczba ag
z A1 jest mniejsza od kazdej liczby ag z As, to dla krétkoéci podzial taki
nazywaé bedziemy przekrojem i bedziemy oznaczaé przez (Aj, As). Mozemy
wtedy powiedzieé, ze kazda liczba wymierna a wyznacza pewien przekrdj,
czy wlasciwie dwa przekroje, ktorych jednak nie chcemy traktowaé jako
dwoch réznych; przekrdj ten ma poza tym te wlasnosé, ze albo wérdd liczb
pierwszej klasy istnieje najwieksza, albo wsrdd liczb drugiej klasy istnieje
najmniejsza. I na odwrét, jezeli jakis przekrdj posiada te wlasnosé, to jest
on wyznaczony przez te najwieksza czy najmniejsza liczbe wymierng” .53

Tak wiec jezeli w przekroju (Ai, Ag) istnieje liczba a, ktéra jest albo
najwicksza w klasie A1, albo najmniejsza w klasie As, to ,wyznacza’ ona
przekréj (Aq, Ag).

Istnieja tez przekroje zbioru (R, <), ktére nie sa ,,wyznaczone przez licz-
be”, czyli przekroje wyznaczajace luki.

10.1. Oto, jak Dedekind dowodzi, ze w zbiorze uporzadkowanym liczb
wymiernych (R, <) istnieje ,nieskonczenie wiele” luk.

y2hatwo jednak przekonaé sie, ze istnieje nieskonczenie wiele przekrojéow,
ktore nie sg wyznaczone przez liczby wymierne. Najprostszy przyktad jest
nastepujacy. Niech D bedzie liczba catkowita dodatnia, ale niech nie be-
dzie kwadratem zadnej liczby catkowitej. Wtedy istnieje liczba calkowita
dodatnia A, ze zachodzi

M<D<A+1)27. %
Liczbe A mozna wyznaczy¢ na podstawie aksjomatu indukcji
A=inf{n € N: D < (n+1)?}.

Dedekind oczywiscie nie pisze wprost, ze zbiér liczb naturalnych (,cal-
kowitych dodatnich”) jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, ale korzysta
z tej zasady.”® To za$, ze zbiér {n € N: D < (n + 1)?} jest niepusty moze
zagwarantowaé aksjomat Archimedesa.

Nastepnie definiowana jest para zbioréw (Aj, As):

®3[Dedekind 1872], s. 142.

®4[Dedekind 1872], s. 142.

558kadinad tak rozumiana zasada indukcji jest juz stosowana w Elementach Euklidesa;
zob. rozdz. Eudozos versus Dedekind, pkt. 1-6.



34 KONSTRUKCJA DEDEKINDA

,Zaliczamy teraz do drugiej klasy Ao wszystkie liczby wymierne dodatnie
as, ktorych kwadrat > D, a do klasy Ay wszystkie pozostate liczby wymierne
a 1?7’56
czyli

1= R\Ag, Ay = {CLQ e R, CL% > D}

,Podzial ten tworzy przekrdj (Aj, Ag), tzn. kazda liczba a; jest mniejsza od

kazdej liczby as”.57

W przypadku gdy aj,as > 0, sprawdzenie jest nastepujace:

a? <D < a3 — aj < as.

Implikacja a% < a3 — a1 < as jest dla Dedekinda oczywista. Dzisiaj,

a doktadniej po Uber den Zahlbegriff Davida Hilberta, méwimy, ze wniosko-
wanie to jest oparte na zalozeniu o zgodnosci mnozenia liczb wymiernych
z porzadkiem. Dedekind nie sprawdza tez, czy As # (). Jest to owszem
oczywiste, ale wtedy, gdy wiadomo, ze liczby wymierne spelniaja aksjomat
Archimedesa.

Nastepnie Dedekind pokazuje, ze ani w klasie A; nie ma elementu naj-
wieckszego, ani w klasie Ao nie ma elementu najmniejszego, czyli, ze przekrd]
(A1, Az) ,nie jest wyznaczony przez zadna liczbe wymierna”. Dow6d rozpi-
sany jest na dwa kroki.

,Aby to udowodni¢ musimy przede wszystkim pokazaé, ze nie ma zadnej
liczby wymiernej, ktorej kwadrat = D. Poniewaz jest to znane z poczat-
kéw teorii liczb mozemy tu podaé¢ nastepujacy dowdd nie wprost. Gdyby
istniata liczba wymierna, ktérej kwadrat = D, to istnialyby tez dwie liczby
catkowite, t, u, ktére spelniatyby réwnanie

t? — Du? =0,

i mozna przyjaé, ze u jest najmniejsza dodatnia liczbg calkowita, ktéra po-
siada te wlasnos¢, ze jej kwadrat pomnozony przez D staje sie kwadratem
pewnej liczby catkowitej ¢7.%%

Definiujac liczbe u Dedekind kolejny raz implicite korzysta z aksjomatu
indukgcji:
u=1inf{n € N:3t € N[t? — Dn? = 0]}.
%6 [Dedekind 1872], s. 142.

7[Dedekind 1872], s. 142.
*8[Dedekind 1872], s. 142.
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Dalej pokazuje, ze wyjsciowe zalozenie prowadzi do sprzecznosci. Istot-
nie, dla liczb A, t, v — gdy mnozenie jest zgodne z porzadkiem — zachodzi
Au < t < (A+1)u. Przyjmujac

W =t—Xu, t =Du-—M,

dostajemy, ze t'* — Du/? = 0 i zarazem 0 < v/ < u.

W drugim kroku Dedekind dowodzi, ze ani w klasie A; nie ma elementu
najwiekszego, ani w klasie Ay nie ma elementu najmniejszego.””

»Zatem kwadrat dowolnej liczby wymiernej x jest albo < D albo > D. Stad
tatwo wynika, ze w klasie A1 nie ma liczby najwickszej, ani w klasie Ao nie

ma liczby najmniejszej” .69
Przyjmujac y = %T’DD) dostajemy
_ 2z(D —2?) 9 _ (2* - D)3
322+ D 7 T (3224 D)%

JJezeli jako x wzigé tu liczbe dodatnig z klasy Aj, to 22 < D i w konse-
kwencji y > = i y?> < D, a zatem y nalezy do klasy A;. Jezeli jednak jako x
przyjaé liczbe z klasy As, to 22 > D i w konsekwencjiy < x, y > 0iy? > D,
a wiec y tez nalezy do klasy As. Zatem nasz przekrdj nie jest wyznaczony
przez zadng liczbe wymierna”.5!

W rozumowaniach tych implicite jest przyjete, ze dodawanie liczb wy-
miernych jest zgodne z porzadkiem.%?

10.2. W Stetigkeit und irrationale Zahlen nie jest powiedziane, ze gdy
D = 2, to odpowiedni przekréj wyznacza liczbe /2. O pierwiastku z liczby
rzeczywistej, w szczegdlnoéci o v/2 i v/3 Dedekind wspomina dopiero po
uwadze na temat mozliwoéci zdefiniowania operacji pierwiastkowania:

»,Podobnie jak dodawanie daja sie tez zdefiniowaé pozostale operacje tzw.
arytmetyki elementarnej, mianowicie tworzenie réznicy, iloczynu, ilorazu,
potegi, pierwiastka, logarytmu i w ten sposéb udaje sie uzyskaé¢ prawdziwe
dowody twierdzen (jak np. V2.3 = \/é), ktore, o ile mi wiadomo, nigdy
dotad nie zostaty udowodnione”.%3

59 Obecnie, gdy jasna jest definicja porzadku liniowego, krok ten jest pomijany, wystar-
czy bowiem pokazaé, ze istnieja cztery rodzaje przekrojéw zbioru linniowo uporzadkowa-
nego; zob. wyzej pkt. 2. Dodajac do tego gesto$é porzadku liczb wymiernych otrzymujemy,
ze przekrdj (A1, A2) musi wyznaczaé luke.

50[Dedekind 1872], s. 143.

5![Dedekind 1872], s. 143.

52Mianowicie: y —x >0 — y >z oraz y> — D <0 — y? < D.

53[Dedekind 1872], s. 147.
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Juz Kartezjusz w swojej Geometrii pisal, ze pierwiastkowanie jest dzia-
taniem arytmetycznym, jednakze dopiero w Stetigkeit pierwiastek jest rozu-
miany jako operacja wewnetrzna na zbiorze liczb rzeczywistych, a na grun-
cie Dedekinda konstrukcji liczb rzeczywistych mozna udowodnié¢ istnienie
pierwiastka z liczby dodatniej. Nikt przed Dedekindem nie udowodnil, ze
V2 -4/3 = /6, bo nikt tak jak on nie rozumial pierwiastka z liczby rzeczy-
wistej.

Mozliwa jest tez inna interpretacja stéw Dedekinda. Gdy v/2 to taka licz-
ba r, ze r - r = 2, i odpowiednio \/§:3de3-3:3, \/6:t<—>dft-t:6,
to latwo pokazaé, ze (rs) - (rs) = 67 Dedekind jest jednak przekonany, iz
nikt przed nim nie umial pokazaé, ze istnieje liczba r spelniajaca waru-
nek 2 = 2. Znane owszem bylo, ale jedynie geometryczne rozumowanie:
kwadrat, ktorego bokiem jest przekatna kwadratu jednostkowego jest rowny
dwém kwadratom jednostkowym.54

10.3. Tak wiec obok przekrojéw wyznaczonych przez liczbe wymierna
istnieja tez przekroje zbioru (R, <), ktére nie sa wyznaczone przez zadna
liczbe wymierna.

,Wladnie na wlasnosci, ze nie wszystkie przekroje sa wyznaczone przez licz-
by wymierne polega niezupelnos$¢ czy nieciagtos¢ dziedziny R wszystkich
liczb wymiernych” .6

Po tym zdaniu nastepuje definicja liczby niewymierne;j:

»Za kazdym wiec razem, gdy dany jest przekrdj (Aj, Az), ktéry nie jest
wyznaczony przez zadng liczbe wymierna, stwarzamy nowa liczbe, liczbe
niewymierng «, ktéra traktowaé bedziemy jako catkowicie wyznaczona przez
ten przekréj (Ai, As); bedziemy moéwié, ze liczba o odpowiada temu prze-
krojowi lub ze wyznacza ten przekrdj. Odtad wiec kazdemu przekrojowi
odpowiada jedna i tylko jedna okreslona liczba wymierna lub niewymierna
i dwie liczby traktujemy jako rézne zawsze wtedy, gdy odpowiadajg one
rzeczywiscie réznym przekrojom” .56

10.4. W definicji tej na uwage zastuguje zwrot: ,,a odpowiada przekrojowi
(A1, A2) lub wyznacza ten przekr6j”. Wiaze sie on z szeroko komentowana
kwestia ,stwarzania” liczby niewymierne;j.

54Por. [Quine 1974], §51, [Russell 1919], rozdz. VII, [Shapiro 2000(b)]. Autorzy ci nie
definiuja operacji pierwiastkowania, natomiast pisza o v/2, czy v/3. Najwyrazniej rozumieja
przez to obiekty, ktére moga byé rozwazane bez zwiazku z definicjg operacji pierwiastko-
wania.

55[Dedekind 1872], s. 143.

56[Dedekind 1872], s. 143.
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W kolejnym punkcie pokazemy, jak mozna rozumieé to, ze liczba niewy-
mierna jest ,stwarzana” i jaki jest matematyczny sens tego, ze liczba rze-
czywista jest czyms réznym od przekroju (A;, A2) uporzadkowanego zbioru
liczb wymiernych (R, <). Teraz, tytulem wprowadzenia, wyliczymy zalez-
nosci miedzy przekrojem a liczba rzeczywista przyjmowane w dzisiejszej
matematyce.

(1) W konstrukgji ciata liczb rzeczywistych sama liczba rzeczywista, na
mocy definicji, jest przekrojem zbioru (Q, <). W tym sposéb powstaja dwa
przedstawienia liczby wymiernej: raz jest to element zbioru Q, a raz przekrdj
zbioru (Q, <). Wéwezas elementom zbioru Q odpowiadaja przekroje zbioru
(Q, <). Pokazuje sie mianowicie, ze przy odwzorowaniu

q— ((—OO, Q)’ {Qv -|—OO)),

ciato liczb wymiernych 9 jest izomorficzne z cialem utamkéw ciata liczb
rzeczywistych 91.67

(2) Z definicji przekroju wynika, ze liczba rzeczywista wyznacza przekrdj
zbioru (R, <).

(3) Przekroj zbioru (R, <) wyznacza dokladnie jedna liczbe rzeczywista,;
to wlasnie stanowi tresé twierdzenia o cigglosci liczb rzeczywistych.

(4) Gdy zbiér O jest osrodkiem przestrzeni (R, <), to kazda liczba rze-
czywista wyznacza przekrdj zbioru (O, <) oraz kazdy przekrdj tego zbioru
wyznacza dokladnie jedna liczbe rzeczywista.’® Gdy Q C R, to zbiér Q
jest osrodkiem przestrzeni (R, <). Gdy za$ liczby rzeczywiste sa traktowa-
ne jako przekroje zbioru (Q, <), to oSrodkiem przestrzeni (R, <) jest zbiér
przekrojow {((—o0,q), [¢, +0)) : ¢ € Q}.

W Stetigkeit nie ma wskazanego wyzej podwdjnego przedstawienia liczb
wymiernych i to wlasnie rzutuje na kwestie ,stwarzania” liczb niewymier-
nych.

11. Co to jest liczba? Tak ogdlne pytanie jest natury filozoficznej w tym
sensie, ze w matematyce nie podaje sie ogdlnej definicji liczby.

Dedekind odréznia liczbe rzeczywista od przekroju zbioru (R, <), nato-
miast w komentarzach filozoficznych do konstrukcji ciata liczb rzeczywistych
metoda przekrojéw Dedekinda liczba rzeczywista jest utozsamia z przekro-
jem zbioru (Q, <).% Podobnie postepuje wielu matematykéw.”™ Ale obok

STW istocie rzecz jest troche bardziej ztozona, bo liczbie wymiernej ¢ ,,odpowiadaja”
dwa przekroje: ((—o0,q),[q,+0o0)) oraz ((—o0,q], (g, +0)). Dalej, dla prostoty wyrazu,
pomijamy ten drugi przypadek.

58Z0b. rozdz. O cigglosci linii prostej, pkt. 15.

59Zob. [Quine 1974], §51, [Russell 1919], rozdz. VII, [Shapiro 2000(b)].

"Zob. np. [Mainzer 1995(b)], §2, [Schechter 1997], rozdz. X.
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tego sa tez i tacy, ktérzy, tak jak Dedekind, po pierwsze, bynajmniej nie
utozsamiaja liczby wymiernej z jakimkolwiek zbiorem, po drugie, nie utoz-
samiajg liczby rzeczywistej z przekrojem, a przyjmuja, ze ,okresla on liczbe
niewymierng”, ze liczba niewymierna jest ,zwigzana” z przekrojem.™
Pokazemy, jak w Stetigkeit und irrationale Zahlen uzasadnione jest od-
roznienie liczby rzeczywistej od odpowiadajacego jej przekroju zbioru liczb
wymiernych, innymi stowy, co to jest liczba rzeczywista wedlug Dedekin-
da? Proponowana interpretacja oparta jest na analizie dowodu twierdzenia
o ciaglosci. Pokazemy, ze przekrdj (A1, Ag) zbioru (R, <) jest liczba wtedy,
gdy jest wziety pod pewnym wzgledem. Pod jakim? O tym nizej.
Zaczniemy od kilku wyjasnien. Najpierw warstwa symboliczna Stetigkeit.

11.1. Przekroje uporzadkowanego zbioru liczb wymiernych (R, <) ozna-
czane sg duzymi literami alfabetu tacinskiego z indeksem odpowiadajacym
klasie dolnej lub gornej, np. (41, A2), (B1, Bg). Liczby wymierne nalezace do
klasy dolnej lub gérnej oznaczane sa malymi literami alfabetu tacinskiego
z odpowiednim indeksem, np. a; € A1, by € Bs; pelnia one role zmiennych,
natomiast ustalony element klasy dolnej lub gérnej, np. element najwiekszy
lub najmniejszy, jest oznaczany malg literg alfabetu lacinskiego z odpo-
wiednim indeksem i primem, np. @ jest najwiekszym elementem klasy A;.
Przekroje zbioru (R, <) traktowane jako liczby rzeczywiste, niewymierne
lub wymierne, oznaczane sg malymi, pierwszymi literami greckiego alfabetu.
Zbiér liczb rzeczywistych oznaczany jest duzym gotyckim R, przekroje zbio-
ru (R, <) — duzymi gotyckimi literami z odpowiednimi indeksami (2, 22),
(B1,B2),"% a wreszcie elementy klas 2; i Ao — malymi greckimi literami
z odpowiednimi indeksami: oy € 2y, B2 € Bo. Pamietajac, ze w Stetigke-
it zbiér liczb wymiernych oznaczono litera R, widzimy tu konsekwentnie
przeprowadzony plan.

Skad ta skrupulatno$é? Otéz problemem jest podwdjne rozumienie liczb
wymiernych: raz sa to elementy zbioru R, raz przekroje zbioru (R, <) ,odpo-
wiadajace” elementom zbioru R. W pierwszym przypadku liczba wymierna
jest oznaczana, zaleznie od tego czy jest zmienng czy stala, jako a, lub aj,
lub a}; w drugim przypadku — mala litera greckiego allfabetu. W kluczowych
momentach, gdy dochodzi np. do poréwnania liczby a, z wyznaczonym przez
nig przekrojem ((—oo, all), [all, +00)), Dedekind pisze all = «, gdzie a ozna-
cza przekréj ((—oo,a}), [a], +00)).

Chodzi tu zatem o trudnosé¢, ktéra w dzisiejszej matematyce rozwiazuje
sie za pomocg izomorfizmu ciala liczb wymiernych Q i ciala ulamkéw ciala
liczb rzeczywistych fR.

"1Zob. [Fichtenholtz 1985], Wstep.
"2W polskim tlumaczeniu uzyto malych liter: a, as, b1, ba.
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Czysto matematyczne znaczenie warstwy symbolicznej odstoni si¢ przy
omawianiu dowodéw twierdzen o cigglosci i osrodkowosci liczb rzeczywi-
stych, teraz skupimy sie na ontologicznej réznicy miedzy liczba rzeczywista
a i ,odpowiadajacym” jej przekrojem (Aq, Ag).

11.2. W trzecim paragrafie rozprawy czytamy, ze ,system liczb wymier-
nych” jest rozszerzany po to, aby ,zbadaé¢ arytmetycznie wszystkie zjawiska
majace miejsce na prostej”. Jakie to zjawiska?

W Stetigkeit badana jest przede wszystkim cigglto$é, ale w innym miejscu
znajdujemy, ze linii prostej przystuguje ,niezliczenie wiele innych wtasno-
Sci”:

,Bardzo mi milo, ze wszyscy uwazaja powyzsza zasade [tj. ciaglo$é w sensie
Dedekinda — P.B.] za oczywista i zgodna z ich wyobrazeniami linii prostej;
nie jestem bowiem w stanie poda¢ zadnego dowodu jej poprawnosci i nikt
nie jest w stanie tego uczynié¢. Przyjecie tej wlasnosci linii nie jest niczym
innym jak aksjomatem, za pomoca ktérego dopiero przyznajemy linii cig-
glodé, za pomoca ktorego wktadamy w nia ciagltosé. Jezeli przestrzen w ogble
realnie istnieje, to przeciez niekoniecznie musi by¢ ciagla; niezliczenie wiele
jej wlasnosci pozostatoby niezmienionych, gdyby nie byta ona ciggla”.”

W rozprawie wilasnosci te nie sa wymienione, tym niemniej jest jasne, ze
podobienstwo miedzy liczbami rzeczywistymi a linia prosta (ciagla w sensie
Dedekinda) ogranicza sie jedynie do struktury porzadkowe;j.

A na czym polegaja réznice? Miedzy innymi na tym, ze liczby sg doda-
wane czy mnozone, a punkty nie podlegaja takim operacjom.

Reasumujac, linia prosta i liczby rzeczywiste nie sa utozsamiane, sa one
poréownywane tylko jako struktury porzadkowe.

11.3. Czym rézni sie liczba o od ,odpowiadajacego” jej przekroju
(A1, A2)? Liczba « to przekrdj (A, As), ale wziety pod pewnym wzgledem.
Pod jakim? Jest to pokazane w dalszej czesci §4, a wiec przede wszystkim
ze wzgledu na rownos¢ oraz relacje wiekszosci, a nastepnie w §6 pokazane
jest, ze przekroje moga by¢ poddane operacjom arytmetycznym, czyli takim,
jakie sa wykonywane na liczbach. Ale aspekty arytmetyczne bynajmniej nie
wyczerpuja wszystkiego, co mozna powiedzieé¢ o przekroju (A, Ag).™

"3[Dedekind 1872], s. 141.

TMoéwimy oczywiscie o tym, jak rzecz jest rozumiana w Stetigkeit. Przypomnijmy
chociazby to, ze Kartezjusz jako pewne novum podawal w Geometrii, ze obok dodawa-
nia, odejmowania, mnozenia i dzielenia liczby mozna takze pierwiastkowaé. U Dedekinda,
obok tych dzialan mamy ponadto potegowanie i logarytmowanie. Tak wiec owe aspekty
arytmetyczne sg historycznie zmienne, tak jak historycznie zmienia si¢ pojecie liczby.
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11.4. Réwnoscé:

,dwie liczby traktujemy jako rézne zawsze wtedy, gdy odpowiadaja one

rzeczywiscie réznym przekrojom”.”

Co to sa ,rzeczywiscie rozne przekroje”? Czytamy:

»2Mozemy wtedy powiedzieé¢, ze kazda liczba wymierna a wyznacza pewien
przekréj czy wlasciwie dwa przekroje, ktorych jednak nie chcemy traktowac
jako réznych” .7

Liczba wymierna ¢ ,wyznacza” dwa przekroje: ((—oo,q), [q,+00)) oraz
((—o0,q], (g, +0)). Wziete jako pary uporzadkowane zbioréw sa one ,rze-
czywiscie rozne”, wziete jako liczby nie sa ,rzeczywiscie rézne”, ,nie sa
istotnie rézne”, ale dopowiedzmy: ,nie sg istotnie rézne” ex definitione.

11.5. Porzadek. Czytamy:

,Aby uzyska¢ teraz pewne podstawy do uporzadkowania wszystkich liczb
rzeczywistych, tj. wszystkich liczb wymiernych i niewymiernych, musimy
zbadaé zwiazki, jakie moga zachodzi¢ pomiedzy dwoma dowolnymi przekro-
jami (Ay, As) i (B, B).™"

Przede wszystkim

wPrzekrdj (A1, Ag) jest juz w pelni okreslony, jezeli znana jest jedna z dwu
klas, np. pierwsza, poniewaz druga As sklada sie z wszystkich liczb wymier-
nych nie nalezacych do A;”.7

Nastepnie rozwazane sa przypadki: (1) Ay = By, (2) , A1\B1 # 0.

(1) ,Jezeli poréwnaé teraz obie klasy pierwsze Aj, Bi z soba, to moze sie
zdarzy¢, ze sa one calkowicie identyczne, tzn. ze kazda liczba a; nalezaca
do Aj nalezy takze do Bj i kazda liczba by nalezy takze do A;. W takim
przypadku oczywiscie réwniez Ao i By sa identyczne i oba przekroje sa
w pelni identyczne, co symbolicznie wyrazamy jako o = 8 lub = a”.™
(2) ,Jezeli jednak obie klasy A;, B; nie sa identyczne, wtedy w jednej
z nich, np. w A; istnieje pewna liczba a] = bf, ktéra nie nalezy do By
i ktéra w zwigzku z tym nalezy do Bo”.89

5[Dedekind 1872], s. 143.

"6|Dedekind 1872], s. 142.
""[Dedekind 1872], s. 143.
"8 [Dedekind 1872], s. 144.

"[Dedekind 1872], s. 144. W pierwszym zdaniu mamy tu niemal wprost sformutowany
aksjomat ekstensjonalnosci zbioréw: Vz[(z € A; < x € By)] — A1 = By.

80Dedekind 1872], s. 144.
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Gdy A;1\Bj # 0, to nalezy rozréznié dwa kolejne przypadki.

(2a) ,Jezeli teraz liczba a] jest jedyna, ktéra nie nalezy do By, to kazda inna
liczba a; nalezaca do Ap nalezy tez do By i w konsekwencji jest mniejsza
niz ay, tzn. a} jest najwieksza wsrdéd wszystkich liczb al, a zatem przekroj
(A1, Ao) jest wyznaczony przez liczbe wymierng o = a} = b” 8!

Wowezas — pokazuje Dedekind — liczba bl, jest najmniejsza w klasie By
zatem

wprzekrdj (B, Bs) jest wyznaczony przez te liczbe wymierna 3 = b, = a)
a. Oba przekroje nie s wiec istotnie rézne” .82

(2b) ,Jezeli jednak w A; istnieja co najmniej dwie liczby a} = 0} i af = b},

ktore nie naleza do By, to istnieje nieskonczenie wiele takich liczb” %3
co wynika z gestosci porzadku liczb wymiernych.

»W tym przypadku liczby o i 8 odpowiadajace tym dwdém istotnie ré6znym
przekrojom (A1, Az), (B1, B2) nazywamy réwniez réznymi, méwimy mia-
nowicie, ze « jest wieksze niz 3, ze ( jest mniejsze niz «, co symbolicznie
wyrazamy jako a > 31 < a. Podkresla sie tez w ten sposéb, ze definicja ta
catkowicie pokrywa sie z wezeéniejsza, gdy obie liczby o, 3 sa wymierne” .84

Analogiczne dwa przypadki zwigzane z warunkiem A; C Bj sa odnoto-
wane bez szczegbélowego sprawdzenia.
W podsumowaniu tego watku czytamy:

,Poniewaz wyczerpaliémy w ten sposéb wszystkie mozliwosci, otrzymujemy
wiec jako wniosek, ze z dwu réznych liczb jedna musi byé¢ wieksza, druga
mniejsza — s wiec dwie mozliwoéci. Trzeciej mozliwoéci nie ma” %5

Ostatecznie otrzymujemy wiec prawo: dla dowolnych liczb rzeczywistych
zachodzi:

a<fBVa=pVa>p.

Ta wlasnosé liczb rzeczywistych jest jeszcze dzisiaj nazywana prawem
trychotomii, chociaz nie jest to nic innego jak sp6jnoéé¢ porzadku.

8![Dedekind 1872], s. 144.
82[Dedekind 1872], s. 144.
83[Dedekind 1872], s. 144.
84[Dedekind 1872], s. 144.
85[Dedekind 1872], s. 144.
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11.6. Historycznie prawo trychotomii siega Elementéw Euklidesa, gdzie
byto odnoszone do wielko$ci geometrycznych. W Elementach, w dowodach
dotyczacych wielkosci geometrycznych i prowadzonych nie wprost sprzecz-
noé¢ czesto polega na tym, ze nie moze by¢ tak, iz dla pewnych A, B jest
zarazem A > Bi A = B30 A s3 tez i takie dowody, w ktérych prawo
trychotomii jest wprost przyjmowane.®”

W Elementach wielkoSci geometryczne sa przedstawiane jako odcinki.
7 czasem — a tak jest juz w Geometrii Kartezujsza — gdy z odcinkami zwigza-
no liczby, uznano, ze prawo trychotomii przystuguje liczcbom. W Elementach
natomiast liczby, tj. liczby naturalne, nie sa porownywane jako wieksze czy
mniejsze.58

11.7. Fakt, ze odpowiadajacy liczbie ¢ przekréj ((—oo,q),|[q, +00)) po-
siada wlasnosci, ktérych Dedekind nie wiazal z liczba sprawia, iz dopiero
pewien aspekt przekroju, ten mianowicie, ktory jest wyznaczony przez dzia-
tania arytmetyczne i porzadek jest liczba. Innymi stowy liczba wymierna
to pewien aspekt zbioru ((—o0,¢), [q,+00)). To samo odnosi si¢ do liczby
niewymiernej: przekrdj uporzadkowanego zbioru liczb wymiernych (R, <)
nie jest liczba, ale dopiero aspekt danego przekroju jest liczba.

Liczba niewymierna ,jest stwarzana”, bo ,stwarzane”, definiowane sa
aspekty, z uwagi na ktére, przekroje zbioru (R, <) sa liczbami.

L,Stwarzanie liczby”, o ktorym pisze Dedekind, jest w pierwszym rzedzie
proba rozwigzania konkretnego technicznego problemu — izomorfizmu ciata
liczb wymiernych £ i ciata utamkéw ciala R — a nie, jak sie zazwyczaj
podaje, jakimé metafizycznym rozstrzygnieciem.5”

12. Wracamy do dalszego ciagu rozprawy Dedekinda. W zakonczeniu
paragrafu czwartego znajdujemy rozwazania podsumowane zdaniem:

JJezeli a > 3, a zatem jedli istnieje nieskonczenie wiele liczb w A, ktore
nie naleza do Bj, to istnieje réwniez nieskonczenie wiele takich liczb, ktére
sg jednoczeénie rézne od « i f; kazda taka liczba wymierna c jest < «,
poniewaz nalezy do A; i jednoczeénie > 3, poniewaz nalezy do By”.%0

86Zob. np. [Euklides], I, tw. 7, 14.

87Zob. ,I say that the angle BAC is also greater than the angle EDF. For, if not,
it is either equal to it or less” [Euklides], I, tw. 25, lub: ,For, if AB is unequal to DE,
one of them is greater” [Euklides], I, tw. 26. Zob. takze rozdz. Eudozos versus Dedekind,
pkt. 1-6.

88Z0b. rozdz. Eudozos versus Dedekind, pkt. 1-3.

89Por. [McCarty 1995].

90Dedekind 1872], s. 145.
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Mamy tu zatem i gestos¢ porzadku liczb rzeczywistych,
Va,f € RIyeRla< f—a<y<f], (1)
i gestosé liczb wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych,
Va,f e RIce Rla< f—a<c<p, (2)

a wreszcie specyficzna wtasnos$¢ zwigzang z konstrukcjg liczb rzeczywistych,
ktora w rozprawie Dedekinda nie zyskala nazwy:

Gdy « jest liczba rzeczywista wyznaczona przez przekrdj (Aj, As), za$ c
liczbg wymierna, wtedy zachodzi:

c<a—c€eA, c>a—ce A (3)

Wiasnosci (1)—(3) nie sa podane w formie teza-dow6d jako odrebne
twierdzenia, ale w ciagu rozwazan wokol nieréwnoséci o > [, jako uwa-
gi do szczegblnego przypadku, gdzie jedna z liczb o lub § jest wymierna.
Spojrzmy, jak sa uzasadniane.

wJezeli rozwazy¢ jeszcze raz doktadnie przypadek a > (3, to otrzyma sie, ze
mniejsza z liczb, 3, jezeli jest wymierna, to z pewno$cig nalezy do klasy Aq;
istotnie, poniewaz w A istnieje liczba a} = b}, ktéra nalezy do Bs, wiec
liczba (3, czy jest najwieksza w Bi, czy najmniejsza w By, na pewno < aj
[z rozumowania wynika, ze powinno byé¢ < a} — P.B.] w konsekwencji nalezy
do A;. Podobnie z a > 3 wynika, ze wieksza liczba «, jezeli jest wymierna,
to nalezy do klasy Bs, poniewaz a > a}”.%!

Stosujac konwencje symboliczne Dedekinda, powyzsze zdania mozna tak
zapisac:
a>0=c—c€ A, c=a>f—céE By,

gdzie ¢ jest liczba wymierna, « jest wyznaczona przez przekrdj (Ai, As),
jest wyznaczona przez przekrdj (B, B2).
Dalej czytamy:

Lhaczac obydwa te rozumowania otrzymuje sie nastepujacy wynik: Jeze-
i przekr6j (Aj, A2) jest wyznaczony przez liczbe «, to wtedy jakas liczba

wymierna nalezy do klasy A; lub do klasy As, zaleznie od tego, czy jest
mniejsza czy wieksza od a2

9 [Dedekind 1872], s. 143; dopowiedzmy: poniewaz o > a} = bj.
92[Dedekind 1872], s. 143.
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co mozna zapisaé w postaci:
c=f<a—ceA, a<f=c—cé€E A,
W rezultacie dostajemy cytowany juz wniosek:

SJezeli a > 3, a zatem jeSli istnieje nieskonczenie wiele liczb w Aj, ktore
nie naleza do Bi, to istnieje réwniez nieskonczenie wiele takich liczb, ktére
sg jednoczeénie rézne od « i f; kazda taka liczba wymierna ¢ jest < «,
poniewaz nalezy do A; i jednoczeénie > 3, poniewaz nalezy do By”.?3

Céz wiec zostato tu wykazane? W rozprawie nie jest to wyraznie sfor-
mutowane. Charakteryzujac porzadek liczb rzeczywistych Dedekind wymie-
ni wlasnosé (1), a w dowodzie twierdzenia o ciaglodci liczb rzeczywistych
bedzie korzystal z wlasnosci (2) i (3).

13. W paragrafie piatym Cigglosé dziedziny liczb rzeczywistych jest poka-
zane, ze ,system R wszystkich liczb rzeczywistych tworzy dziedzine dobrze
uporzadkowang jednowymiarowa”, co znaczy, ze zdefiniowany w poprzednim
paragrafie porzadek przekrojow jest przechodni, gesty i spéjny, przy czym
sp6jnosé, podobnie jak w przypadku liczb wymiernych, Dedekind wyraza za
pomocg przekrojéow:

»Jezeli a jest pewng okredlong liczba, to wszystkie liczby systemu fR rozpa-
daja sie na dwie klasy 2; i s, z ktérych kazda zawiera nieskonczenie wiele
elementéw; pierwsza klasa 2A; zawiera wszystkie liczby «q, ktére sa < a,
druga klasa 2s wszystkie liczby o, ktére sa > «; sama liczba o moze by¢
dowolnie zaliczona albo do pierwszej, albo do drugiej klasy i jest wtedy od-
powiednio najwicksza liczba pierwszej lub najmniejsza liczba drugiej klasy.
W kazdym z przypadkéw rozklad systemu SR na dwie klasy 2y, 2o jest tego
rodzaju, ze kazda liczba pierwszej klasy 2l; jest mniejsza od kazdej liczby

drugiej klasy 2Ao; méwimy, ze podzial ten jest wyznaczony przez liczbe o .94

W uzasadnieniu czytamy:

»Dla krotkosci, aby nie nuzyé¢ czytelnika, pomine dowody tych twierdzen;
» 95

wynikaja one bezposérednio z definicji poprzedniego paragrafu”.
7 pewnoscig liniowos¢ porzadku wynika z ,definicji poprzedniego para-
grafu”. Ale to, ze porzadek liczb rzeczywistych jest gesty nie jest bynajmniej

93[Dedekind 1872], s. 145.

94[Dedekind 1872], s. 145. Uwzgledniajac konwencje symboliczne, o ktérych pisalismy
wyzej jest to powtdrzenie, niemal stowo w stowo, wtasnosci III liczb wymiernych.

95[Dedekind 1872], s. 145.
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oczywiste i koncowe akapity §4 nalezy rozumieé jako dowodd tej wlasnosci,
natomiast sp6jnosé porzadku to udowodnione w poprzednim paragrafie pra-
wo trychotomii.

13.1. Dalej czytamy:

,Oprocz wymienionych wlasnosci dziedzina R posiada jeszcze ciaglosé, tj.
zachodzi nastepujace twierdzenie:

IV. Jezeli system R wszystkich liczb rzeczywistych rozpada si¢ na dwie
klasy 241, > tego rodzaju, ze kazda liczba a7 klasy 2A; jest mniejsza od
kazdej liczby ag klasy 20s, to istnieje jedna i tylko jedna liczba «, ktéra jest
wyznaczona, przez ten rozktad”.%

Dowdéd podany przez Dedekinda jest nastepujacy. Przekrdj (2(q, 2) zbio-
ru (R, <) ,daje jednoczesnie przekrdj (Ap, Ag) systemu R wszystkich liczb
wymiernych”, mianowicie ,,A; zawiera wszystkie liczby wymierne klasy 211,
a Ay wszystkie pozostale liczby wymierne, tzn. wszystkie liczby wymierne
klasy 2457, tj.

Ai={ceR:cedy}, Ay={ceR:ceA}.

To, ze para (Aj, Az) jest przekrojem uporzadkowanego zbioru liczb wy-
miernych (R, <) Dedekind uznal za fakt oczywisty i nie wymagajacy uzasad-
nienia, a jest to jeden z wazniejszych krokéw omawianego dowodu. Zauwaz-
my, ze definicje zbioréw A; i Ay sa poprawne, gdy nie odrdznia sie liczb
wymiernych bedacych elementami R i ,odpowiadajacych” im przekrojow
zbioru (R, <). Nastepnie czytamy:

,Niech a bedzie w pelni okreSlong liczba, ktora wyznacza przekrdj
(Al,Az)”.97

Pozostata czesé dowodu polega na pokazaniu, ze liczba « jest albo naj-
wigksza w klasie 21, albo najmniejsza w klasie 2o, tj.

e —B<a [BeUs—a<pP.

9[Dedekind 1872], s. 146.

97Dedekind 1872], s. 146. K woli jednoznacznosci nalezy powiedzieé¢, ze przekrdj
(21, A2) zbioru (R, <) ,wyznacza’ przekrdj (Ai, As) zbioru (R, <), a ten ez definitio-
ne ,wyznacza” liczbe rzeczywista a. Sam Dedekind zgodzil sie na dwuznacznosé i pisze,
ze przekrdj wyznacza liczbe oraz liczba wyznaczona przekréj: ,Za kazdym wiec razem,
gdy dany jest przekréj (A1, Az), ktéry nie jest wyznaczony przez zadna liczbe wymierna,
stwarzamy nowg liczbe, liczbe niewymierna «, ktéra traktowaé bedziemy jako catkowicie
wyznaczong przez ten przekrdj (A1, Az); bedziemy méwié, ze liczba a odpowiada temu
przekrojowi lub ze wyznacza ten przekr6j” [Dedekind 1872], s. 143.
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Wobec prawa trychotomii oraz wtasnosci 2(; U2l = R, warunki te spro-
wadzaja si¢ do implikacji

B<a—ped, a<pf—pFecA.

I wlasénie te implikacje sa dowodzone w rozprawie:

wJezeli teraz 3 jest jakakolwiek liczba r6zng od «, to istnieje zawsze nieskon-
czenie wiele liczb wymiernych ¢, ktére lezg pomiedzy a a 3. Jezeli § < a, to

¢ < a; zatem c nalezy do klasy A; i w konsekwencji takze do klasy 24;”.%8

W tym wnioskowaniu Dedekind korzysta z wlasnosci (2) i (3) udowod-
nionych w §4, a omowionych przez nas wyzej w punkcie 12:

f<a—3IceR[F<c<al,

(ceR, c<a)—ce A

Whiosek ¢ nalezy do klasy Ay i w konsekwencji takze do klasy 2417 jest
oczywiscie poprawny przy zalozeniu, ze nie odrdznia sie liczb wymiernych
nalezacych do R i przekrojéw zbioru (R, <) ,odpowiadajacych” liczbom
wymiernym.

Dalej dowdd jest juz prosty:

»,a poniewaz jednoczesnie § < ¢, wiec takze 3 nalezy do tej samej klasy
Ql1>7.99

Zupelnie tak samo jest pokazane, ze zachodzi a < § — 3 € 2s.

wJezeli jednak 8 > «, to ¢ > «; zatem c nalezy do klasy Ao, i w konsekwencji
takze do klasy 2o, ale poniewaz réwnoczesnie 3 > ¢, wiec takze 3 nalezy do
tej samej klasy p”.100

Ostatecznie:

»A zatem kazda liczba ( rézna od « nalezy do klasy 2y lub klasy 2, zaleznie

od tego, czy B < a, czy 8 > «; a wiec « jest albo najwieksza liczbg klasy

2, albo najmniejszg liczbg klasy 5”101

14. Dowdd twierdzenia o cigglosci liczb rzeczywistych mozna przeprowa-
dzi¢ w ramach paradygmatu teoriomnogosciowego, bez owego filozoficznego

98[Dedekind 1872], s. 146.
9°[Dedekind 1872], s. 146.
199Dedekind 1872], s. 146.
191 Dedekind 1872], s. 146.
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utozsamienia liczb wymiernych Q i odpowiadajacych im przekrojéow zbio-
ru (Q, <), korzystajac z operacji sumy rodziny zbioréw — operacji, ktérej
Dedekind nie znat.

Przyjmijmy zatem, ze liczby wymierne utozsamiamy teraz ze zbiorami,
tj. z odpowiednimi klasami abstrakcji.'?? Dla prostoty wyrazu, w miejsce
przekroju wprowadzimy pojecie przedzialu poczatkowego.

Niepusty podzbiér wlasciwy Y zbioru X nazywamy przedziatem poczat-
kowym zbioru liniowo uporzadkowanego (X, <), gdy

Ve X[z €Y « JyeYx <yt

Przyjmijmy, ze y*, gdzie y € X, oznacza przedzial poczatkowy zbioru
(X, <) wyznaczony przez y, tj.

y'={reX:z<y}

Niech P oznacza zbiér wszystkich przedzialéw poczatkowych zbioru
(Q, <); przedzialy te bedziemy oznaczali malymi literami greckiego alfa-
betu. Przedzial poczatkowy a nazywamy wymiernym, gdy jest wyznaczony
przez liczbe wymierna q.

Porzadek w zbiorze P sprowadza si¢ do relacji inkluzji:

a< fBegal B

Pokazemy, ze zbiér (P, <) jest uporzadkowany w sposéb ciagly.

(1) Osrodkowos¢. Zbiér przedziatéw wymiernych Q* = {¢* € P: q € Q}
jest gesty w (P, <). Istotnie, gdy a < 3, to zbiér S\« jest nieskonczony
i dla dowolnego ¢ € f\« zachodzi a < ¢* < 3.

(2) W zbiorze (P, <) spetniona jest zasada supremum.!® Niech 21 C P
bedzie zbiorem niepustym i ograniczonym z géry. Przyjmijmy

’y:U{a: a e A}

Pokazemy, ze v jest przedzialem poczatkowym zbioru (Q, <).
Oczywiscie jest ) # v C Q oraz v # Q. Jezeli q € v, to Ja € Alq € a.
Na podstawie zalozenia, ze « jest przedzialem poczatkowym dostajemy, ze
dla pewnej liczby wymiernej p zachodzi p € a i ¢ < p. Zatem gdy g € 7, to
istnieje takie p, ze p € v i ¢ < p. Podobnie pokazujemy druga implikacje:
Epeqla<pl) —aen.
19276b. [Rasiowa 1979], rozdz. VII, §3.
103Na mocy tej definicji w zbiorze Y nie ma elementu najwickszego. Zob. definicje

odcinka w: [Kuratowski, Mostowski 1978], s. 209.
10476b. wyzej pkt. 3.1.
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Z definicji operacji |J wynika, ze Va € 2ja C 7] oraz to, ze v jest naj-
mniejszym ze wzgledu na relacje inkluzji zbiorem o tej wtasnosci, czyli
v = supA.105

14.1. Dowdd twierdzenia o ciaglosci liczb rzeczywistych czasami jest
ograniczony do wykazania zasady supremum.'%® Jest to usprawiedliwione
faktem, ze w ciele uporzadkowanym porzadek jest gesty. Majac to na uwa-
dze mozna by przypuszczaé, ze filozoficzne trudnoéci zwiazane z podwojnym
przedstawieniem liczb wymiernych mozna ominaé¢, bo jest ono wykorzysty-
wane w dowodzie gestosci porzadku liczb rzeczywistych. Problem ten powra-
ca jednak w zwiazku z pytaniem o osrodkowos¢ liczb rzeczywistych. Wtasnie
dlatego w teoriomnogosciowej rekonstrukcji konstrukcji Dedekinda wyraznie
odréznia sie cialo liczb wymiernych (Q, +,-,0,1,<) i cialo utamkéw ciala,
ktérego elementami sg przekroje wymierne ¢*. W miejsce filozoficznego utoz-
samienia liczb wymiernych i odpowiednich przekrojéw liczb wymiernych, ja-
kie znalezliSmy w Stetigkeit, we wspdlczesnej matematyce wystepuje pojecie
izomorfizmu.19”

14.2. W teoriomnogosciowej konstrukcji liczb rzeczywistych bez odpo-
wiedzi pozostaje pytanie, czym jest liczba wymierna? Jezeli jest zbiorem,
to mamy np. dwie rézne liczby %: raz jest to element zbioru Q, a wiec
odpowiednia klasa abstrakcji, innym razem jest to przedzial poczatkowy
zbioru (Q, <), mianowicie %* = {g € Q: ¢ < i}. W ramach paradygmatu
teoriomnogosciowego jedyna odpowiedzig na pytanie dlaczego te dwa rézne
zbiory sa uwazane za t¢ sama liczbe jest pojecie izomorfizmu.

Po czesci jest tak dlatego, ze samo pojecie liczby mozna w ogdle wyelimi-
nowaé z tych rozwazan, a po czesci dlatego, ze pytanie to nie jest zwigzane
z zadnym problemem, ktéry mozna wyrazi¢ matematycznie.

Dla poréwnania zobaczmy, do jakich konkretnych, wyrazalnych matema-
tycznie pytan prowadzi to rozumienie liczby, jakie znalezlidmy u Dedekinda.

105 Taka konstrukcja liczb rzeczywistych jest zarysowana w [Russell 1919], rozdz. VII.
Znamienne, ze Russell w kilku miejscach zwraca uwage na to, co ,opdéznialo Scista teorieg
liczb niewymiernych”, a bagatelizuje ,metode dzielenia wszystkich elementéw ciagu na
dwie klasy”, a wiec pojecie przekroju Dedekinda — pojecie kluczowe w konstrukcji, ktora
przeprowadza.

1967Z0b. [Rudin 1982], s. 20, [Shapiro 2000(b)], s. 342-343.

10770b. ,zastapienie liczb wymiernych odpowiednimi ‘przekrojami wymiernymi’ jest
operacja zachowujaca sumy, iloczyny i porzadek. Fakt ten, moze by¢ wyrazony przez
stwierdzenie, ze cialo uporzgdkowane @ jest izomorficzne z cialem uporzadkowanym Q™
ktérego elementami sa przekroje wymierne. Oczywiscie r* nie jest tym samym co r, jed-
nak wlasnosci, o ktére nam chodzi (arytmetyczne oraz porzadkowe) sa identyczne dla
obu cial. Dzigki tej identyfikacji @ z Q*, mozemy traktowaé @ jako podcialo [ciala liczb
rzeczywistych — P.B.] R” [Rudin 1982], s. 22-23.
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Dedekind — jak pamietamy — pojmuje liczby wymierne jako ciato algebra-
iczne, w ktérym okreslony jest porzadek liniowy i gesty. Zupelnie naturalne
jest zatem pytanie, czy takie cialo w ogéle istnieje; postawit je Heinrich
Weber, a w odpowiedzi zarysowal klasyczng i powszechnie dzi§ znana kon-
strukcje liczb wymiernych.'®® Gdy jednak liczba wymierna jest zbiorem,
to odtwarzajac konstrukcje Dedekinda, liczby wymierne nalezy sklonowad
i przedstawi¢ je takze jako przekroje wyjsciowego zbioru liczb wymiernych.
Woéwczas wlasnosé (3) z §4

c=0<a—ce A,

jest istotnie paradoksalna, tj. jezeli ¢ = 51 (3 jest przekrojem zbioru (Q, <),
to nie moze by¢ tak, ze 8 € Q.

Rozwiazaniem tego problemu jest wyzej przedstawiona parafraza kon-
strukcji Dedekinda. W przedstawionym ujeciu wlasnoéé (3) w ogodle nie jest
uzyta, chociaz mozna jg jasno wyrazié:

F<a—qe€a. (4)

Wéwcezas mozna tez odtworzy¢ oryginalny dowdd ze Stetigkeit. W tym celu
postepowanie Dedekinda nalezy jeszcze tak uzupelnié. Gdy dany jest prze-
kroj (2,%d2) zbioru (P, <), to w miejsce definicji

Ai={ceR:cey}, As={ce R:ceAs},
trzeba przyjac
A1 ={q€Q:FaecQifa=7q"]}, Ax={geQ:3acAfa=7q"}

i pokazaé, ze para (Ai, As) jest przekrojem zbioru (Q,<). To zas moz-
na otrzymaé¢ wykazujac izomorficznosé struktur porzadkowych (Q, <) oraz
({¢* : g € Q}, <), mianowicie:

pr<q-—p<q

Zauwazmy, ze przyjmujac opisang wyzej teoriomnogos$ciows rekonstruk-
cje, mimo izomorficznosci struktur porzadkowych (Q, <) i ({¢*: ¢ € Q}, <)
mozna wskazaé wlasno$¢ matematyczna, ktora je odroznia: zbidr
{¢* : ¢ € Q} jest gesty w (P, <), natomiast zbiér Q nie jest gesty w (P, <),
bo w ogdle nie jest zawarty w P.

14.3. W XX-wiecznej literaturze Dedekinda konstrukcje liczb rzeczywi-
stych jako wstep do wykladu analizy matematycznej powtarzaja, m.in. G.M.

10876b. rozdz. Eudozos versus Dedekind, pkt. 14.
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Fichtenholtz, G. Kowalewski, Franciszek Leja, Witold Pogorzelski.'®? Wszy-
scy ci autorzy, podobnie jak Dedekind, nie odrézniaja liczb wymiernych
Q i odpowiadajacych im przekrojéw zbioru (Q, <), ale tylko Fichtenholtz,
tak jak Dedekind, czyni to zupelnie Swiadomie: odréznia przekrdj od liczby
niewymiernej « i przyjmuje, ze ,przekroj okresla liczbe niewymierng a”,
albo ze liczba niewymierna « jest ,zwiazana” z przekrojem, i odpowiednio
pisze: ,dla jednolitosci czesto bedziemy to czynili takze moéwiac o liczbach
wymiernych r”.110

15. Co to jest ciaglosé? Dedekind pisze, ze ,,dziedzina $R” obok uporzad-
kowania liniowego i gestosci ,,posiada jeszcze cigglo$é” — ,te sama ciaglosé,
ktora przystuguje prostej”; jest tez przekonany, ze cigglosé linii prostej bada
»czysto arytmetycznie” .

Rozumowanie kulminujace zasada ciagto$ci rozpoczyna opis zwiazku
miedzy linig prosta i liczbami wymiernymi, a kluczowa role odgrywaja
w nim pojecia porzadku i przekroju. Otéz tak punkty prostej, jak i licz-
by wymierne sa uporzadkowane liniowo i w sposéb gesty. Ponadto tak jak
,ha prostej znajduje sie nieskonczenie wiele punktow, ktore nie odpowiadaja
zadnej liczbie wymiernej”, tak i na osi (Q, <) ,istnieje nieskonczenie wiele
przekrojow, ktore nie s wyznaczone przez liczby wymierne”. Uzasadniajac
to Dedekind przywotuje z jednej strony geometryczne twierdzenia Elemen-
tow, a z drugiej przedstawia ,,czysto arytmetyczny” dowdd, bo przekroje osi
(Q, <) wyznaczajace luki sa definiowane za pomoca mnozenia w ciele liczb
wymiernych.

Matematyka wspolczesna adaptowala te pomysty Dedekinda, w ktérych
wykorzystana jest struktura algebraiczna liczb wymiernych, tj. wszystko to,
co znajdujemy w Stetigkeit und irrationale Zahlen poczynajac od §4. Roz-
wigzania odsylajace do matematyki greckiej, rozumowania z §3 mowiace
o linii prostej sa dzisiaj prawie niedostepne niczym kody zrédtowe, gdyz
opieraja sie na zapomnianej juz teorii proporcji z Ksiegi V Elementow.

15.1. Przejdzmy do pytania o ,istote ciaglosci”. Formulujac zasade cia-
gloéci Dedekind wyraznie ma na uwadze dwa rodzaje przekrojow osi (Q, <)
i zwigzane z tym szczegllne rozumienie nieciagtosci: nieciggloéé polega na
tym, ze istnieja przekroje wyznaczajace luki. Odpowiednio porzadek jest
ciagly, gdy nie ma przekrojow tego typu. Ale nawet gdy zaakceptujemy
Dedekinda rozumienie nieciggltosci, to i tak nie mozemy przyjac, ze ,istota
ciaglosci lezy w odwréceniu” tej zasady, ze ,istota ciagtoéci” polega na tym,
by kazdemu przekrojowi odpowiadat doktadnie jeden punkt.

10970b. [Fichtenholtz 1985], [Leja 1979], [Kowalewski 1923], [Pogorzelski 1951].
1070b. [Fichtenholtz 1985], s. 12.
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Zasada ciaglosci nie jest ,istota”’ ciaglosci, bo nie jest kategoryczng
charakterystyka zbioru liniowo uporzadkowanego. Przyjmujac, ze o$ liczb
rzeczywistych jest wzorcem zbioru uporzadkowanego w sposob ciagly za
Histote” ciaglodci uznajemy koniunkcje dwoch warunkéw: cigglodci w sensie
Dedekinda i o$rodkowoéci. Fakt ten juz w roku 1895 ustalit Georg Cantor.!!!
Natomiast w roku 1905 Edward Huntington i Oswald Veblen pokazali, ze
oérodkowos¢ i ciagloéé w sensie Dedekinda sa wlasnosci niezaleznyms.t?

Wskazane twierdzenia znane sg wiec od dawna, mimo to spotykamy jesz-
cze filozofow sktonnych powtarzaé za Dedekindem, ze zasada cigglodci uj-
muje jej ,istote” i charakteryzuje porzadek liczb rzeczywistych. Czytamy na
przyktad:

,Posiadanie najmniejszego gérnego ograniczenia przez kazda klase liczb rze-
czywistych majacych gérne ograniczenie jest podstawows formalna réznica,
jaka zachodzi miedzy liczbami rzeczywistymi a ilorazami [tj. liczbami wy-
miernymi — P.B.]. W tym wlasnie sensie méwi sie, ze ciag liczb rzeczywistych
jest ciggly, podczas gdy ciag ilorazéw nie jest ciagly. Z drugiej strony oba
ciagi sa geste w tym sensie, ze miedzy dwoma liczbami znajdzie sie jeszcze
trzecia” 113

Lecz, po pierwsze, ciaglosc¢ liczb rzeczywistych nie jest cecha relatywna:
struktura (R, <) jest charakteryzowana nie w poréwnaniu z (Q, <), a tylko
jako zbiér liniowo uporzadkowany. Po drugie, ciagtosé ,ciagu liczb rzeczy-
wistych” nie sprowadza sie do wtasnosci (DC), bo nie charakteryzuje ona
zbioru uporzadkowanego z dokladnoécig do izomorfizmu.!14

15.2. Drugie typowe nieporozumienie dotyczace ,istoty ciaglosci” po-
chodzi stad, ze w Stetigkeit ciaglos¢ jest wtasnoscig porzadku, natomiast
w dzisiejszej matematyce ciaglo$é¢ liczb rzeczywistych jest rozumiana jako
wlasnos$é albo samej struktury porzadkowej (R, <), albo ciala uporzadko-
wanego (R, +,-,0, 1, <).}5 Aby uzyskaé jednoznaczng charakterystyke ciata
uporzadkowanego § = (F, +, -, 0, 1, <) wystarczy przyjaé, ze zaden przekrdj
zbioru (F, <) nie wyznacza luki, a zatem nawet mniej niz wlasnosé (DC).

1170b. [Cantor 1895]; zob. takze wyzej pkt. 5.

1270b. [Huntington 1905], [Veblen 1905].

"3[Quine 1974], s. 266.

H470b. wyzej pkt. 4-5.

11570b. np. ,Kontynuujac wysitki Weierstrassa, kolejna prébe sformulowania rygory-
stycznej definicji ciagtosci oraz liczb rzeczywistych podjat Richard Dedekind (1831-1916).
Dedekind skupit si¢ na pytaniu: co doktadnie odréznia dziedziny ciggle od niecigglych?”
[Bell 2005], s. 149; ,,Obiektem matematycznym motywujacym pojecie spojnosci jest zbu-
dowana przez Dedekinda prosta rzeczywista. Podstawowsg struktura prostej rzeczywistej
jest jej uporzadkowanie” [Mioduszewski 2003], s. 9.
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Jest tak, bo, po pierwsze, porzadek kazdego ciata uporzadkowanego jest
gesty,!16 a po drugie, gdy w ciele uporzadkowanym § zaden przekréj zbio-
ru (F, <) nie wyznacza luki, to cialo § jest archimedesowe, a wtedy zbiér
utamkéw Fy ciala § jest gesty w zbiorze (F, <).17

15.3. Blad zwiazany z nieodréznieniem struktury porzadkowej i struk-
tury ciata uporzadkowanego zilustrujemy na przyktadzie artykutu Stewarta
Shapiro Frege meets Dedekind: A Neologicist Treatment of Real Analysis.''8
Czytamy tam:

yoadze, ze istotna wlasnoscia liczb rzeczywistych jest ciaglosé, dlatego neo-
logistyczna charakterystyka [liczb rzeczywistych — P.B] powinna zawieraé te
wlasnosé. Niniejsze opracowanie |. . .| czyni zado$¢ temu warunkowi. I to jest
chyba najwazniejszy punkt, w ktorym jestesmy diuznikami Dedekinda, ktéry
pokazal nam, jedynie za pomoca érodkéw logicznych, czym jest ciggtosé” 119

W artykule tym liczby rzeczywiste sa rozumiane jako cialo uporzad-
kowane, a ciaglosé to zasada supremum (,zasada zupelnosci”). Nic nie jest
natomiast powiedziane ani o gestoéci, ani o oérodkowoéci. Nie jest to oczywi-
Scie btad, bo mozna uznaé, ze tekst jest kierowany do czytelnika znajacego
te kwestie. Ale jeden moment zdradza, ze Shapiro nie panuje nad refero-
wanym materialem. Ot6z omawiajac dziatania na liczbach rzeczywistych,
w zwiazku z definicja mnozenia cytowany jest nastepujacy fragment Stetig-
keit und irrationale Zahlen:

,Podobnie jak dodawanie daja sie tez zdefiniowaé pozostale operacje tzw.
arytmetyki elementarnej, mianowicie tworzenie réznicy, iloczynu, ilorazu,
potegi, pierwiastka, logarytmu i w ten sposob udaje sie¢ uzyskaé prawdziwe
dowody twierdzen ... ktére, o ile mi wiadomo, nigdy dotad nie zostaly udo-
wodnione. Rozwlektos¢, ktérej nalezy sie obawiaé przy definiowaniu bardziej
skomplikowanych operacji, ma swoje zrédto czesciowo w naturze przedmio-

tu, jednakze w duzej czesci da sie jej uniknaé”. 120

A powyzszy passus jest tak komentowany:

»,Dedekind, poza kilkoma uwagami o cigglosci, nie przedstawil jednak zad-
nych szczegétéw, jak uniknaé owej ‘rozwleklogci’ .12

"Jezeli z,y € Fiz <y, tox <t <y.

W770b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 1-2.

1870b. [Shapiro 2000(b)].

19Shapiro 2000(b)], s. 361.

12076b. [Shapiro 2000(b)], s. 341 oraz [Dedekind 1872], s. 147.

121[Shapiro 2000(b)], s. 341.
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Dalej pada sugestia, ze owa ‘rozwleklos¢’ wynika stad, iz definiujac mno-
zenie trzeba rozpatrzy¢ przypadki liczb réznych znakéw. Uwagi Dedekinda
wskazuja jednak na co$ innego. Po zdaniach przytoczonych przez Shapiro
Dedekind definiuje przedziat i pisze:

»Wydaje sie, ze jeszcze wigksze rozwleklosci powinny sie pojawié, gdy przej-
dzie sie do tego, by liczne twierdzenia arytmetyki liczb wymiernych (jak np.
twierdzenie (a + b)c = ac + bc) przeniesé na dowolne liczby rzeczywiste”.122

Zarysowane dalej rozwigzanie polega na wykorzystaniu o$rodkowosci
przestrzeni liczb rzeczywistych i jest obecnie standardowym zabiegiem ana-
lizy matematycznej.!?3

Znamienne, ze omawiajac arytmetyke liczb rzeczywistych Shapiro po-
przestaje na zdefiniowaniu dodawania i mnozenia, a dzialania te mozna
owszem zdefiniowaé¢ przez proste odniesie do struktury algebraicznej liczb
wymiernych. Definiujac pierwiastek, potegowanie, czy logarytm trzeba juz
przywolaé gesto$é liczb wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych.

Quine, podobnie jak Shapiro, nie zauwaza osrodkowosci, a w zwigzku
z definicja operacji innych niz dodawanie oraz mnozenie pisze:

,,Delﬁilicja potegi [...] liczb rzeczywistych zostanie w tym szkicu pominie-
ta??

Nastepnie:

,Pojecie pierwiastka jest takim samym odwréceniem potegi, jak dzielenie
jest przeciwienstwem mnozenia; mozna je ekwiwalentnie zdefiniowa¢ za po-
mocyg dzielenia i potegowania”. 125

Kolejnosé jest tu jednak inna: najpierw trzeba zdefiniowaé pierwiastek
m-tego stopnla z liczby rzeczywistej, /a, pézniej potege o wykladniku wy-
miernym Qm, a wreszcie potege o wyktadniku niewymiernym a”.'?6 Gdyby
Quine podqu sie zdefiniowa¢ potege, to musiatby zauwazy¢ i te kolejnosé,
i o$rodkowos¢ liczb rzeczywistych, a wowczas by przyznal, ze nie tylko (DC),
ale i oérodkowos¢ charakteryzuje porzadek liczb rzeczywistych.

Nizej, referujac kolejny paragraf Stetigkeit omoéwimy definicje dziatan.

122 Dedekind 1872], s. 147.

12370b. nizej pkt. 16.5.

124[Quine 1974], s. 268.

125[Quine 1974], s. 269.

126 Gdy zdefiniowana, jest funkcja a”, mozna zdefiniowaé pierwiastek r-tego stopnia {/a.
To prawdopodobnie mial na uwadze Quine piszac, ze ,pojecie pierwiastka jest odwroce-
niem potegi”.
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16. Szosty paragraf rozprawy jest zatytulowany Dzialania na liczbach
rzeczywistych. Czytamy:

,Aby jakiekolwiek dzialania na dwoéch liczbach rzeczywistych «, 3 spro-
wadzi¢ do dziatan na liczbach wymiernych, trzeba za pomoca przekrojéw
(A1, A2) i (Bi1, Ba), ktore wyznaczone sa przez liczby a, [ w systemie R,
wydefiniowaé przekréj (Cq,Cs), ktéry odpowiadaé¢ ma wynikowi dzialania
7. Ogranicze sie tu do najprostszego przykladu — dodawania”.!?”

Co to sa ,,jakiekolwiek dzialania na dwoch liczbach rzeczywistych”? Od-
powiedz znajdujemy dwa akapity dalej: ,,tworzenie réznicy, iloczynu, ilorazu,
potegi, pierwiastka, logarytmu”.12®

Czy w kazdym z tych przypadkéw wynik dziatania na liczbach rzeczy-
wistych «, 8 mozna ,sprowadzi¢ do dziatan na liczbach wymiernych”? Od-
czytujac Stetigkeit und irrationale Zahlen literalnie bynajmniej nie jest to
powiedziane. Gdybyémy jednak chcieli podazaé tym tropem, to podstawowa
trudnoéé¢ polega na interpretacji owego ,sprowadzi¢”. Powiedzmy, ze zdefi-
niowaliémy przekréj (Cy, Cy), ktéry ,wyznacza” potege o, ale by wykazad,
ze (C1,C9) jest przekrojem, a nastepnie, ze zachodzi prawo APty =af a7
przywolujemy gesto$é¢ liczb wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych. Czy
w takim przypadku potegowanie liczb rzeczywistych zostato ,sprowadzone
do dzialan na liczbach wymiernych”?

16.1. Dedekind pokazal, jak dodawanie liczb rzeczywistych mozna ,spro-
wadzi¢ do dzialan na liczbach wymiernych”. Definicja zbioréw Cp, Cy po-
dana w Stetigkeit jest nastepujaca:

Cl = {Cl € R:3da; € A13by € Bl[al +b1 > Cl]}, Cy = R\Cl

Dedekind dowodzi, ze para (C1, C3) istotnie jest przekrojem, a gdy obie
liczby «, B sa wymierne, to zachodzi

Ve, € CiVey € CQ[Cl <a+6< CQ].

»Zatem w tym przypadku przekréj (C1, Cy) bedzie wyznaczony przez sume
o+ 6”'129

Przy zalozeniu, ze nie odrdznia sie liczb wymiernych R i odpowiada-
jacych im przekrojéw, zdefiniowane dodawanie zaciesnione do zbioru liczb
wymiernych pokrywa sie z dodawaniem w ciele liczb wymiernych.

127 Dedekind 1872], s. 146.

128[Dedekind 1872], s. 147.
129 Dedekind 1872], s. 147.
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»Nie bedziemy zatem w sprzecznoéci z definicja obowiazujaca w arytme-
tyce liczb wymiernych, kiedy we wszystkich przypadkach pod suma o +
dwu liczb rzeczywistych «, 8 bedziemy rozumieé te liczbe -y, przez ktora
wyznaczony jest przekréj (Cp, Co)”. 130

Dalej czytamy:

,Podobnie jak dodawanie daja sie tez zdefiniowaé pozostale operacje tzw.
arytmetyki elementarnej, mianowicie tworzenie réznicy, iloczynu, ilorazu,
potegi, pierwiastka, logarytmu i w ten sposéb udaje si¢ uzyskaé¢ prawdziwe
dowody twierdzen (jak np. v/2 - v/3 = v/6), ktére, o ile mi wiadomo, nigdy
dotad nie zostaty udowodnione”.!3!

16.2. ,Podobnie jak dodawanie”. Jezeli podobienstwo ma polegaé na
tym, zeby ,za pomoca przekrojéw (Ai, As), (B1, B2) wydefiniowaé prze-
kr6j (Cy,C2)”, to mnozenie (dodatnich) liczb rzeczywistych «, 5 mozna tak
okresli¢:

Cl = {Cl € R:da; € A13db € Bl[al -by > Cl]}, Cy = R\Cl

Mozna pokazaé, ze zdefiniowane dziatanie zawezone do zbioru liczb wy-
miernych sprowadza si¢ do mnozenia w ciele liczb wymiernych.

Tak samo mozna zdefiniowa¢ odejmowanie i dzielenie liczb rzeczywistych
oraz pokazaé, ze odejmowanie i dzielenie zawezone do zbioru liczb wymier-
nych sprowadzaja si¢ do odejmowania i dzielenia w ciele liczb wymiernych.

Poprzestajac na definicjach dzialan nie zauwazymy tej specyficznej wta-
snosci liczb rzeczywistych jaka jest osrodkowosé, a jest ona potrzeba do
zdefiniowania pierwiastka, potegi i logarytmu. Chyba to te funkcje mial na
uwadze Dedekind piszac o ,,bardziej skomplikowanych operacjach”.

16.3. ,Rozwlektosé, ktorej nalezy sie obawiaé przy definiowaniu bardziej
skomplikowanych operacji, ma swoje zrédto czesciowo w naturze przedmio-
tu, jednakze w duzej czesci da sie jej uniknaé”.132

Jak mozna uniknaé owej ,rozwlektosci”? W odpowiedzi Dedekind defi-
niuje przedzial zbioru (R, <) i zbioru (%R, <).

Najpierw definiowany jest przedzial liczb wymiernych, tj.

130 Dedekind 1872], s. 147.
131Dedekind 1872], s. 147.
132 Dedekind 1872], s. 147.
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,pewien system liczb wymiernych A, ktéry posiada nastepujaca charakte-
rystyczng wlasnoéé: jezeli a i a’ sg liczbami z tego systemu, to nalezg don

tez wszystkie liczby wymierne lezace miedzy a i a’”;'33

symbolicznie:
Vp,qe AVr e Rlp<r<q—reA.

H,oystem R wszystkich liczb wymiernych, jak réwniez obydwie klasy dowol-
29 134

nego przekroju sa przedzialami”.
Gdy dany jest przedzial liczb wymiernych A, to definiowany jest prze-
dzial liczb rzeczywistych. Jesli A jest ograniczony z géry, i z dotu, to

scata dziedzina R rozpada sie na trzy czeSci Ai, A, Ao i pojawiaja sie dwie
w pelni okreslone liczby wymierne lub niewymierne o, ag, takie, ze moga
one by¢ nazwane odpowiednio gérna lub dolna (czy najmniejsza i najwigk-
sz3) granica przedziatu A”.135

Przekrdj (A1, AU Ag) wyznacza liczbe aq, przekrdj (A3 U A, Ay) — liczbe
ag. I wreszcie ostateczna definicja:

,O kazdej liczbie, wymiernej lub niewymiernej «, ktéra lezy miedzy oy i o,
mozna powiedzieé, ze lezy ona wewnatrz przedziatu A”.136

16.4. Uzbrojony w te ustalenia Dedekind wraca do kwestii ,rozwlekto-
§ci”. Czytamy:

»Wydaje sie, ze jeszcze wicksze rozwleklosci powinny sie pojawié, gdy przej-
dzie sie do tego, by liczne twierdzenia arytmetyki liczb wymiernych (jak np.
twierdzenie (a + b)c = ac + be) przenies¢ na dowolne liczby rzeczywiste.
Tak jednak nie jest; przekonujemy sie bowiem, ze wszystko sprowadza sie
tu do udowodnienia, ze same operacje arytmetyczne posiadaja pewng cig-
glosé. Wyjasnie co mam tu na mysli w postaci nastepujacego twierdzenia

ogblnego” . 137

Nastepne zdania nalezy rozumieé jako definicje ciagltosci operacji:

wJezeli liczba A jest wynikiem pewnego rachunku wykonywanego na liczbach
a, B, 7, ...oraz A lezy wewnatrz przedzialu L, to mozna podaé przedziaty

133 Dedekind 1872], s. 147.
134 Dedekind 1872], s. 147.
135 Dedekind 1872], s. 147.
136[Dedekind 1872], s. 147.
137 Dedekind 1872], s. 147.
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A, B, C, ..., wewnatrz ktérych leza liczby «, §, v i bedace tego rodzaju,
ze wynik tego samego rachunku, ale wykonywanego nie na «, 3, 7, ..., a na
dowolnych liczbach przedziatéw A, B, C, ... bedzie za kazdym razem liczba
lezaca wewnatrz przedziatu L”.138

Mamy tu zatem tak zwana otoczeniowa definicje ciagtosci funkcji okre-
slonej na zbiorze liniowo uporzadkowanym. Czy odnosi sie ona tylko do
dziatan na liczbach rzeczywistych?

Weczesniej zdefiniowano pojecie przedziatu liczb wymiernych, a przez
funkcje rozumie sie m.in. dzialania arytmetyczne, mozna zatem wnosié, ze
ciaglto$¢ funkcji, np. dodawania, bynajmniej nie jest zwiazana z ciggloscia
dziedziny. Na podstawie powyzszych definicji mozna na przyktad pokazad, ze
dziatania arytmetyczne w ciele liczb wymiernych sa ciggte. Dlatego przyjmu-
jemy, ze w Stetigkeit und irrationale Zahlen obok ciaglosci porzadku zbioru
liniowo uporzadkowanego znajduje sie tez definicja cigglosci funkcji okreslo-
nej na zbiorze liniowo uporzadkowanym.

16.5. W zakoniczeniu omawianego paragrafu czytamy:

»,Ogromna rozwleklo$é wyslowienia tego twierdzenia [tj. definicji ciaglosci
funkcji — P.B.], sugeruje, ze trzeba dokonaé pewnych zmian jezykowych;
istotnie, da sie to zrobi¢ w sposéb doskonaly wprowadzajac pojecie wiel-
kosci zmiennej, funkcji, granicy; najbardziej celowe bedzie tez oprzeé¢ na
tych pojeciach juz definicje najprostszych operacji arytmetycznych, czego
tu jednakze dalej rozwija¢ nie mozemy” .13

Naszkicowany tu pomyst rozszerzenia operacji algebraicznych za pomoca
pojecia granicy zostal w matematyce zrealizowany.'? Nie bedziemy opisy-
waé zwiazanej z tym konstrukcji, bo zbyt daleko by nas to odwiodlo od
samej rozprawy. Zwrocimy natomiast uwage tylko na jedna kwestie.

Jak mozna wykazaé prawo rozdzielnoéci mnozenia liczb rzeczywistych
wzgledem dodawania? Zdaniem Dedekinda mozna tego dokonaé pokazujac,
ze ,same operacje arytmetyczne posiadajg pewna ciagtosé”. O co tu chodzi?

Postepowanie to zilustrujemy na przykladzie prawa rozdzielnosci mno-
zenia wzgledem dodawanie, a przy tym postuzymy sie pojeciem granicy.

Przyjmijmy jako dane ciaglos¢ dodawania i mnozenia liczb rzeczywi-
stych oraz to, ze kazda liczba rzeczywista jest granica pewnego ciagu liczb
wymiernych. Zaktadajac — tak, jak to jest u Dedekinda — ze R C fR oraz roz-

138 Dedekind 1872], s. 147-148.

139 Dedekind 1872], s. 147-148.

14970b. [Brokwin 1978], rozdz. IV, §2, tw. 4; zob. tez rozdz. Archimedes. Archimedes,
pkt. 13.
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dzielno$¢ mnozenie liczb wymiernych wzgledem dodawania, otrzymujemy —
przy jeszcze jednym zalozeniu, o ktérym nizej — rozdzielnosé mnozenia liczb
rzeczywistych wzgledem dodawania:

- (39) = Jim o (Jim b+ Jim cx) = Jim (o - (B c0)) =

= lim (an - by + ap - cp) = lim (a, - by) + lim (ap -cp) =a- B+ a7,
n—oo n—oo n—oo

gdzie (an), (bn), (cn) C R, a = nh_)n;o ap, B = nh_)ngo bp, v = nh_)ngo Cn-

Tym kolejnym zalozeniem jest gesto$é¢ liczb wymiernym w zbiorze liczb
rzeczywistych.

Zapewne takie wlasnie rozumowanie mial na uwadze Dedekind, gdy szki-
cowal krotki dowdd prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania liczb
rzeczywistych.

16.6. Wr6émy do kwestii definicji operacji pierwiastka, potegi i logaryt-
mu. W zwigzku z tym Dedekind pisze, ze ,przydatne okazuje sie pojecie
przedzialu”, a dalej ,granicy gérnej lub dolnej przedziatu”.

Istnienie supremum zbioru ograniczonego zostanie wykazane dopiero
w kolejnym paragrafie i byé¢ moze dlatego myél o tym, jak uniknaé ,roz-
wlektoéci” przy ,definiowaniu bardziej skomplikowanych operacji” urywa
sie i Dedekind przechodzi do tego, co juz wyzej oméwilismy: jak za pomoca
cigglosci dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych udowodnié prawa roz-
dzielnoéci mnozenia wzgledem dodawania. W rezultacie potega, pierwiastek
i logarytm nie zostaly w Stetigkeit zdefiniowane. Nizej pokazemy, jak mozna
to uzupetni¢. W tym celu zreferujemy odpowiednie fragmenty ksiazki G.M.
Fichtenholtza Rachunek réiniczkowy i catkowy. !

Rachunek rozniczkowy i catkowy to tradycyjny wyklad analizy matema-
tycznej. We Wstepie autor konstruuje liczby rzeczywiste metoda przekrojow
Dedekinda. Podobienstwo do wykladu samego Dedekinda jest daleko idace.
Fichtenholtz, tak jak Dedekind, nie konstruuje liczb wymiernych, ale defi-
niuje je jako cialo uporzadkowane, archimedesowe, a implicite przyjmuje,
ze liczby catkowite dodatnie spelniaja aksjomat indukcji; podobnie jak De-
dekind, nie odréznia liczb wymiernych od odpowiadajacych im przekrojow
i jest to zabieg najzupelniej swiadomy, a wreszcie, podobnie jak Dedekind,
wykazuje gestos¢ liczb wymiernych w zbiorze liczb rzeczywistych.

W odréznieniu od Dedekinda, Fichtenholtz nie przywiazuje wagi do tego,
aby dzialania na liczbach rzeczywistych sprowadzaé¢ do dziatan na liczbach
wymiernych. Dzialania sa definiowane po twierdzeniu o ciagtosci liczb rze-
czywistych i juz w definicji dodawania wykorzystana jest zasada supremum.

14170b. [Fichtenholtz 1985], Wstep.
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Wprowadzajac te ,bardziej skomplikowane” operacje Fichtenholtz korzysta
nie tylko z zasady supremum, ale i z o$rodkowosci.

Przyjmujac oznaczenia z rozprawy Dedekinda pokazemy, jak Fichten-
holtz definiuje pierwiastek, potege i logarytm.

16.7. Niech liczby rzeczywiste «, B beda wyznaczone przez przekroje
(A1, Aa), (B1, B2) zbioru liczb wymiernych (R, <).

Pierwiastek £ = %/, gdzie a > 0, jest definiowany jako przekréj (Cy, Cy)
zbioru (R, <) w nastepujacy sposéb:

Ci=R_U{0}U{ci€R :c"<a}, Co={ca€ Ry:cy >a}t

Dowodzac, ze liczba £ spelnia rownanie €™ = «, Fichtenholtz korzysta
z gestodci liczb wymiernych R w uporzadkowanym zbiorze liczb rzeczywi-
stych (R, <). Nastepnie pisze:

,Skoro udowodniono istnienie pierwiastka, w zwykly sposoéb ustala sie po-
» 143

jecie potegi o dowolnym wyktadniku wymiernym r”.
W zwykly sposéb”, czyli za pomoca mnozenia liczb rzeczywistych:
amr = ( %)n'144
Potege liczby rzeczywistej a > 1 o dowolnym rzeczywistym wyktadniku
B Fichtenholtz definiuje jako przekrdj zbioru (R, <), a dokladniej za pomoca
operacji supremum:

o =sup{a®:be R, b< ).

»Jezeli B jest wymierne, to podana wyzej definicja sprowadza si¢ do zwy-
klego rozumienia liczby o7 145

I dalej:

LLatwo sprawdzié, ze dla poteg o dowolnym wykladniku rzeczywistym za-
chowujg sie wszystkie reguly dzialan na potegach”.146

Nastepnie pokazuje, ze zachodzi prawo:
P a¥ = ot

1427 auwazmy, ze definicja zbioréw Cy, Co nie ,sprowadza sie do dziatan na liczbach
wymiernych”, bo warunek ,ci* > o” jest relacja w ciele uporzadkowanym liczb rzeczywi-
stych.

143 [Fichtenholtz 1985], s. 27.

144pryy okazji pokazuje sie, ze dowolna liczbe wymierna r Fichtenholtz przedstawia w
postaci -

145 Fichtenholtz 1985], s. 29.

146 Richtenholtz 1985], s. 29.
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a w dowodzie korzysta z gestosci R w (R, <).
Logarytm o podstawie o > 1 z liczby 3 > 0, log,, 3 = 7, jest definiowany
jako przekréj (C, Cy) zbioru (R, <):

012{016R2a61<ﬂ}, CQZ{CQER:a02>ﬂ}.

W tym przypadku, aby wykazaé, ze para (C,Cs) jest przekrojem, Fich-
tenholtz korzysta z osrodkowosci liczb rzeczywistych.

17. Ostatni paragraf Stetigkeit und irrationale Zahlen jest zatytutowany
Analiza infinitezymalna. Dedekind wraca tu do punktu wyjscia:

,Na zakoficzenie powinnisSmy jeszcze wyjasni¢ zwiazek, jaki zachodzi miedzy
naszymi dotychczasowymi rozwazaniami a pewnymi podstawowymi twier-

dzeniami analizy infinitezymalnej”. 47

Te podstawowe twierdzenia to:

(1) ,,Jezeli wielko$¢ x rosnie stale, ale nie ponad wszelka granice, to wielko$é
» 148

ta zbliza sie do pewnej granicy”,
(2) ,Jezeli przy procesie zmieniania si¢ wielkosci x, do kazdej liczby dodat-
niej 6 mozna dobra¢ odpowiednie miejsce, od ktérego poczawszy x zmienia
sie mniej niz o §, to wéwezas x zbliza sie do pewnej wartodci granicznej” .49

W obydwu przypadkach interpretacji wymaga pojecie ,wielko$é¢ zmienna
x”. W Stetigkeit jest ono tak definiowane:

»2Moéwimy, ze wielko$¢ zmienna x, przebiegajaca kolejne wartosci liczbowe,
zbliza sie do pewnej stalej granicy «, jesli w ciagu tego procesu x znajdzie
si¢ ostatecznie pomiedzy kazdymi dwoma liczbami, pomiedzy ktorymi lezy
réwniez « lub, co na jedno wychodzi, jezeli réznica r — « staje sie¢ co do
wartosci bezwglednej ostatecznie mniejsza od kazdej liczby danej réznej od
zera” 150

W zalezno$ci od przyjetej interpretacji zwrotu ,wielko$¢ zmienna z”,
odpowiednio nalezy tez zinterpretowaé zwrot ,zbliza sie¢ do pewnej stalej
granicy a”.

»,Wielkos¢ zmienna z” moze by¢ rozumiana albo jako ciag liczb rzeczy-
wistych (z,), albo po prostu jako podzbiér liczb rzeczywistych X C fR.

147 Dedekind 1872], s. 148.
148 Dedekind 1872], s. 148.
149 Dedekind 1872], s. 148.
150 Dedekind 1872], s. 148.
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W pierwszym przypadku zwrot ,wielko$¢ zmienna x zbliza sie do pewnej
stalej granicy o” bedzie interpretowany jako oo = 711220 ZTyn. W drugim — moze
by¢ interpretowany jeszcze na trzy rézne sposoby: kres zbioru, tj. a = sup X,
pochodna zbioru, tj. a € X9, domkniecie zbioru, tj. o € X.

Sens twierdzen (1), (2) jest nastepujacy: podaé taka charakterystyke
,wielkosci zmiennej x”, z ktorej wynika istnienie pewnej ,,wielkoSci granicz-
nej” a.

17.1. Gdy zwrot ,,wielko$¢ zmienna z” jest interpretowany jako ,,podzbior
X CR”, to twierdzenie (1) przyjmuje postaé:

(1a) Jezeli podzbiér X C R jest ograniczony z gory, to w R istnieje kres
gbérny zbioru X.

Jest to wiec zasada supremum, krétko (ZS). W Stetigkeit podany jest
nastepujacy dowdd implikacji (DC) — (Z5).

Niech X C R bedzie zbiorem ograniczonym z goéry. Definiowana jest para
zbioréw (24, As):

Histnieje jedna, a w konsekwencji nieskoniczenie wiele liczb ais tego rodzaju,
ze zawsze zachodzi x < ag; uktad wszystkich takich liczb as oznacze przez
Ao, a przez A; uktad wszystkich pozostatych liczb a1; kazda z liczb ap ma
te wlasnosé, ze w ciggu tego procesu ostatecznie bedzie x > ;"1

czyli
W={meR:IJreXz>n]}, As={awmeR:Vre X[z < ay}.1??
Dedekind sprawdza, ze para (2(;,%d2) jest przekrojem, a nastepnie pisze:

,w konsekwencji istnieje liczba «, ktéra jest albo najwigksza w klasie 2,
albo najmniejsza w klasie 2 (por. §5, IV)”.1%3

7 zaltozenia, ze ,wielkos¢ x ro$nie stale”, co rozumiemy w ten sposéb:
Vo € X3y € X[z < y], wynika, Ze « nie nalezy do klasy 201, a wiec a € 2s.

,Pierwszy przypadek nie moze zajsé, poniewaz x stale roénie, a zatem « jest

najmniejsza liczba w klasie 25”154

a stad wynika, ze Vz € X[z < a].

151 Dedekind 1872], s. 148.
152V zapisie tym wyszliémy od definicji zbioru 2z, bo jest ona jednoznaczna.
158[Dedekind 1872], s. 148.
154 Dedekind 1872], s. 148.
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W kolejnych zdaniach Dedekind pokazuje, ze « jest ,,wartoscig graniczna
zmiennej x”: dowolna liczba a; mniejsza od a nalezy do klasy A, stad dla
pewnego xo € X jest zg > ay. W rezultacie: Vo € X[z > 90 — = > aq].
Zatem:

n,Jakakolwiek liczbe «a; wrzieloby sie teraz, zawsze bedzie ostatecznie

a1 < < a, tzn. © zbliza sie do wartoéci granicznej o”,1%°

co w naszej interpretacji oznacza a = sup X.1%6

W podsumowaniu tego wywodu znajdujemy:

,Iwierdzenie to jest réwnowazne zasadzie ciaglosci, tj. przestaje ono za-
chodzié¢, gdy tylko wylaczymy jedna liczbe z dziedziny ‘R; albo méwiac
inaczej: jezeli to twierdzenie zachodzi, to zachodzi tez twierdzenie IV z §5
[tj. wlasnoéé (DC) — P.B]”.157

17.2. Gdy zwrot ,wielko$¢ zmienna x” jest interpretowany jako ,ciag
(zn,)”, woéwcezas twierdzenie (1) przyjmie postaé:

(1b) Jezeli ciag liczb rzeczywistych (x,) jest rosnacy i ograniczony, to

istnieje taka liczba rzeczywista «, ze lim z, = «.
n—oo

Dowdd tego twierdzenia jest parafraza wyzej przedstawionego dowodu.
Definiujac zbiory

A ={a1 €eR:IneNz, > o]}, Ao={azeR:VneNz, <]},

mozna pokazadé, ze para (21, 2s) jest przekrojem zbioru liczb rzeczywistych
(R, <), a wyznaczona przezen liczba « jest granica ciagu (x,).

17.3. Przechodzimy do twierdzenia (2). Gdy zwrot ,wielko$¢ zmienna z”
jest interpretowany jako ,ciag (z,,)”, to twierdzenie (2) traktuje o zupelnosci
w sensie Cauchy’ego:

(2a) (Y0 € Ry3kVn > k[jlxg — 2] < 6]) — (Fa € SR[nlLI& Ty = al);

zupelnos$é w sensie Cauchy’ego bedziemy dalej oznaczaé skrétem (CC).
To, ze ciag (x,) spelnia warunek Cauchy’ego jest interpretacja stéw:

155 Dedekind 1872], s. 148.

156 Doktadniej: jezeli 8 € A1 — —Vo € X[z < 5], jezeli B € A2 — a < .

157Dedekind 1872], s. 148. Parafrazujac stowa Dedekinda mozna powiedzieé, ze twier-
dzenie to przestaje zachodzié¢ takze i wtedy, gdy dolgczymy do R pewne liczby, np.
w strukturze niestandardowych liczb rzeczywistych.
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,Niech § bedzie dowolna wielkoscia dodatnia (tj. 6 > 0), na mocy zalozenia
bedzie wigc istniata chwila, poczawszy od ktérej z zmienial sie bedzie mniej
niz o 4, tzn. jezeli w tej chwili x bedzie mialo wartos¢ a, to nastepnie bedzie
stalex >a—d0ix<a+ 6.1

Gdy zwrot ,wielko§¢ zmienia x” oznacza ciag (x,), to zwrot ,jezeli
w tej chwili x bedzie mialo warto$¢ a, to nastepnie bedzie stale z > a — §
iz <a+d” oznacza

JkVn > kl|lxg — zn| < 6],  gdzie zp = a.
O twierdzeniu (2) Dedekind pisze:

,To twierdzenie odwrotne do dajacego sie tatwo udowodni¢ twierdzenia glo-
szacego, iz kazda wielko$¢ zmienna, ktéra zbliza sie¢ do pewnej granicy, zmie-
nia sie ostatecznie o mniej niz jakakolwiek liczbe dodatnia”,!>”

co w przyjetej interpretacji oznacza, ze ciag zbiezny spelnia warunek Cau-
chy’ego.

17.4. W Stetigkeit implikacja (DC) — (CC') jest tak dowodzona:

»,Niech § bedzie dowolna wielkoscia dodatnia (tj. 6 > 0), na mocy zalozenia
bedzie wiec istniata chwila, poczawszy od ktérej x zmienial sie bedzie mniej
niz o 4, tzn. jezeli w tej chwili x bedzie mialo wartosé¢ a, to nastepnie bedzie
stalex >a—d0ix<a+ .16

Co znaczy — w przyjetej interpretacji — ze ciag (x,) spelnia warunek
Cauchy’ego.

,Odrzuémy tymczasem zatozenie poczatkowe i zachowajmy jedynie fakt, ze
wszystkie pdzniejsze wartosci zmiennej x leza pomiedzy danymi warto$ciami
skonczonymi” . 161

Zatem, gdy ustalone jest § > 0, to istnieje takie k(4), ze dla n > k(6)
zachodzi |zys5) — ¥n| < & 1 dalej rozwazany jest nie caly ciag (zn), ale
prawie wszystkie wyrazy ciagu, czyli {z, : n > k(J)}. Tak wiec definicje,
ktére nizej odtwarzamy powinny odnosi¢ si¢ do zbioru {z, : n > k(d)}, lub
inaczej: indeksy n, j, ktére wystapia nizej spelniaja warunek j,n > k(0).
Dla uproszczenia zapisow pominiemy to zastrzezenie.

158 Dedekind 1872], s. 148-149.
159 Dedekind 1872], s. 148.

169 Dedekind 1872], s. 148-149.
161 Dedekind 1872], s. 148-149.
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W kolejnym kroku Dedekind definiuje dwie pary zbioréw (2,2s),
(B1,B2):

,do systemu 2y zaliczam liczbe ay (np. a + ), gdy w ciagu danego procesu
bedzie ostatecznie x < ag9; do systemu 2l; zaliczam kazda liczbe nie na-
lezaca do 2As; jezeli oy jest taka liczba, to jakkolwiek daleko posuniemy sie
w przebiegu zmiennoéci x, zawsze zdarzy si¢ jeszcze nieskonczenie wiele razy,

ze bedzie x > ay”,162

czyli
A ={a1 € R:Vjan > jla, > 1]}, Az ={a2 € R:3yVn > jlz, < azl}.

,Poniewaz kazda liczba «; jest mniejsza od kazdej liczby ai, zatem istnieje
pewna w pelni okreslona liczba «a, ktéra wyznacza przekrdj (201, 2) systemu

R i ktéra nazwiemy granicg gérna zmiennej skonczonej x”.163

Podobnie jest definiowana para (281, B2),
By = {6 € R:3jVn > jlz, > f1]}, Bo={fe € R:Vjdn > jlz, <[]}

Liczbe 8 wyznaczona przez przekrdj (B1, B2) Dedekind nazywa ,,granica
dolna zmiennej z”. Nastepnie czytamy:

,Obie liczby «, (8 sa oczywiscie scharakteryzowane przez nastepujaca wia-
snosé: jezeli € jest dowolnie mata wielkos$cia dodatnia, to ostatecznie zawsze
bedzie © < a+¢cix > 3 — ¢, ale nigdy ostatecznie nie bedzie x < a — € czy
T > ,8 + 677’164

co zapisujemy
Ve € RyFjVn > jlaz, € (a—e,a+e)N (B —¢,8+¢€)].
Dalej czytamy:

»2Mozliwe sg teraz dwa przypadki. Jesli a i § sa rézne, to koniecznie o > (3,
poniewaz zawsze oo > (1; [...]| a zatem pozostaje tylko drugi przypadek
a = ,8”.165

Tak wiec, po pierwsze, ma by¢, ze a > [, ale to wykazane jest nader
skrétowo.

192[Dedekind 1872], s. 149.

163 Dedekind 1872], s. 149.

164 Dedekind 1872], s. 149.

165[Dedekind 1872], s. 149. W polskim tlumaczeniu jest: ,koniecznie a > 3, poniewaz
zawsze az = 37.
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Z przyjetych przez nas definicji istotnie wynika, ze Voo € Aa[agy > (1],
a rozumujac nie wprost, dowéd wlasnosci —(a < ) mozna tak uzupelnié.
Gdy a < g, to dla pewnej liczby wymiernej 7 zachodzi a < (1 < S.
Z warunku o < 1 wynika istnienie takiej liczby wymiernej v, ze a < v < (1.
7 nieréwnosci a < v wnosimy, ze v € 2y i w rezultacie dochodzimy do
Sprzecznosci:

(Vag S 2[2[052 > 51]) A oy € 9/[2[@2 < ,31]

Po drugie, Dedekind pokazuje, ze hipoteza o > 3 prowadzi do sprzecz-
noéci:

y,zmienna z oscyluje i jakkolwiek daleko posunie si¢ proces zmiennosci z,
zawsze istnieja zmiany przenoszace warto$¢ (o — (3) — 2¢, gdzie € oznacza
dowolnie matg wielkos¢ dodatnia. Jednak poczatkowe zalozenie, do ktérego
teraz powracam przeczy temu ostatniemu wnioskowi” . 66

O co tu chodzi? ,,Zmienna x oscyluje” znaczy, ze przy ustalonym § prawie
wszystkie wyrazy ciagu (z,,) leza w przedziale (v(5) — 6, Tj(5) +6). Przyjmij-
my § = (o — 3) — 2e, gdzie € spelnia warunek (a — ) — 2 > 0. ,Wracajac
do poczatkowego zalozenia” dostajemy: dla n > k(9) jest |zy) — 20| < 0.
Liczby ¢ i € sa tak dobrane, ze (a—e,a+¢)N (B8 — €, 8 + €) = (. W rezultacie
otrzymujemy sprzeczno$¢ z wyzej wykazana zaleznoscia:

Ve € RyFjVn > jlan € ( —e,a+e) N (B —€ 0+ ¢€)l.

Skoro o > (3, a hipoteza a > [ prowadzi do sprzecznosci ,zatem pozo-
staje tylko a = 57.167

Gdy a = j, to zaleznosé
Ve € RiJjVn > jlz, € (a—e,a+e)N(B—¢€,0+¢€)],
przyjmuje postaé
Ve € Ry3jV¥n > jlz, € (o — e, + €)],
» 168

wzatem x zbliza sie¢ do wartosci granicznej o”.

17.5. W dowodzie Dedekinda istota role odgrywa opozycja nieskoficzone-
-skonczone. Nieskonczony podzbiér ciagu (x,) jest opisywany zwrotami:

166 Dedekind 1872], s. 149.
167 Dedekind 1872], s. 149.
168 Dedekind 1872], s. 149.
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sostatecznie bedzie” (prawie wszystkie wyrazy ciagu), ,nieskonczenie wiele
razy bedzie” (nieskonczenie wiele wyrazéw ciagu), ,nigdy ostatecznie nie
bedzie” (zaprzeczenie ,ostatecznie bedzie”).

Gdy zwrot ,wielko$¢ zmienna z” interpretujemy jako nieskonczony
i ograniczony podzbiér X C fR, to otrzymamy twierdzenie Bolzano-
-Weierstrassa:

(2b) Nieskonczony i ograniczony podzbiér liczb rzeczywistych posiada
punkt skupienia.

Przyjmijmy, ze zbiér X jest nieskonczony wtedy, gdy dla pewnego pod-
zbioru Y C X zachodzi, ze Y jest réwnoliczny z N (Y ~ N).169 Nastepnie
zdefiniujmy zbidr:

2B ={aeR:{re X :a<z} jest nieskonczony}.

Zbiér A4 jest niepusty i ograniczony z goéry. Mozna pokazaé, ze liczba sup 24
jest punktem skupienia zbioru X.

W tej interpretacji warunek ,do kazdej liczby dodatniej § mozna dobraé
odpowiednie miejsce, od ktérego poczawszy x zmienia sie mniej niz o §” jest
interpretowany jako ograniczonos¢ zbioru X:

JaeRVr e X[z >a—xz<a+d],
PeRVre Xz < f—x>p—90]

17.6. Z dowodéw twierdzen (1), (2) wynika, ze sens zwrotu ,,jest réwno-
wazne” ma znaczenie odmienne od tego, ktore jest dzisiaj powszechnie przyj-
mowane. Dedekind nie pokazuje, ze przy ustalonych zalozeniach, na gruncie
pewnej teorii zachodzi réwnowaznosé (DC) « (Z8S), czy (DC) < (CC),
ale to, ze gdy skonstruowany zbiér liczb rzeczywistych (R, <) ma wlasnosé
(DC), wtedy posiada tez wlasnosé (ZS) oraz (CC). W Stetigkeit liczby
rzeczywiste sa bowiem pojmowane jako szczegdlna konstrukcja, a nie jako
ciato uporzadkowane w sposéb ciagty.

Warto tez juz w tym miejscu powiedzieé, ze w ciele uporzadkowanym
§ = (F,+,-,0,1,<) istotnie zachodzi réwnowaznosé¢ (DC) < (ZS). Nie
jest natomiast tak, ze w dowolnym ciele uporzadkowanym zachodzi impli-
kacja (CC) — (DC): istnieja takie ciala uporzadkowane §, w ktorych jest
(CC) A—(DC).170

169%W matematyce znana jest tez inna definicja — nieskoficzonosci w sensie Dedekinda:
zbiér X jest nieskoniczony, gdy 3V & X[Y ~ X]. Przy pewnych zalozeniach definicje te sa
réwnowazne; zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. I1I, §4.

17070b. rozdz. Niestandardowe liczby rzeczywiste, pkt. 8 oraz rozdz. Archimedes, Archi-
medes, pkt. 8.
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Ponadto warunek (CC) moze by¢ tez zdefiniowany w dowolnej przestrze-
ni metrycznej. W zbiorze liczb niewymiernych z przedziatu [0, 1] definiowana
jest taka metryka, ze zachodzi twierdzenie (2), tym samym nie jest jednak
tak, jak pisze Dedekind, ze twierdzenie (2) ,przestaje zachodzié¢, gdy tylko
wylaczymy jedna liczbe z dziedziny SR .17

17.7. Philip Kitcher w ksigzce The Nature of Mathematical Knowledge
komentujac twierdzenia (1) i (2) z §7 Stetigkeit przyjmuje wersje (1b) i (2a)
i nie zauwaza, ze sa to tylko wybrane interpretacje; jednoczesnie pisze:

,Historycznie, liczby rzeczywiste byly wprowadzone geometrycznie bez ja-
snego sformutowania ich wtasnosci, stad dowodzac twierdzenia analizy, a nie
majac zadnych zasad arytmetycznych, matematycy musieli odwotywaé sie
do przedstawieni geometrycznych” 172

Do owego ,geometrycznego” rozumienia liczb rzeczywistych Kitcher za-
licza warunek Cauchy’ego zbieznoéci ciggu:

sistnienie granic, ktérych nie umial uzasadni¢ algebraicznie, bylto dlan [dla
29 173

Cauchy’ego — P.B.] uzasadnione przez odwolanie si¢ do geometrii”.

Jest to nader osobliwe rozumienie ,geometrycznosci”. Mozna owszem
uznaé, ze Cauchy przyjmowal warunek (CC), chociaz nie umial wyjas$nié
jego statusu. Gdy jednak zalozymy, ze przez liczby rzeczywiste implicite
rozumial Cauchy cialo uporzadkowane spelniajace warunek (CC), to nie
otrzymamy wniosku, ze Cauchy i Dedekind rozwijali analize matematycz-
na w tych samych, tj. izomorficznych, strukturach. Na dictum ,historycznie,
liczby rzeczywiste byly wprowadzone geometrycznie” ostatecznie mozna od-
powiedzie¢ pytaniem: liczby rzeczywiste, czyli co, jaka struktura ,,byta wpro-
wadzona geometrycznie”? Cialo uporzadkowane, w ktérym spetniony jest
warunek (CC), czy cialo uporzadkowane, w ktérym spelniony jest warunek
(DC)?

17170b. rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 15.

172[Kitcher 1984], s. 266. Odnotujmy tez, ze Robert Bunn w zwiazku z twierdzeniem (1)
przyjmuje interpretacje (1b), natomiast twierdzeniu (2) nadaje zupelnie osobliwa postac,
mianowicie: gdy f jest funkcja rzeczywista, to

V8 > 03xoVz[z > 20 — |f(x) — f(z0)| < ] — Iz liT f(z) =z

zob. [Bunn 2000], s. 223. Zatem pojecie ,wielkoSci zmiennej” zostalo tu zinterpretowane
jako wartos$é funkcji rzeczywistej. Podobnie jak Kitcher, takze Bunn nie zdaje sobie sprawy
z tego, ze interpretuje tekst Stetigkeit.

178 Kitcher 1984], s. 262.



68 KONSTRUKCJA DEDEKINDA

To samo odnosi sie do nastepujacych stéw Quine’a:

,Dedekind zwrécil uwage na fakt, ze klasy tego typu [tj. przekroje zbioru
(Q, <) — P.B.] stanowia model dla tradycyjnych liczb rzeczywistych (Stetig-
]ﬂ@it)” '174

Quine nie tylko nie charakteryzuje owych ,tradycyjnych liczb rzeczywi-
stych”, ale — jak widzieliémy wczesniej — niepoprawnie charakteryzuje dzi-
siejsze liczby rzeczywiste.!™

17.8. Stetigkeit und irrationale Zahlen konczy zdanie:

»,Niech przyktady te wystarcza do ukazania zwiazku pomiedzy zasada cia-
» 176

glosci a analizg infinitezymalng”.

18. Jaki jest matematyczny sens Stetigkeit und irrationale Zahlen, lub
inaczej: co pozostalo z tej rozprawy w matematyce? (1) Metoda uzupelniania
zbioru uporzadkowanego liniowo do zbioru ciagltego w sensie Dedekinda.!””
(2) Konstrukcja nowych obiektéw za pomocy przekroju.!™ (3) Aksjomat
cigglodci, czy to jako aksjomat arytmetyki liczb rzeczywistych,'™ czy jako
aksjomat geometrii.'8? (4) Definicja ciaglodci funkeji. (5) Zasada supremum,
jako sposéb definiowania obiektéw. (6) Konstrukcja obiektu, ktéry nazywa-
my liczbami rzeczywistymi.

W niniejszej pracy wydzielamy szczegdlny aspekt Stetigkeit, zajmujemy
sie mianowicie liczbami rzeczywistymi i opisujemy je jako przedmiot inten-
cjonalny.

174 [Quine 1974], s. 265.

17570b. takze: ,Scisla teorie liczb rzeczywistych opéznilo przeswiadczenie, ze musza
istnieé¢ ‘granice’ ciagéw zlozonych z utamkéw” [Russell 1919], s. 105. Pytaniem pozostaje,
co to sa owe ,niescisle teorie liczb rzeczywistych”.

176 [Dedekind 1872], s. 149.

177 Zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. IV, §11 i rozdz. VI, §2.

17870b. [Conway 2001].

17970b. [Cohen, Ehrlich 1963].

18070b. np. [Borsuk, Szmielew 1972).
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19. John Conway pisze:

,Zawsze byly problemy ze zrozumieniem, czym jest zbiér liczb rzeczywi-
stych. Rzecz stala sie jasniejsza okoto roku 1900, kiedy to przedstawicielom
logicyzmu udato sie zrealizowaé program zdefiniowania liczb rzeczywistych
w sposéb czysto teoriomnogoéciowy. Przedstawmy w skrocie podejscie, ktore
stalo sie juz powszechnie przyjete.

Liczby naturalne 0, 1, 2, 3, ..., o ktérych poczatkowo przyjmowano, ze
sg czyms$ dobrze znanym, albo byly definiowane poprzez aksjomaty Peano,
teraz moga by¢ zdefiniowane w ramach teorii mnogosci jako moce pewnych
zbioréw, lub jako skonczone liczby porzadkowe von Neumanna.

Nastepnie w pewien sposéb definiujemy liczby catkowite ..., —2, —1, 0,
1, 2, ...— w tym momencie nie jest wazne, jak to wyglada w szczegotach —
i przechodzimy do konstrukcji liczb wymiernych sposobem, ktéry sprowadza
sie do tego, ze za liczbe wymierna % uznajemy klase abstrakcji ztozona z par
uporzadkowanych liczb catkowitych, zawierajaca w szczegdélnosci pare (p, q).

Liczby rzeczywiste sa ostatecznie konstruowane jako przekroje Dedekin-
da (L, R), czyli takie podzialy zbioru liczb wymiernych na dwa zbiory L, R,
ze kazdy element zbioru L poprzedza kazdy element zbioru R”.'8!

Od strony matematycznej rzecz oczywiscie wyglada tak, jak to przedsta-
wit Conway. Gdy za$ chodzi o fakty historyczne, to nasz oglad jest odmienny.
Droge do teoriomnogosciowej konstrukeji liczb rzeczywistych metoda prze-
krojéw Dedekinda wyznaczaja trzy prace, ktére w zadnej mierze nie byly
motywowane filozofia logicyzmu, mianowicie: Lehrbuch der Algebra Heinri-
cha Webera (1895), Uber den Zahlbegriff Davida Hilberta (1900) i Grundla-
gen der Analysis Edmunda Landaua (1930).

Od Webera pochodzi wspélczesne rozumienie liczby wymiernej jako kla-
sy abstrakcji relacji okreslonej w zbiorze par liczb naturalnych, tj.

(m,n) = (p,q) <>qg m-q=mn-p,
181 Conway 1994], s. 93.
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nastepnie definicja porzadku liczb wymiernych

(m,n) <q (p,q) =g m-p<yn-q,

a wreszcie utozsamienie liczb rzeczywistych z przekrojami zbioru liczb wy-
miernych. Prace Webera omawiamy w rozdziale Fudoxos versus Dede-
kind.'®2
Hilbert podajac pierwsza aksjomatyke liczb rzeczywistych wprost sfor-
mutowal zaltozenia, przy ktorych mozna odtworzyé¢ wnioskowania Dedekin-
da. Artykul Hilberta omawiamy w rozdziale Aksjomaty.'33

Edmund Landau potaczyt osiagniecia Webera i Hilberta i szczegdlowo
odtworzyl konstrukcje Dedekinda przyjmujac w punkcie wyjscia jedynie to,
ze dane sg liczby naturalne. Nizej omawiamy ksiazke Edmunda Landaua.

18270b. rozdz. Eudozos versus Dedekind, pkt. 14-20.
18370b. rozdz. Aksjomaty, pkt. 1-3.



Edmund Landau, Grundlagen der Analysis, 1930

20. Ksiazka Edmunda Landaua Grundlagen der Analysis zawiera szcze-
gbtowo przeprowadzonag konstrukcje ciala liczb rzeczywistych metoda prze-
krojéw Dedekinda, a za punkt wyjscia przyjmuje liczby naturalne scharak-
teryzowane aksjomatami Peano. Kolejne rozdzialy sg zatytutowane: Liczby
Naturalne, Ulamki, Przekroje, Liczby Rzeczywiste, Liczby Zespolone.

Liczby naturalne oznaczane sg w Grundlagen matymi, ostatnimi literami
alfabetu lacinskiego z, ¥, z, liczby wymierne — duzymi, ostatnimi literami
alfabetu lacinskiego X, Y, Z, przekroje zbioru (Q, <) — malymi literami
greckiego alfabetu &, 7, (, liczby rzeczywiste — duzymi literami greckiego
alfabetu ¥, H, Z.

Omawiajac konstrukcje liczb rzeczywistych, szczegdlng uwage zwracamy
na rolg podwéjnego przedstawienia liczb wymiernych w dowodzie twierdze-
nia o ciaglosci liczb rzeczywistych.

Zaczniemy od liczb wymiernych.

21. ,Definicja 7: Przez utamek 1 (co czytamy ‘zy nad z3’) rozumiemy
pare liczb naturalnych xq, zo (w takim wlasnie porzadku).

Definicja 8.
o
T2 Y2
(~ czytamy jako ‘jest réwnowazne’) gdy

_ 184
T1Y2 = Tay1”.

W twierdzeniach 37-39 dowodzone sa wtasnosci relacji ~ nazywane dzi-
siaj zwrotnodcia, symetrig i przechodnioscig. Po tym Landau pisze:

»,Na podstawie twierdzen od 37 do 39, wszystkie utamki rozpadaja si¢ na
klasy w taki sposob, ze {1 ~ z—; wtedy i tylko wtedy, gdy 7L i Z—; naleza do
tej samej klasy” .18

184[Landau 1966], s. 19.

185[Landau 1966], s. 20.
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W kolejnym paragrafie podana jest, pochodzaca od Webera, definicja
porzadku utamkéw. Novum w stosunku do Lehrbuch der Algebra polega na
tym, ze Landau pokazuje, iz definicja ta nie zalezy od wyboru reprezentan-
tow. Nastepnie dowodzona jest zwrotnosé, przechodnio$é, spdjnoséé i gestoséé
porzadku utamkéw oraz zgodno$é dodawania i mnozenia z porzadkiem. Po
tym, w kolejnych paragrafie, podane sa m.in. nastepujace definicje i twier-
dzenia:

,Definicja 16. Przez liczbe wymierna rozumiemy zbiér wszystkich utamkéw
9 186

rownowaznych pewnemu ustalonemu utamkowi”.
»,Definicja 25. Liczbe wymierna nazywamy liczba catkowita, gdy reprezen-
tuje ona zbiér utamkéw, do ktérego nalezy utamek %”.187

,Iwierdzenie 113. Przyjmujac, ze liczbie naturalnej 1 przypisana jest klasa
ulamka %, a za nastepnik klasy §{ przyjmiemy klas¢ %, liczby catkowite
spelniaja pie¢ aksjomatéw liczb naturalnych” .18

W ostatnim twierdzeniu rozdzialu Ulamki dowodzony jest aksjomat
Archimedesa.

21.1. W literaturze przedmiotu ksiazka Landaua jest uznawana za pier-
wowzoér wspolezesnej konstrukeji liczb wymiernych.'®? Sadzimy, ze konstruk-
cja przedlozona przez Landaua ma sie tak do standardéw aksjomatycznej
teorii mnogoéci, jak konstrukcja Webera do standardéw poprawnosci przy-
jetych przez Landaua. To komu przypiszemy autorstwo wspoélczesnej kon-
strukcji liczb wymiernych zalezy od tego, co uznamy za wazniejsze: z pew-
noscia podstawowe pomysly (definicje) pochodza od Webera, a ostateczny
szlif konstrukeji od Landaua.®

22. Przejdzmy do dowodu twierdzenia o ciggtosci liczb rzeczywistych.
Przekrdj zbioru liczb wymiernych (Q, <) jest definiowany jako przedzial

186[Landau 1966], s. 35.

187 Landau 1966], s. 40.

188[Landau 1966], s. 40.

18970b. [Rasiowa 1979], s. 90, [Wilder 1956], s. 156.

19076b. ,Idac za przyktadem Webera z jego Lehrbuch der Algebra z roku 1895, zdefiniu-
jemy utamki jako klasy réwnowaznodci liczb catkowitych, ze wzgledu na relacje § = 5
wtw., gdy ad = cd [...] W ksiazce Landaua [Grundlagen der Analysis|, rozdzial II,
883—4, podany jest szczegdétowy dowdd Twierdzenia: Zbiér liczb wymiernych Q, z wyzej
zdefiniowanym dodawaniem i mnozeniem, jest cialem algebraicznym” [Mainzer 1995(a)],
s. 23.
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poczatkowy & zbioru (Q, <).'°! Elementy zbioru ¢ nazywane sa liczbami
dolnymi, elementy zbiory Q\¢ — liczbami gérnymi.

Landau, modyfikujac odpowiednio ustalenia Dedekinda, definiuje porza-
dek, dodawanie i mnozenie przekrojow, a nastepnie dowodzi wtasnosci, ktére
pozwalajg uznaé zbiér przekrojéow za ciato uporzadkowane.

22.1. ,Twierdzenie 151. Dla kazdej liczby wymiernej R, zbiér wszystkich
99 192

liczb wymiernych < R stanowi przekréj”.
Przekréj taki jest oznaczany symbolem R* i jest nazywany przekrojem
wymiernym.
W kolejnych twierdzeniach jest pokazane, ze zbiér przekrojow X*, gdzie
X jest liczba wymierna,

»posiada wszystkie te wlasnosci [...], ktére w rozdziale drugim zostaly wy-
kazane o liczbach wymiernych [...]. Dlatego porzucamy liczby wymierne
zastepujac je odpowiadajacymi im przekrojami wymiernymi, i dalej, odwo-
tujac sie do wczesniejszych ustalen, bedziemy musieli méwié¢ tylko w ter-
minach przekrojéw. (Liczby wymierne jednakze przetrwaja — w zbiorach —
w pojeciu przekroju)”.193

,Definicja 41. Symbol X (uwolniony teraz od swego poprzedniego znacze-
nia) bedzie oznaczal przekrdj wymierny X*, na ktory przenosimy tez nazwe
‘liczba wymierna’; podobnie pojecie ‘liczba catkowita’ bedzie odnosito sie do
przekrojéw wyznaczonych przez liczbe calkowita” .19

23. W Grundlagen der Analysis twierdzenie o cigglosci liczb rzeczy-
wistych nosi nazwe ,, Fundamentalnego twierdzenia Dedekinda”. Dowdd jest
prowadzony podobnie, jak w Stetigkeit und irrationale Zahlen, tj. via gestosé
liczb wymiernych (,,przekrojéw wymiernych”) w zbiorze liczb rzeczywistych
(w zbiorze wszystkich przekrojéw zbioru (Q, <)). W wykladzie Landaua jest
to twierdzenie 159. Zanim do niego przejdziemy, sp6jrzmy na dwa twierdze-
nia pomocnicze.

,Twierdzenie 157. Liczby wymierne to te przekroje, dla ktérych istnieje

najmniejsza liczba gérna X. To X takze jest przekrojem”.!?%

19176b. [Landau 1966], s. 43. Definicje przedzialu poczatkowego podajemy wyzej
w pkt. 14.

192[Landau 1966], s. 57.

193[Landau 1966], s. 63-64.

194 Landau 1966], s. 64.

195 [Landau 1966], s. 64.
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»Przekrdj” oznacza tu wezesniej zdefiniowany przekrdj zbioru (Q, <).
,Liczba wymierna” to ,przekrdj wymierny”, a wiec pewien przedzial po-
czatkowy & zbioru (Q, <). Liczba gérna X jest zatem elementem zbioru
Q\¢. Tak wiec X nie jest ,przekrojem wymiernym”, nie jest przekrojem
zbioru (Q, <). Tym sposobem symbol X wystepuje w dwoch znaczeniach:
jako przekréj zbioru (Q, <) i jako element zbioru Q. Spéjrzmy zreszta na
dowdd, gdzie juz w pierwszym zdaniu pojawia sie wskazana dwuznacznosé:

,Dowdd. 1) Dla przekroju X (poprzednie X*), X (liczba wymierna w starym
sensie) jest najmniejsza liczba goérna.

2) Jezeli dla przekroju £ istnieje najmniejsza liczba gérna X, to wtedy
kazda liczba dolna przekroju € jest < X i kazda liczba gorna jest > X, tak
ze przekréj ten jest X (dawne X*)”.196

,Iwierdzenie 158. Niech ¢ bedzie przekrojem. X jest liczba dolna wtedy
i tylko wtedy, gdy X < &, a stad jest liczba gorna wtedy i tylko wtedy, gdy
X > 5 77.197

W twierdzeniu 158 znajdujemy ten sam blad kategorialny: jezeli X jest
liczba dolna przekroju &, tj. jezeli X € &, to X jest liczba wymierna,
a nie ,,przekrojem wymiernym” i nie moze by¢ porownywana w sensie relacji
mniejszy wiekszy z przekrojem £. W dowodzie twierdzenia zreszta czytamy:

wJezeli X jest liczba gérna przekroju &, i jest najmniejszg taka liczba, to na
podstawie Twierdzenia 157 mamy X = ¢ 7,19

PrzejdZzmy teraz do twierdzenia o gestosci liczb wymiernych (,,przekro-
jow wymiernych”) w zbiorze wszystkich przekrojéw zbioru (Q, <).

,Twierdzenie 159. Jezeli £ < 7, to istnieje takie Z, ze £ < Z < n .19
Dowéd tego faktu jest taki sam, jak w Stetigkeit: na podstawie defini-
cji porzadku przekrojéw istnieje liczba X, ktora jest zarazem liczba gorna
przekroju £ i liczbg dolng przekroju 7. W przekroju n nie ma najwiekszej
liczby, zatem, na podstawie Twierdzenia 158 istnieje takie Z, ze zachodzi

ESX < Z<n .20

196[Landau 1966], s. 64.
Y97 Landau 1966], s. 64.
198[Landau 1966], s. 64.
199Landau 1966], s. 64.
20970b. [Landau 1966], s. 64-65.
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W dowodzie tym, tak jak w dowodach poprzednich twierdzen zmienne
X, Z oznaczaja i przekroje zbioru (Q, <) i elementy zbioru Q.

24. ,Fundamentalne twierdzenie Dedekinda” jest sformulowane doktad-
nie tak, jak w Stetigkeit und irrationale Zahlen: jezeli para (Ai,2Asz) jest
przekrojem Dedekinda zbioru (R, <), to istnieje liczba rzeczywista, ktéra
jest albo najwieksza w klasie 201, albo najmniejsza w klasie 25.20!

Dowéd twierdzenia jest powtdrzeniem rozumowania z §5 Stetigkeit.

Z uwagi na wskazang dwuznaczno$¢ w postugiwaniu si¢ liczbami wy-
miernymi konstrukcja przedstawiona przez Landaua plasuje sie pomiedzy
rozstrzygnieciem Dedekinda, gdzie liczby wymierne i ,,przekroje wymierne”
sg odrézniane w warstwie symbolicznej, a wspdélczesnym ujeciem, w ktérym
stosowane jest pojecie izomorfizmu.

20170b. [Landau 1966], s. 89. Nie przytaczamy oryginalnego sformulowania podanego
przez Landaua, bo jest ono bardzo rozbudowane, w szczegélnosci Landau nie uzywa pojecia
przekr6j Dedekinda, ale po prostu opisuje odpowiedni przekroj.
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Aksjomat Cantora-Dedekinda

W literaturze, tak filozoficznej jak i matematycznej, funkcjonuje slogan,
czy raczej zbitka stow ,aksjomat Cantora-Dedekinda”. Dla przyktadu Philip
Ehrlich we Wstepie do zbiorowej pracy Real Numbers, Generalizations of the
Reals, and Theories of Continua tak charakteryzuje sytuacje w matematyce
po roku 1872, czyli po opublikowaniu prac Dedekinda i Cantora:

,Nowo skonstruowane ciato uporzadkowane liczb rzeczywistych zyskato mia-
no arytmetycznego kontinuum, bo sadzono, ze ten system liczbowy w pet-
ni wystarcza do analitycznego przedstawienia wszystkich zjawisk ciagtych.
Zgodnie z tym przeSwiadczeniem przyjmowano, ze liniowe kontinuum geo-
metryczne jest izomorficzne z kontinuum arytmetycznym, zaé aksjomaty geo-
metrii byty tak dobierane, aby to istotnie zachodzito. Na cze$¢ Cantora i De-
dekinda, ktérzy jako pierwsi wysuneli te teze, odpowiednio$¢ miedzy tymi
dwoma strukturami zaczeto nazywaé aksjomatem Cantora-Dedekinda”.!

Zostawiajac na boku pytanie, czy zarysowany tu obraz jest zgodny z fak-
tami historycznymi, sprobujmy zrozumieé¢ tre$é¢ aksjomatu Cantora-Dede-
kinda. Z pewnoscig aksjomaty geometrii nie sg tak dobierane, aby struktura
linii prostej byla strukturg ciata uporzadkowanego, a zatem odpowiedniosé
jakich struktur jest ustalana w tym aksjomacie?

I drugi przyktad. Carl Boyer w popularnej ksiazce The History of the
Calculus and its Conceptual Development, komentujac Stetigkeit und irra-
tionale Zahlen pisze:

,Leibniz sadzil, ze zbiér stanowi kontinuum, jezeli miedzy kazdymi dwo-
ma elementami jest zawsze trzeci element zbioru [...]. Przyrodnik Ernst

!Ehrlich 1994(b)], s. viii. Nie potrafimy powiedzieé, jakie to fakty Ehrlich ma na
uwadze, gdy pisze, ze ,aksjomaty geometryczne byly tak dobierane”. Wiadomo, ze to Mo-
ritz Pasch (Vorlesungen tber neuere Geometrie, 1882) jako pierwszy potraktowal zasade
ciggltoéci Dedekinda jako aksjomat geometrii, stad jednak jeszcze daleka droga do tego,
aby ustali¢ izomorfizm miedzy kontinuum geometrycznym i kontinuum arytmetycznym.
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Mach uwazal réwniez, ze ta wlasnos¢ gestosci zbioru stanowi jego ciaglosé
[...], lecz badanie zbioru liczb rzeczywistych wykazalo, ze tak nie jest. Na
przyktad zbiér liczb wymiernych jest gesty, a jednak nie stanowi kontinuum.
Rozmyslajac nad ta sprawa, Dedekind doszed! do wniosku, ze pojecie ciaglo-
Sci prostej wyraza sie nie jakims$ nieokreslonym trzymaniem sie catosci, lecz
istota podziatu prostej za pomoca punktu. Zauwazyl, ze w kazdym podziale
punktéw prostej na dwie klasy takie, ze kazdy punkt jednej znajduje sie na
lewo od kazdego punktu drugiej, istnieje jeden i tylko jeden punkt dokonu-
jacy tego podziatu. Nie jest to prawdziwe dla uporzadkowanego zbioru liczb
wymiernych. Dlatego to wtadnie punkty prostej tworza kontinuum, a liczby
wymierne go nie tworza. [...] Teraz juz widoczne jest, w jaki sposéb nalezy
uzupeltnié zbiér liczb wymiernych, by utworzyl zbiér ciagly. Nalezy tylko
przyjaé¢ aksjomat Cantora-Dedekina: punkty prostej mozna przyporzadko-
waé wzajemnie jednoznacznie liczbom rzeczywistym”.?

Traktujac te stowa literalnie, aksjomat Cantora-Dedekinda orzeka, ze ist-
nieje bijekcja miedzy liczbami rzeczywistymi a punktami prostej, ale
z kontekstu uwag Boyera mozna wnosié¢, ze chodzi tu o izomorfizm struktur
porzadkowych.

Jeden aksjomat, jedna nazwa, a dwie rézne tezy: izomorfizm cial upo-
rzadkowanych, izomorfizm zbioréw uporzadkowanych.

W Stetigkeit und irrationale Zahlen — jak juz wiemy — nic nie jest po-
wiedziane o istnieniu bijekcji miedzy punktami prostej a liczbami rzeczy-
wistymi, a na podstawie innych zrédel mozna wykazaé, iz Dedekind jako
pierwszy wysunal hipoteze, ze linia prosta ,niekoniecznie musi by¢ ciaglta”,
czy mowigc wspdlezesnym jezykiem, ze aksjomat cigglodci jest niezalezny
od pozostatych aksjomatéw geometrii Euklidesowej.?

To, jak teza o wzajemnej odpowiedniosci miedzy punktami prostej i licz-
bami rzeczywistymi przedstawia sie w pracy Cantora Uber die Ausdehnung
eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen Reihen (1872), bo o nia
tu wlasnie chodzi, zaprezentujemy w nastepnym rozdziale, w tym za$, referu-
jac wybrane fragmenty ksigzki Karola Borsuka i Wandy Szmielew Podstawy
geometrii, pokazemy jak rzecz przedstawia si¢ w dzisiejszej matematyce.

2[Boyer 1949], s. 409-410. W stowach tych nie jest jasne do czego odnosi sie owo
yhalezy tylko przyjaé”, w jakim to celu nalezy przyja¢ aksjomat Cantora-Dedekinda?

3Z0b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 11.2, zob. takze rozdz. Eudozos versus De-
dekind, pkt. 23.



Karol Borsuk, Wanda Szmielew
Podstawy geometrii, 1972

Podstawy geometrii to ksiazka z zakresu metageometrii: wazne sa tu
twierdzenia o systemach geometrycznych, natomiast w ramach tych syste-
moéw dowodzone sa twierdzenia, ktoére beda uzyte w dowodzeniu twierdzen
o systemach.

Jednym z wazniejszych jest twierdzenie o kategorycznosci ,,geometrii Eu-
klidesa”.* 7 filozoficznego punktu widzenia to bardzo wazne twierdzenie,
nie spotkato sie ono jednak z nalezng mu uwaga. Co prawda, odgrywa ono
istotng role w ksiazce Hartry Fielda Science without Numbers, ale Field naj-
wyrazniej nie zna dowodu, co wiecej, podaje, ze zostalo ono udowodnione
przez Hilberta w Grundlagen der Geometrie, chociaz w Grundlagen nie ma
twierdzenia o kategorycznoéci geometrii Euklidesa.’

Kluczowa role w dowodzie twierdzenia o kategorycznoéci geometrii Eukli-
desa odgrywa fakt, ze w ,,przestrzeni Euklidesa” mozna wprowadzi¢ metry-
ke, z tym zas wiaza sie dwa twierdzenia, ktére mozna skojarzy¢ z aksjomatem
Cantora-Dedekinda: (1) twierdzenie o istnieniu metryki, a wiec — pozwalajac
sobie na uproszczenie — funkcji, ktéra punktom prostej przyporzadkowuje
liczby rzeczywiste, oraz (2) twierdzenie o surjektywnosci metryki, czyli —
pozwalajac sobie na uproszczenie — o tym, ze metryka przyjmuje wszystkie
nieujemne wartosci rzeczywiste.

Gdy aksjomat Cantora-Dedekinda zinterpretujemy jako koniunkcje tych
dwoch twierdzen, to gubimy gdzie$ pojecie struktury — czy to algebraicznej,
czy porzadkowej. Gdy zas $ledzimy dowody, to natrafiamy jednak na pewne
struktury porzadkowe i porzadkowo-algebraiczne. Ot6z na linii prostej de-
finiowany jest porzadek, tak ze w pewnym sensie staje si¢ ona przestrzenia
o$rodkows. Natrafiamy tez na okreslong strukture porzadkowo-algebraiczna,

4Drugi rozdzial Podstaw jest zatytutlowany Geometria Euklidesa. Geometria Euklidesa
to oczywiscie co$ innego niz geometria w Elementach Euklidesa.

SDoktadniej: Field wskazuje nawet nie Grundlagen, ale angielskie ttumaczenie dziesig-
tego wydanie Grundlagen, tj. [Hilbert 1980]; zob. [Field 1980], rozdz. III.
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mianowicie strukture odcinkéw swobodnych, za posrednictwem ktorej wpro-
wadzana jest metryka. W zbiorze odcinkéw swobodnych definiowane jest do-
dawanie, (ograniczone) odejmowanie, relacja wiekszosci, oraz (dzialanie ze-
wnetrzne) mnozenie przez liczby dwojkowe. Wszystkie zaleznosei zachodzace
w tej strukturze, przy odpowiedniej interpretacji, zachodza tez w struktu-
rze (Ry,+,+,<). Czy izomorfizm kontinuum geometrycznego i kontinuum
arytmetycznego mialtby odnosié¢ sie wiadnie do tych struktur? Ale struktura
odcinkéow swobodnych i linia prosta to bez watpienia rézne obiekty. Czym
zatem, jaka struktura jest linia prosta?

Podstawowa réznica miedzy tym, co znajdujemy w Podstawach geome-
trii, a przytaczanym w réznych kontekstach aksjomatem Cantora-Dedekinda
polega na tym, ze w wykladzie Karola Borsuka i Wandy Szmielew linia
prosta jest w pelni okreslonym obiektem matematycznym. Natomiast ani
Dedekind, ani Cantor nie dysponuja systemem geometrii w dzisiejszym ro-
zumieniu i dlatego nie wiadomo czym w ich pracach jest linia prosta. Mozna
owszem przyjaé, ze pojecie prostej odsyla do Elementéw Euklidesa. Ale
nawet i wtedy nie wiemy, ktére aksjomaty, postulaty, definicje i twierdzenia
mamy uzna¢ za jej charakterystyke. Zupelnie naturalne jest na przyklad
takie pytanie: czy aby ustali¢ odpowiednio$¢ miedzy prosta a liczbami rze-
czywistymi trzeba uwzglednié relacje, jakie zachodza na plaszczyznie, np.
piaty postulat Euklidesa:

,That, if a straight line falling on two straight lines make the interior angles

on the same side less than two straight lines, if produced indefinitely, meet

on that side on which are the angles less than two right angles”.5

Innymi stowy, czy rzeczona odpowiednio$é jest ustalana miedzy liczbami
rzeczywistymi a prosta euklidesowa, czy miedzy liczbami rzeczywistymi a
np. prosta geometrii absolutnej? Moze do ustalenia owej odpowiednioSci
wystarczy znaé jedynie relacje zachodzace na prostej? A jezeli tak, to jakie?
W Podstawach geometrii znajdziemy odpowiedzi na te pytania.

6[Euklides], Ksiega I, Postulaty, ,,Gdy dwie linie proste, na ktére pada pewna linia
prosta tak, ze katy wewnetrzne, ktére leza po tej samej stronie s mniejsze od dwoch katdéw
prostych, sa przedtuzone nieskonczenie, to przecinaja sie po tej stronie, po ktérej katy sa
mniejsze od dwéch katow prostych”; ,,Jezeli liniia prosta padaiac na dwie linie proste, czyni
katy wewnetrzne, po tyze samey stronie potozone, mnieysze od dwdch katéw prostych;
dwie te liniie proste w odleglos¢ nieskonczona przedtuzone, zeyda si¢ z tej strony, z ktérey
katy sa mnieysze od dwoch katéw prostych” [Czech 1817], s. 5; ,,jesli prosta padajaca na
dwie proste tworzy katy wewnetrzne po jednej stronie mniejsze od dwéch katow prostych,
te dwie proste przedluzone nieskonczenie zbiegaly sie po tej stronie, po ktérej sg te katy
mniejsze od dwdch katéw prostych” [Kolodziejezyk, Szczepkowski 2005(a)], s. 276.
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Przedstawimy teraz twierdzenie o istnieniu miary odcinkéw. Wywéd be-
dzie stosunkowo dlugi i szczegdlowy, ale taki by¢ musi, bo wtasnie do tych
szczegbdlow bedziemy odwolywaé sie w komentarzu zamieszczonym na kon-
cu tego rozdziatu, a takze w nastepnych rozdziatach. Na tle szczegotowe]
analizy twierdzenia o istnieniu miary, wyraznie pokazuje sie tez iluzorycz-
noé¢ tak mocno akcentowanego przez Fielda przeciwstawienia liczby—obiekty
geometryczne.

Aby uzgodnié komentarze z cytatami, przyjmujemy oznaczenia z Pod-
staw geometrii, powtarzamy tez numeracje aksjomatéw i twierdzen. Aksjo-
maty, ktére podamy to aksjomaty tzw. geometrii absolutnej, czyli — méwiac
swobodnie — aksjomaty geometrii Euklidesa bez aksjomatu o prostych réw-
nolegtych.

Zacznijmy od niewinnej, zdawaloby sie, uwagi ze Wistepu:

»W podanym tu wyktadzie geometrii za teorie wczedniejsze przyjmujemy
logike z teoria mnogosci oraz arytmetyke liczb rzeczywistych. [...] Pojecie
zbioru utozsamia sie z pojeciem wlasnosci. Wzor x € X bedziemy czytali
réwniez x ma wlasnosé X”."

Do tych stéw wrécimy w komentarzu na koncu rozdziatu.

1. Pojecia pierwotne: przestrzen, ptaszczyzna, prosta, relacja lezenia mie-
dzy, relacja réwnej odleglosci;

przede wszystkim wyodrebnia sie pewien uklad pojeé, tak zwanych pojeé
pierwotnych. Pozadane jest, aby mialy one mozliwie jasny sens intuicyjny.
Jednoczesnie przyjmuje sie zasade niekorzystania z innych pojeé, jak dlugo
nie zdefiniuje sie ich za pomoca pojeé¢ poprzednio zdefiniowanych” .8

Oznaczenia. Zbiér S — przestrzen; elementy zbioru S to punkty; punkty
oznaczane sg malymi literami a, b, ¢, p, q. Zbiér plaszczyzn P, P C S;
plaszczyzny oznaczane sg duzymi literami P, ). Zbiér prostych £, L C S;
proste oznaczane sa duzymi literami K, L, M, N.

SWzér p € L, ktéry moéwi, ze punkt p nalezy do prostej L czytamy takze:
punkt p lezy na prostej L, albo: prosta L przechodzi przez punkt p. [...]
Zbiory punktéw bedziemy nazywali figurami. Zatem proste i ptaszczyzny sa

szczegdlnymi przypadkami figur”.?

"[Borsuk, Szmielew 1972, s. 14-15.
8[Borsuk, Szmielew 1972], s. 14.
[Borsuk, Szmielew 1972, s. 14-15.
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Tréjargumentowa relacja lezenia miedzy B, B C 82, B(abc) czytamy
jako: punkt b lezy miedzy punktami a i ¢. Czteroargumetowa relacja réwnej
odlegtosci D, D C 8%, D(abed) czytamy jako: punkt a jest odlegty od punktu
b, jak punkt ¢ od punktu b.

2. Aksjomaty. W zapisie niektérych aksjomatéw wygodnie bedzie postu-
zy¢ sie skrétami symbolicznymi, zachowujemy przy tym ustalone wczesniej
konwencje oznaczen.

2.1. Aksjomaty Incydencji.

(I.1) VL3a,bla #bAa,be L].

(1.2) Va,b3L[a,b € L].

(I.3) Va,bVK, L[(a,b e K Na,be L) — K = L.

(I.4) YP3a,b,cla,b,c € PAa#b# cA-3L[a,b,c € L]].1°

(L5) Ya,b,c3Pla,b,c € P].

(I.6) Va,b,cVP,Qla,b,ce PNQ — (P =QV 3L[a,b,c e L])].
(L7) VLYPYa,b[(a #bAa,be LNP) — L C Pl.

(I.8) VP, QVadblae PNQ — (a#bAbe PNQ).

(I.9) 3a,b,c,d[(a # b # c# d) N—3P[a,b,c,d € P]].

Okazuje sig, ze istnieje dokladnie jedna prosta przechodzaca przez dwa
rozne punkty a, b.

,Prosta wyznaczong przez dwa rézne punkty a i b bedziemy nazywali prostg
ab” '11

2.2. Liniowe aksjomaty uporzadkowania.

B(abc) — (a #b# ¢ AN 3IL[a,b,c € L]).

B(abc) — B(cba).

B(abc) — —B(bac).

Va,b,c3L[(a # b # cNa,b,c € L) — (B(abc) V B(bca) V B(cab))].
Va,b3cla # b — B(abc)).

Va,b3cla # b — B(acb)].

B(abc) A B(bed)) — B(abd).

B(abd) N\ B(bed)) — B(abe).
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107apis a # b # ¢ oznacza trzy rézne punkty; analogicznie zapisujemy cztery rézne

punkty.
Y [Borsuk, Szmielew 1972], s. 30.
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3. Odcinek.

,Pare nieuporzadkowana {a,b} punktéw a i b bedziemy nazywali odcin-
kiem ab i oznaczali przez ab. Punkty a i b nazywamy koricam: odcinka ab.
Zbiér punktow lezacych miedzy punktami a i b bedziemy nazywali odcinkiem
otwartym ab lub odcinkiem (ab) i oznaczali we wzorach przez (ab)” .12

Niech i oznacza rodzine wszystkich odcinkéw otwartych lezacych na
prostej L. Pokazuje sie, ze spelnione sa warunki:

Vp,q € LU, Uy € U[p# q— (p € Ui, g€ Uy, Ui NU = 0)],

YU, U, GﬂVpELHUOEﬂ[pEUlﬂUQ HpEUQCUlﬂUQ].

Tak wiec rodzina $ moze stanowi¢ baze topologii (Hausdorffa) na proste;j
L. W zwiazku z tym czytamy:

»Przez topologie prostej L bedziemy w dalszym ciggu rozumieli topologie,
ktora jest zdefiniowana przez klase 4 wszystkich odcinkéw otwartych leza-
cych na prostej L.

Mozna teraz dla dowolnej prostej wprowadzi¢ kolejno wszystkie pojecia
topologiczne [...], w szczegdlnosci pojecie punktu skupienia, domkniecia
i wnetrza dowolnej figury F' C L, pojecia zbioru domknietego, otwartego,
spbjnego, pojecia granicy ciagu punktéw prostej L oraz funkeji ciagtej punk-
tu (ktérej wartosciami sa liczby rzeczywiste lub punkty) i funkcji ciaglej

zmiennej rzeczywistej, ktorej wartosciami sa punkty prostej”.'?

4. OS. Dowodzone jest twierdzenie:

»Dla dowolnej prostej L i dowolnego punktu a € L zbiér L — a rozpada si¢
w doktadnie jeden sposéb na sume dwdch zbioréw niepustych i roztacznych

L—a=A1UA,

spelniajacych trzy warunki:

(i) jedli p,q € Ay, to ~ B(paq),
(i) jesli p,q € Az, to ~ B(paq),
(iii) jesli p € A1 i q € Asg, to B(paq)”.14

12[Borsuk, Szmielew 1972], s. 34.

13[Borsuk, Szmielew 1972], s. 38-39.

[Borsuk, Szmielew 1972], s. 40. Zapis L — a oznacza L\{a}.
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Kazdy ze zbiorow Ai, As nazywany jest polprostg prostej L wyznaczona
przez punkt a; polproste A;, As nazywane sa poélprostymi dopetniajacy-
mi sie. Pélprosta wyznaczona przez punkt a jest oznaczana symbolem A,.
Polprosta dopetniajaca potprostej A jest oznaczana symbolem A*.

,,Polprosta A jest jednoznacznie okreslona przez swdj poczatek a i dowolny
punkt b lezacy na niej. Polprosta A bedziemy réwniez nazywali pdiprostg
ab” '15

4.1. W zbiorze J wszystkich péiprostych ustalonej prostej L definiowana
jest relacja
ARB «~¢g AC BV B C A.

Pokazuje sie, ze jest to relacja réwnowaznosci, a zbiér ilorazowy J/r jest
dwuelementowy: J/r = {O1,902}. Kazda z par £ = (L,91), £2 = (L,9Os)
nazywana jest prosta zorientowang lub osig, natomiast kazdy ze zbioréw 1,
D9 nazywany jest orientacja prostej L.

4.2. Porzadek punktéw na osi. Niech £ bedzie osig prostej L, niech p € L,
niech A, bedzie pélprosta wyznaczong przez punkt p. W zbiorze L definio-
wana jest relacja

P =q g Ap DAGNA, #F Ay

Pokazuje sig, ze porzadek < jest liniowy, gesty, bez elementu pierwszego
i ostatniego. Dalej méwiac o osi £ mamy na uwadze pare (L, <).
Zwiazek miedzy porzadkiem < i relacja B oddaje twierdzenie:

Va,b,c € £[B(abc) < a <b=<cVe=<b=<al.

,Porzadek punktow na prostej L jest okreslony przez wybranie jednej z jej
orientacji. [...] Aby ustali¢ porzadek na prostej L wystarczy dla dowolnie
obranych dwoéch réznych punktéw a,b € L ustalié¢, ktéry z nich bedziemy
uwazaé za wczesniejszy. Jezeli bowiem ustalamy np. a < b, to tym samym
nadajemy prostej L orientacje pélprostej ab, a orientacja okresla juz porza-
dek. Méwimy, ze jest to porzqdek od a do b” .1

5. Aksjomat Pascha. Dla plaszczyzny P, prostej K, punktéw a, ¢ niech
bedzie K C Pia,ce€ P.

5[Borsuk, Szmielew 1972], s. 40.

18[Borsuk, Szmielew 1972], s. 45. Tyle to trzeba byto mozotu, by zdefiniowaé porzadek
na prostej. Dla poréwnania zobaczmy, jak to wyglada u Dedekinda: ,,Jezeli odréznimy
oba istniejace kierunki nazywajac jeden ‘prawym’, a drugi ‘lewym’, i jesli p, ¢ sa dwoma
réznymi punktami, to albo p lezy na prawo od ¢ i jednoczesnie ¢ na lewo od p, albo na
odwrét, g lezy na prawo do p i jednoczesnie p na lewo od q. Trzecia mozliwos¢ nie istnieje,
jezeli p, q sa rzeczywiscie r6znymi punktami” [Dedekind 1872], s. 139.
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Prosta K lezy miedzy punktami a i ¢, symbolicznie B(aKc¢) wtedy i tylko
wtedy, gdy
a,c € P\K A 3b e K[B(abc)].

(0.9) ,Na plaszczyZnie P dane sa trzy niewspétliniowe punkty a, b, ¢ oraz
prosta K. Jezeli B(aKb) i c~ € K, to B(bKc) lub B(aKec)”.17

6. Kat i trojkat.

,Na plaszczyznie P niech dany bedzie punkt p. Rodzing wszystkich pdéipro-
stych o poczatku p lezacych w plaszczyznie P bedziemy nazywali pekiem
wyznaczonym przez punkt p” .18

»,Niech dany bedzie pek péiprostych B o wierzchotku p. Nieuporzadkowana
pare {AB} zlozona z réznych i zgodnych (tzn. nie dopelniajacych sie wza-
jemnie) pélprostych A i B peku B bedziemy nazywali katem AB i oznaczali
przez AB i BA. [...] Jezelia € Aib € B, to kat AB bedziemy oznaczali
réwniez przez £Lapb lub £bpa”.1?

,Nieuporzadkowana trojke {abc} niewspoétliniowych punktéw a, b, ¢ bedzie-
my nazywali trojkatem abc. Punkty a, b, ¢ bedziemy nazywali wierzchotkami,
odcinki ab, be, ac bokami, a katy bac, abc, acb kgtami wewnetrznyms trojkata
abc” .20

7. Polptaszczyzna. Niech prosta K lezy na plaszczyznie P. Pokazuje sie,
ze zbiér P\ K jest niepusty. W zbiorze tym definiowana jest relacja R:
PRq g ~B(pKq).”!
Pokazuje sie, ze R jest relacja rownowaznosci, a zbiér ilorazowy sktada
sie¢ z dwoch elementéw Wy, Wy, Zbiory te nazywane sg pdiptaszczyznami.

8. Aksjomaty przystawania.
1) D(aabd).

2) D(aapq) — p =q.

.3) D(abba).

4) (D(abpq) A D(abrs)) — D(pgrs).

17[Borsuk, Szmielew 1972], s. 47. Symbol ¢ ~ € K oznacza ¢ ¢ K. Aksjomat Pascha
jest zazwyczaj formulowany za pomoca pojecia tréjkata; zob. [Borsuk, Szmielew 1972],
s. 64.

orsuk, Szmielew , s. bl.

"®[Borsuk, Szmielew 1972], s. 51

19[Borsuk, Szmielew 1972], s. 58.

20[Borsuk, Szmielew 1972], s. 61.

21 Zapis B(pKq) czytamy jako: punkty p, ¢ leza po jednej stronie prostej K.
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W zbiorze wszystkich odcinkéw definiowana jest relacja
ab = cd g D(abcd).

Relacja = jest rownowaznoscia. Gdy ab = cd, to méwimy, ze odcinek ab
przystaje do odcinka cd.

»Klasy abstrakcji ze wzgledu na relacje = w zbiorze wszystkich odcinkéw
bedziemy nazywali odcinkami swobodnymi. Poszczegdlne odcinki bedziemy
nazywali teraz odcinkami zwigzanymi. Odcinki swobodne bedziemy ozna-
czali malymi literami gotyckimi [...]. Odcinek swobodny, ktérego reprezen-
tantem jest ab bedziemy oznaczali przez [ab]”.??

W kolejnych aksjomatach przystawania wystepuje relacja =.

(C5) (B(alblcl) VAN B(CLQbQCQ) A ai1by = asbs A bicg = b202) — a1C] = asca.

(C.6) ,Dla dowolnej pélprostej A o poczatku a i dowolnego odcinka pgq
istnieje dokladnie jeden punkt b € A taki, ze ab = pq”.%3

(C.7) ,Niech dane beda proste L; i Ly oraz punkty ai,bi,c1 € Ly, di ~
€ Ly 1ias,by,co € Lo, dy ~ € Ly. Jezeli B(alblcl), B(CLQbQCQ), airb; =
agbg, b101 = bQCQ, d1b1 = d2b2, to d101 = d262”.24

(C.8) ,Niech dana bedzie pélptaszczyzna W o brzegu K, odcinek ab C K
i trojkat pqr. Jezeli ab = pq, to istnieje doktadnie jeden punkt ¢ € W

taki, ze ac = pr i be = pg” .2

9. W zbiorze wszystkich odcinkéw zwiazanych definiowana jest relacja
porzadku:

a1b; < ashy = af Hp[B(agpbz) Aarby = pgbg].

Pokazuje sie, ze relacja ta jest antysymetryczna, przechodnia i spdjna
w tym sensie, ze dla dowolnych ai1by, asby zachodzi dokladnie jeden z wa-
runkow:

(a1b1 = agbg) vV (a1b1 < a2b2) vV (CL1b1 > CLng).ZG

*2[Borsuk, Szmielew 1972], s. 105.

23 [Borsuk, Szmielew 1972], s. 81.

*4[Borsuk, Szmielew 1972], s. 81.

?5[Borsuk, Szmielew 1972], s. 81.

26T wierdzenie o spéjnosci poprzedza uwaga: ,,Dowiedziemy teraz tzw. prawa trychoto-
mii dla odcinkéw, ktére stwierdza, ze miedzy para dowolnie obranych odcinkéw zachodzi
zawsze jedna z relacji przystawania, mniejszosci i wiekszosci” [Borsuk, Szmielew 1972],
s. 91. Zob. tez wyzej rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 11.6.
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10. Srodek odcinka. Srodkiem odcinka ab nazywany jest punkt ¢, ktéry
spelnia warunek:
dL[a,b,c € L A ac = cb.

Pokazuje sig, ze jezeli ¢ jest srodkiem odcinka ab, to B(acb).
Twierdzenie o istnieniu $rodka odcinka.

,43.3.T. Dowolny odcinek ma dokladnie jeden $rodek”.?”

10.1. Nie bedziemy przedstawia¢ dowodu tego twierdzenia, ale odnotuj-
my, co nastepuje. Po pierwsze, dowdd prowadzony jest w ramach geometrii
absolutnej, tj, bez uzycia aksjomatu Euklidesa o prostych réwnolegtych.
Po drugie, stosowany jest w nim aksjomat (C.8), ktéry mdwi o zwiazkach
zachodzacych na ptaszczyznie. Po trzecie, w dowodzie tym znajdujemy kon-
strukcje znana juz Euklidesowi, ktéra w FElementach przeprowadzana jest
za pomocy okregu (cyrkla) i linii prostej (linijki), a w Podstawach geometrii
jest oparta na aksjomacie (C.8). Dokladniej: w dowodzie twierdzenia

,To bisect a given straight line” >

stosowany jest postulat trzeci

,To describe a circle with any center and distance” .’

11. Struktura odcinkéw swobodnych.

11.1. Porzadek. Przyjmujac a = [a1b1], b = [a2bs], w zbiorze wszystkich
odcinkéw swobodnych definiowana jest relacja porzadku:

a<b S f arby < a2b2.30
Jest anysymetryczna i przechodnia; ,relacja < jest réwniez spojna’ 3!

tzn. zachodzi doktadnie jeden z warunkéw:
(a=b)V(a<b)V(a>b).

*7[Borsuk, Szmielew 1972], s. 93.

2 [Euklides], Ksiega I, tw. 10, ,Dany odcinek podziel na dwie réwne czesci”; ,Dana
liniia prosta oznaczona podzieli¢ na dwie réwne czesci” [Czech 1817, s. 14; ,Dana prosta
skoriczona podzielié¢ na pél” [Kolodziejezyk, Szczepkowski 2005(a)], s. 289.

»[Euklides], Ksigga I, Postulaty, 3, ,,Zakresl okrag o dowolnym érodku i promieniu”;
»Z punktu ktéregokolwiek, iako ze srodka; i iakakolwiek linii prostey diugoscia zakresli¢
koto” [Czech 1817], s. 4; ,narysowac koto o dowolnym $rodku i promieniu” [Kolodziejczyk,
Szczepkowski 2005(a)], s. 276.

30Fakt, iz tym samym znakiem oznaczany jest porzadek odcinkéw swobodnych
i odcinkéw zwiazanych nie prowadzi do nieporozumien, bo odcinki swobodne i zwigzane
sg oznaczane w odmienny sposéb.

3!Borsuk, Szmielew 1972], s. 106.
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Suma. Przyjmujac, ze ¢ = [ab] definiowana jest suma odcinkéw swobod-
nych a, b:
¢ =a+b <y IpB(apb) A a = [ap] A b = [pb]].

Roéznica i wielokrotnosé. Definiowana jest réznica odcinkéw swobodnych
a, b:
c=a—-bega=b+c

ylloczyn na liczby naturalnej n przez odcinek swobodny a definiujemy in-
dukcyjnie:

la=a, (n+1)a =na + a”.32

11.2. Zwiazek porzadku z dodawaniem.

,50.5.T. Dla dowolnych odcinkéw swobodnych a, b jest a < b wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje odcinek swobodny r taki, ze a + ¢ = b”.33

,00.6.T. Dla dowolnych odcinkéw swobodnych a, b, ¢, 0:

(i) a+b=b+a;

(i) (@a+b)+c=a+ (b+c);

(ili) jeslia<b,toa+c<b+c

(vi) jeSlia<bic<0D,to atc<bron34

11.3. Mnozenie przez liczby dwojkowe. Liczby dwdjkowe to liczby wy-
mierne postaci or, gdzie n € Z i k € N. Liczby te tworza pierscien.

Na podstawie twierdzenia o istnieniu srodka odcinka zwiazanego dowo-
dzone jest twierdzenie:

,»,00.7.T. Dla dowolnego odcinka swobodnego a istnieje doktadnie jeden od-

cinek swobodny p taki, ze r +1 = a”.%°

Twierdzenie to uzasadnia nastepujace definicje:

,Odcinek swobodny r taki, ze a = 2¥r, bedziemy nazywali ilorazem odcinka

swobodnego a przez liczbe 2% i oznaczali przez %a”.%

32[Borsuk, Szmielew 1972], s. 106.
33[Borsuk, Szmielew 1972], s. 106.
34[Borsuk, Szmielew 1972], s. 106.
35[Borsuk, Szmielew 1972], s. 107.
36[Borsuk, Szmielew 1972], s. 108.
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,Okreslamy iloczyn wa liczby dwéjkowej w przez odcinek swobodny a jako
odcinek swobodny n(%ka)”.

,01.8.T. Dla dowolnych liczb dwdjkowych w i v oraz dla dowolnych odcinkéw
swobodnych a i b:

(i) w(a+b) = wa+ wb;
(i) (w+v)a = wa+ va;
(iti) w(va) = (wo)a;

(iv) jesli a < b, to wa < wb;
(v) jedli w < v, to wa < va;
(vi) jesli wa < wb, to a < b;
(

vii) jedli wa < wb, to w < v”.37

»,02.1.T. Dla dowolnych trzech réznych punktéw a, b, ¢ zachodzi
[ab] + [bc] > [ac],

przy czym [ab] + [bc] = [ac] wtedy i tylko wtedy, gdy B(abc)”.38

13. Aksjomat ciaglosci.

,Wezmy dwa dowolne niepuste zbiory punktow X i Y. Jezeli istnieje punkt
a taki, ze
zp€ X iqeY wynika B(apq), (1)

to istnieje punkt b taki, ze

zp€ X —bigeY —bwynika B(pbq)”.%° (2)

Whprost z aksjomatu ciagtosci wyprowadzane jest twierdzenie:

»70.1.T. Niech dana bedzie 0§ £. Kazda poélprosta osi £, kazdy odcinek
otwarty osi £ i prosta L osi £ majg wlasnoéé Dedekinda” .40

Niech (X,Y) bedzie przekrojem zbioru (L, ~<). Gdy punktu b jest wy-
znaczony przez przekréj (X,Y), to zachodzi:

Vpe XVgeY[p=b=gl

37[Borsuk, Szmielew 1972], s. 109.

38[Borsuk, Szmielew 1972], s. 109.

39[Borsuk7 Szmielew 1972], s. 140. W komentarzu czytamy: ,Aksjomat ciagtosci jest
jedynym aksjomatem geometrii absolutnej, w ktérym korzysta sie z ogdlnego pojecia
zbioru”.

“0[Borsuk, Szmielew 1972], s. 140.
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Na podstawie aksjomatu cigglosci dowodzony jest:

,Pewnik Archimedesa. [...] Wezmy pélprosta A o poczatku ag, odcinek cd
i punkt b € A taki, ze apb > cd. Istnieje wéwczas liczba naturalna n taka,
ze wérdéd punktéw aq, ao, . .., a, € A okreslonych przez warunki

a1 < a2 < - <ap < apt1, agp_1ax=cd dlak=1,2,...,n+1,

punkty a1, as,...,a, leza na odcinku (agb), a punkt b nastepuje po punkcie
b’ .41

Z Pewnika Archimedesa wyprowadzane sg nastepujace prawa dotyczace
odcinkéw swobodnych a, b:
(71.2.) a<b—3IneNna<bA(n+1)a>1b,
(71.3) Va,b3n € N[na > b],
(71.4) 3k € N[zza < b],
(71.5) Va,b,c3n,k € Nfa<b — a < Zc < b].

14. Miara. Miara odcinkéw zwiazanych to funkcja rzeczywista ¢ okreslo-
na na zbiorze odcinkéw zwigzanych, przyjmujaca wartosci dodatnie i taka,
ze zachodzi:

(i) arc1 = agea — p(aicr) = p(ages),
(i1) B(abe) — ¢(ac) = p(ac) + ¢(be).

Niech ¢ bedzie miarg odcinkéow zwigzanych. Miara odcinkéw swobodnych

nazywamy funkcje rzeczywista 1 okreélong jak nastepuje:

a = [ab] — (a) = p(ab).

»18.3.T. Jezeli ¢ jest miarg odcinkéw swobodnych, to dla dowolnych a, b
i dowolnej liczby dwdjkowej w zachodzi

(i) a <b < y(a) <tp(b),
(i) @ <b—1(a—b)=1y(a)—p(b),
(iii) ¥(wa) = wip(a) 7.4

Dowodzone sg twierdzenia:

wJezeli funkcja 1) jest miara odcinkéw swobodnych, to miara odcinkéw swo-
bodnych jest rowniez kazda funkcja A, gdzie A jest dodatnig stata”.

“Borsuk, Szmielew 1972], s. 142.
“2[Borsuk, Szmielew 1972], s. 155.
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»18.5.T. Jezeli 1y jest miarag ustalona miara odcinkéw swobodnych, to dla
dowolnej miary odcinkéw swobodnych 1 istnieje taka liczby rzeczywista
A >0, ze P = \ipg” .23

15. Zanim przejdziemy do twierdzenia o istnieniu miary przedstawimy
fakty, ktére w jego dowodzie uznano za oczywiste.

(1) Zbiér dodatnich liczb dwéjkowych © jest gesty w (R, <). Najpierw
zauwazmy, ze zbiér O jest gesty w (Q4, <). Niech p,q € Q4+ i p < ¢. Ciag
2% jest zbiezny do zera, dlatego dla pewnego k zachodzi 2% < q¢—p. Na mocy
aksjomatu Archimedesa, dla pewnego n jest p < or < g.

Niech teraz r,s € Ry i r < s. Na podstawie gestosci Q+ w (R4, <)
dostajemy, ze dla pewnych p,q € Q4 zachodzi r < p < ¢ < s. Przyjmujac,
ze liczba dwdjkowa w lezy miedzy p i ¢, dostajemy r < w < s.

(2) Niech w € ©, niech r, s € Ry i niech bedzie w < r 4+ s. Wtedy
Jwy, we € Olw = wy + wa, wy <71, we < s|.

Istotny jest tylko przypadek, gdy r < 5§ < s. Z gestosci © w R wynika,
ze istnieje taka liczba dwdjkowa 6, ze zachodzi

=2 <0< <g<r+s< — 24 2
w 5—2 S 5 T B 5 8—2 S 5 )"

Liczba w — 0 jest dwdjkowa, spelniona jest tez nieréwnosé w — 0 < s.
Zatem otrzymujemy w =0+ (w —0), 0 <r, w—0 < s.

(3) Niech (A1, A2), (B1, Ba) beda przekrojami zbioru liniowo uporzad-
kowanego (X, <). Wéwczas

(A1 C By, Ay C BQ) — (Al = By, Ay = Bg)
Wynika to wprost z definicji przekroju.

(4) Jezeli zbiér O jest osrodkiem przestrzeni (R, <), to przekréj (A, Ag)
zbioru (O, <) wyznacza dokladnie jedna liczbe rzeczywista «, ktéra spelnia
warunek

Va; € A1Vag € Aszla; < a < ag).

Istotnie. Niech (A1, As) bedzie przekrojem zbioru (O, <). Przyjmijmy
a = sup Ay. Oczywiscie jest Vay € Ajfa; < «. Przypusémy, ze dla pewnego
ay € Ay jest ay < o. Wowezas Yai € Ai[a; < ay < al, co jest sprzeczne
z definicja liczby a.

“3[Borsuk, Szmielew 1972], s. 155.



94 O CIAGEOSCI LINII PROSTEJ

Przypusémy teraz, ze dla pewnej liczby 3, takiej ze 8 # «, zachodzi
Va, € A1Vaq € Ag[al < B < az].

Niech @ < 3. Wtedy dla pewnego a € O jest a < a < 3. W zaleznosci od
tego, czy a € Ajp, czy a € Ay otrzymujemy sprzeczno$é z definicja liczby
« lub 3.

7 drugiej strony jest tez tak, ze liczba rzeczywista o wyznacza, co naj-
wyzej, dwa rézne przekroje zbioru (O, <), mianowicie (A1, A2), (B1, Ba),
gdzie

A ={a1 €0 :a; < a}, As ={az € O :as > a},

By ={b €0:b; <a}, By ={by € O : by > a}.

Gdy a € O, to pary (A1, As), (B1,B2) sa réznymi zbiorami, ale na
podstawie wyzej poczynionych uwag, zaréwno (A1, Az), jak i (By, Ba) wy-
znaczajg liczbe «, i w tym sensie nie sg one ,istotnie rézne”.

Gdy a ¢ O, to (A1, A3) = (By, B2), a ponadto zachodzi:

Va, € AiVas € Asa; < a < ag).

Reasumujac to, co powiedziane w punkcie (4): tak jak jest wzajemna
odpowiednio$¢ miedzy przekrojami zbioru (R, <) a liczbami rzeczywisty-
mi (zasada ciaglosci), tak samo zachodzi wzajemna odpowiednio$é miedzy
przekrojami zbioru (O, <) a liczbami rzeczywistymi.

16. Twierdzenie o istnieniu miary.

»Niech ag bedzie dowolnym odcinkiem swobodnym, a xy dowolna liczba
rzeczywista dodatnig. Istnieje dokladnie jedna miara odcinkéw swobodnych
Y taka, ze (ag) = xo”. 4

7 twierdzenia 78.5. wynika, ze istnieje co najwyzej jedna taka miara.
Dowdéd polega zatem na wskazaniu takiej jednej miary v, ze 1 (ag) = xo.

,2Najpierw skonstruujemy miare ¢ przyporzadkowujaca odcinkowi ag liczbe
17 ‘45

44[Borsuk, Szmielew 1972], s. 156.
*5[Borsuk, Szmielew 1972], s. 156.
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Niech © oznacza zbiér liczb dwdjkowych dodatnich. Definiowana jest
para zbioréw (@ga), @ga)):

@g“) ={w € 0 :way < a}, @g‘) ={w € O :wap >a}.16

Korzystajac z twierdzen 71.3, 71.4, 51.8.(vii), pokazuje sie, ze jest ona
przekrojem zbioru (0, <) z naturalnym porzadkiem. Nastepnie czytamy:

,»a ze zbidr © jest gesty w zbiorze liczb rzeczywistych dodatnich, wiec istnieje

doktadnie jedna liczba rzeczywista dodatnia x, taka, ze dla dowolnych liczb

7. . . 7, 7 . . . a
dwojkowych wy i wg z nieréwnosci w; < zq < we wynika, ze w; € @g)

Ly € O 47

To, ze przekrdj (@ﬁu), @ga)) wyznacza doktadnie jedng liczbe rzeczywista,
x4, uzasadniliémy w poprzednim paragrafie, w punkcie (4). Przy zalozeniu
xq ¢ ©, istotnie zachodzi:

Y € 0w, € O [wy < 24 < wo).
W nastepnym kroku dowodu definiowana jest funkcja :
¥(a) = zq.
Oczywiscie 1 (a) € Ry. Pozostaje wykazaé¢ addytywnosé funkeji v:

P(a+b) =1(a) +1(b).

b
ga+ )’ @gaer))’

liczba ¥ (a) = x4 — przez przekrdj (@5“’,@5“)), liczba ¥ (b) = xp — przez

Liczba ¥(a+ b) = z44p jest wyznaczona przez przekrédj (©

przekroéj (@gb), @éb)). Na podstawie faktéw opisanych w poprzednim para-
grafie, w punkcie (4) wiadomo, ze 1(a + b) jest jedyna liczba, ktéra spelnia
warunek:

Vwy € @gqub)VwQ € 6§“+b) [w; < Y(a+b) < wyl.

Aby udowodnié réwnosé (a + b) = ¢(a) + ¥ (b), wystarczy pokazaé, ze
liczba x4 + xp = ¢(a) + 1(b) spelnia warunek

Ywy € @ga+b)Vw2 € @5““’) (w1 < xq + 2 < wol.

467Zauwazmy, ze w definicji tej pokazuje sie iluzorycznosé dychotomii arytmetyczne-
-geometryczne: para (@gﬂ), @(2“)) jest przekrojem zbioru (0, <) i jako taka mogltaby by¢
uznana za obiekt arytmetyki liczb rzeczywistych, jednakze jest ona definiowana w struk-
turze odcinkéw swobodnych.

“7[Borsuk, Szmielew 1972] s. 157.
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To zas mozna osiagnaé¢ w nastepujacy sposob.

Przyjmujac, ze x4, xp ¢ O, liczba rzeczywista x4 + xp ¢ ©. Gdy liczba
Zq + xp nie jest dwojkowa, to wyznacza dokladnie jeden przekrdj zbioru
(0, <), mianowicie pare

{fwed®:w<azs+ap},{weO®:w>xq+ xp}).

Pokazujac, ze zachodzi

{weO:w<az+z) COMY,  {we®:w>a,+uz) cOF,

na podstawie uwagi (3) z poprzedniego paragrafu, dostajemy
(weB:w<zs+a} =01, {weO:w>z,+z} =05,

W ten sposéb addytytwnosé funkcji ¢ sprowadza sie do zwiazkéw:

le c @[w1 < Xgq+Tp — W1 € @(a-i-b)]

Ywg € Olzg + xp < wg — wy € 9§a+b)].

I wtasnie te nieréwnosci sa dowodzone w Podstawach geometrii. Czyta-
my:

s2Mamy dowies¢, ze ¥(a + b) = x4 + xp, to znaczy, ze dla dowolnych liczb
dwdjkowych wi i wo nieréwnos$é wy < x4 + Tp < we pociaga za soba

w1 € @ga—i_b) i Wo € @ga—i_b) ”.48

Dowdd zalezno$ci

Yw; € © [wl < Xg+xHp — W E @5““’)

sprowadza si¢ do obserwacji, ze kazda liczbe dwoéjkowa w1, gdzie w; < Tq —|—
Tp, mozna przedstavvlc w postaci sumy taklch liczb dWOJkowych wl, wz,
wy = w1 + w2, ktoére spelniaja nieréwnoscé wl < Zg, w2 < Tp.

(a)

Jest bowiem tak, ze gdy w1 < X4, to w1 € @1 i gdy wg < xp, to

wg € @gb). Stad zas wynika, ze
’ . ”
wiag < d, 1 wWq Oy < b.

“8[Borsuk, Szmielew 1972], s. 157. Fakt, ze wystepuja tu nieréwnosci ostre zwiazany
jest tylko z tym, ze w przypadku réwnosci dowodzone dalej fakty sg oczywiste.
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Z kolei z nieréwnosci tych, na podstawie twierdzen 50.6.(iv) oraz 51.8.(ii),
dostajemy
wiag = (w; +wy)ag < a+ b,

czyli wy € @ga%).

W Podstawach geometrii dowdd zaleznosci

Yw, € © {wl < Xgt+xTHh — W1 E @gaer) ,

jest wlasnie sprowadzony do przedstawienia liczby w;:

,Niech w1 < x4 + xp. Z arytmetyki liczb dwdjkowych wiadomo, ze liczba
wy daje sie przedstawié¢ jako suma dwéch liczb dwéjkowych: wy = wll + wg ,
takich, ze w; < g i wg < xp. Z okreslenia liczb x4 i zp wynika, ze wll € @ﬁ“)
iwy €0, tzn

2 2 :

’ . "
wigp <a 1wy < b,

skad na mocy 50.6.(iv) oraz 51.8.(1) otrzymujemy wiag < a + b, czyli
wy € @(Cl—l—h),, 49
1 1 .

Podobnie pokazuje sie, ze zachodzi

b
w2>:ru+$b—>w2€®(2a+).

17. Twierdzenie o surjektywnosci miary.

,2Dana jest miara odcinkéw zwigzanych ¢ oraz polprosta A o poczatku
w punkcie a. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x > 0 istnieje (dokladnie
jeden) punkt b € A taki, ze p(ab) = z .50

Niech by € A, niech ¢(aby) = zp. Dla dowodu istotne sa dwa fakty:

(1) ,dla dowolnej liczby dwdjkowej w istnieje taki punkt p € A, ze
p(ap) = wxy”,!
(2) ,dla dowolnych punktéw p1,pe € A

w(ap1) < p(ap2) wtedy i tylko wtedy, gdy p1 < p2 » 52

W Podstawach fakty te sg podane jako oczywiste. Istotnie tatwo mozna
je udowodnié, jednak z filozoficznego punktu widzenia fakt (1) jest bardzo
wazny.

“*[Borsuk, Szmielew 1972], s. 157.
0[Borsuk, Szmielew 1972], s. 157.

![Borsuk, Szmielew 1972], s. 158.
°2[Borsuk, Szmielew 1972], s. 158.
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Ad (1). Niech w = gr. Na podstawie twierdzenie o érodku odcinka
istnieje taki punkt 71, ze B(arib) i ary = rb. Z twierdzenia 78.3 dosta-
jemy ¢(ary) = %xo. Powtarzajac te operacje w odniesieniu do odcinka
ary znajdujemy taki punkt ro, ze B(argri) i arg = rire. Ponadto zacho-
dzi p(ary) = 2%:[30. Ostatecznie znajdujemy taki punkt rg, ze B(argrg_1),
arg = re_17r 1 e(arg) = 2%:30.

Dla miary odcinkéw swobodnych 1 wyznaczonej przez ¢ zachodzi
Y([arg]) = Q%xo. Przyjmujac b = nlary|, dostajemy ¢(b) = wxy. Jedno-
czes$nie b = [cd] i na podstawie aksjomatu (C.6) na pélprostej A istnieje do-
ktadnie jeden punkt b taki, ze ab = cd. Ostatecznie p(ab) = ¥([cd]) = wxg.

Ad (2). Gdy p1 < pe, to ap1 < apz i [ap1] < [aps]. Jezeli miara odcinkéw
swobodnych 1) jest wyznaczona przez ¢, to na podstawie twierdzenia 78.3
otrzymujemy

e(ap1) = P(lap1]) < P([ap2]) = »(ap2).

Korzystajac ze spdjnosci porzadku <, implikacja
p(ap1) < p(ap2) — p1 < p2
sprowadza sie do wyzej pokazanej implikacji po < p1 — p(ap2) < ¢(ap1).

Przejdzmy do dowodu twierdzenia o surjektywnosci miary. Przyjmijmy,
ze ¢ € R4 jest ustalong liczba. Definiowane sa zbiory:

Xi1={pe€ A:p(ap) < z}, Xo={pe€ A:plap) >x}.5

Pierwsza cze$é dowodu polega na wykazaniu, ze para (X, X2) jest prze-
krojem zbioru (A, <). To, ze klasy X7, X5 sa niepuste otrzymujemy w na-
stepujacy sposob.

Dla pewnych k,n € N zachodzi

—x0 < T < NTo.

ok
Wiemy juz, ze dla pewnych g1, q2 € A bedzie
1
plaqr) = ok 10> p(agz) = nxo,

a zatem ¢ € X1 1 ¢qo € Xo.
Nastepnie, zachodzi

p1 € X1,p2 € X2 — ¢(ap1) <z < p(apz),
stad zas wynika, ze p; < pa.

53Zauwazmy, ze przekrdj potprostej jest definiowany przez nieréwnoéci w ciele liczb
rzeczywistych.
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»,Niech b bedzie punktem wyznaczonym przez przekrdj (X1, Xo) na péipro-
stej A”.54

Druga czesé dowodu polega na uzasadnieniu réwnosci p(ab) = .
Po pierwsze, z definicji liczby b wynika, ze

Va1 € X1Vaxg € XQ[JUl <b= 1’2].

Przypusémy teraz, ze p(ab) < x. Wowczas b € X;. Z gestosci © w (R, <)
wnosimy, ze dla pewnej liczby dwéjkowej w zachodzi
¢(ab) x

<w < —.
Lo L0

Dla pewnego q € A jest p(aq) = wxg. Z jednej strony mamy ¢(ab) <
wrg = ¢(aq), zatem b < q. Z drugiej strony zachodzi ¢(aq) = wxy < =z,
zatem g € X;. Ostatecznie

31‘1 c Xl[b =< :131],

co jest sprzeczne z faktem Vz, € X[z < b].
Podobnie pokazuje sie, ze do sprzecznosci prowadzi hipoteza p(ab) > x.
Zatem ¢(ab) = x.

18. Metryka w przestrzeni S. Dtugo$é¢ odcinka:

SWarto$é ¢(ab), jaka miara ¢ przyjmuje na odcinku ab bedziemy nazy-
waé réwniez diugosciq odcinka ab ze wzgledu na miare ¢ i oznaczaé przez
|ab|<p” '55

Niech ¢ bedzie dowolna miara odcinkéow zwiazanych. W zbiorze S x §

definiowana jest funkcja

- 0, gdya=5b
pelab) = { labl,, gdy a # b.

Jest py(ab) =0 < a = b, p,(ab) = py(ba) oraz, na podstawie twierdzen
52.1, 78.3 (i),

pp(ab) + py(be) > pylac).
Tak wiec funkcja p, jest metryka,

> [Borsuk, Szmielew 1972], s. 158.
%5 [Borsuk, Szmielew 1972], s. 158.



100 O CIAGLOSCI LINII PROSTEJ

Shazywamy ja metrykq wyznaczong przez miare . Metryki wyznaczone
przez miary bedziemy nazywaé¢ wlasciwymsi. Odtad przez metryke rozumieé
bedziemy zawsze metryke wlasciwa”.%6

19. Za pomocg metryki definiowany jest uktad wspotrzednych na pro-
stej. Niech ag € L. Niech A bedzie jedng z dwdch pélprostych, jakie na
L wyznacza punkt ag. Definiowana jest funkcja ® : p € L — 2P € R

laop|, gdype A
aP = 0, gdyp=ap
—laopl, gdy p € A*.

,Funkcje @ [...] nazywamy ukladem wspdirzednych wyznaczonym na prostej
L przez poczgtek ag i pélproste dodatnig A; liczbe xP nazywamy wspdlrzedng
punktu p w uktadzie ®.57

Po tym nastepuje twierdzenie okreslajace zwiazek miedzy prosta a licz-
bami rzeczywistymi:

,37.2.T. Dowolny uktad wspétrzednych ® na prostej L przeksztalca izome-
» 58

trycznie prosta L na przestrzen kartezjanska C;”.

C; oznacza tu przestrzen R, w ktérej odleglos¢ o(x, y) jest dana wzorem
|z — y|.>® Funkcja f : L — R jest izometria przestrzeni metrycznych (L, p,)
i (R,p), gdy f jest bijekcja i zachodzi py(x,y) = o(f(x), f(y)).

Warunki te spetnia uklad wspolrzednych ® : L — R. Istotnie, gdy na
prostej L dany jest uktad wspélrzednych, to wyrdzniony jest pewien punkt
ag. Niech p,q € L i niech p # q # ap. Na podstawie aksjomatu (O.4) nalezy
zbadaé trzy przypadki: B(aopq), B(pqao), B(paoq). Rozpatrzymy pierwszy
z nich.

Gdy B(agpq), to na podstawie twierdzenia 52.1. zachodzi [agp] + [pq] =
[aog]. Stad zas ¢(aop) + ¢ (pq) = ¢(aoq). Nastepnie

pe(pq) = ¢(pq) = ¢(aoq) — ¢(aop) = [2(q) — (p)| = o(®(p), B(q))-
Twierdzenie 82.7. opatrzone jest takim komentarzem:

»W ten sposob wykazalismy, ze kazda prosta jest izometryczna z Cq, a wigc
nie rézni sie pod wzgledem swych wlasnosci metrycznych od przestrzeni kar-

%6 [Borsuk, Szmielew 1972], s. 163.
®7[Borsuk, Szmielew 1972], s. 170.
8[Borsuk, Szmielew 1972], s. 171.
970b. [Borsuk, Szmielew 1972], s. 23.
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tezjanskiej C1. Mozemy wiec powiedzieé, ze aksjomaty geometrii absolutnej
» 60

charakteryzuja prosta pod wzgledem metrycznym”.

Jezeli aksjomatowi Cantora-Dedekinda mozna przypisaé¢ jaki$ matema-
tyczny sens, to bedzie to powyzsze twierdzenie. A zatem aksjomat Cantora-
Dedekinda to teza, ze linia prosta jest izometryczna z przestrzenia karte-
zjanska Cj.

50[Borsuk, Szmielew 1972], s. 171.
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20. Z ontologicznego punktu widzenia prosta jest przedmiotem wyzna-
czonym przez relacje zapisane w aksjomatach. Sa w nich okreslone zwigzki
punktéw z punktami, z prostymi, z plaszczyznami i z przestrzenia. Punk-
ty prostej moga by¢ rozpatrywane z uwagi na relacje B; wyznaczaja one
odcinki, ktére moga byé rozpatrywane z uwagi na relacje D. Punkty na
plaszczyznie wyznaczaja trojkaty, co pozwala rozpatrywaé relacje miedzy
tréjkatami i prosta.

Gdy poréwnujemy Podstawy geometrii z FElementam: Euklidesa, to
zwiazki zapisane w aksjomatach Podstaw odnajdujemy wprost lub implicite
(vide aksjomat Pascha) u Euklidesa. Zestawienie to pozwala zobaczyé, ze
w Podstawach nie wystepuje pojecie okregu, ze odcinki nie sg rozpatrywane
z uwagi na relacje proporcji (vide Elementy, Ksiega V). Z kolei w Elemen-
tach nie jest stosowany aksjomat ciagtosci. I juz chociazby ten ostatni punkt
pozwala uznaé, ze w Podstawach prosta jest innym przedmiotem niz w Fle-
mentach Euklidesa.

Widzimy tez, ze zaden z aksjomatéow Podstaw nie traktuje o zwiazku
miedzy prosta, a liczbami rzeczywistymi, miedzy plaszczyzna a liczbami
zespolonymi. Nie od razu tez widaé, ktére aksjomaty otwieraja mozliwosé
takim relacjom.

20.1. W ramach systemu geometrii definiowana jest topologia T na pro-
stej L. Nazywamy to aspektem — para (L,7) jest aspektem linii prostej.
Aspekt oznacza tu sposéb ujecia, sposéb opisu przedmiotu, ktéry — po-
wtérzmy — wprost jest dany przez relacje zapisane w aksjomatach.

Przyjmijmy, ze ciaglo$¢ rozumiemy jako charakterystyke porzadku li-
niowego; nie charakteryzuje ona ani relacji B, ani relacji D, nie jest zatem
wlasnoscig prostej rozumianej jako przedmiot, ktéry wprost jest wyznaczony
przez relacje zapisane w aksjomatach.

Wyrézniajac na prostej dwa punkty, wyznaczamy pewng pOlprosta
i wprowadzamy porzadek liniowy. Para (L, <) jest aspektem prostej. Cia-
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glosé jest cecha prostej uporzadkowanej, charakteryzuje zatem nie prosta,
ale jej aspekt.

20.2. W geometrii definiowana jest struktura odcinkéw, najpierw zwia-
zanych, nastepnie swobodnych. Miara ¢ kazdemu odcinkowi przyporzadko-
wuje liczbe rzeczywista — dlugoéé. Definicja miary wyprowadza juz poza
system geometrii. Rozumiemy to w ten sposéb: nie jest tak, ze aksjomaty
ograniczaja zakres mozliwych poréwnan, chociaz liczba rzeczywista nie jest
definiowana w systemie geometrii, to obiekty definiowane w tym systemie
moga by¢ poréwnywane z liczbami rzeczywistymi.

Dlugo$é, lub para (ab, p(ab)) to aspekt odcinka ab. Niczego podobnego
nie znajdziemy w Elementach — odcinkowi nie przypisuje sie tam ani liczby
rzeczywistej, ani zadnego innego obiektu. Z drugiej strony o odcinkach jest
powiedziane w Elementach co$ wiecej niz w Podstawach. W teorii proporcji
rozwinietej w Ksiedze V jest przyjete, co prawda nie wprost, ze odcinki
tworza strukture porzadkowo-algebraiczna 9 = (M, +, <), przy czym tyl-
ko jeden aksjomat charakteryzujacy zwiazek dodawania z porzadkiem jest
sformutowany ezplicite, mianowicie aksjomat Archimedesa:

Va,b € M3n[na > b].

Rekonstruujac strukture dedukcyjng Ksiegi V, mozna ustali¢ dwa kolejne
aksjomaty:
VYa,b € Mla>b— Jc € M[a=b+ (],

Va,b,c € Mla>b—a+c>b+c.°%

Aksjomaty te odnajdujemy w Podstawach jako twierdzenia opisujace struk-
ture odcinkéw swobodnych: 71.2, 50.5, 50.6.(iii).

20.3. Gdy dana jest miara ¢, w przestrzeni, i odpowiednio na prostej L,
wprowadzana jest metryka p,. Para (L, p,) jest aspektem prostej L.

Wybierajac na prostej punkt ag, wyznaczamy dwie pétproste; wybierajac
kolejny punkt b, gdzie b # ag, wyrdézniamy jedng z nich i na prostej jest
definiowany uktad wspétrzednych &.

20.4. Podobnie jest z liczbami rzeczywistymi. Przyjmijmy, ze liczby rze-
czywiste to ex definitione cialo uporzadkowane w sposéb ciagly. W ciele
uporzadkowanym definiowana jest wartos¢ bezwzgledna:

| = z, dlaz>0
= —z, dlaz <0.

5170b. rozdz. Eudozos versus Dedekind, pkt. 1-6.



104 O CIAGEOSCI LINII PROSTEJ

Nastepnie definiowana jest funkcja:
0:RXR3 (z,y) — |z —yl,

o ktérej, na podstawie zaleznosci zachodzacych w ciele uporzadkowanym,
pokazuje sie, ze spelnia aksjomaty metryki. Para (R, ) jest aspektem ciala
liczb rzeczywistych.

Aspekty (L, p,) oraz (R, o) sa poréwnywane z punktu widzenia zapisa-
nego w pojeciu izometrii. Z ontologicznego punktu widzenia w aksjomacie
Cantora-Dedekinda ustanawiany jest zwiazek miedzy wybranymi aspektami
linii prostej i liczb rzeczywistych, mianowicie miedzy (L, p,) oraz (R, ).

20.5. Wyzej napisaliémy, ze zaden z aksjomatoéw Podstaw geometrii nie
moéwi o zwigzku miedzy prosta, a liczbami rzeczywistymi, jak zatem jest
mozliwy aksjomat Cantora-Dedekinda?

Po pierwsze mozliwo$¢ poréwnania linii prostej z liczbami rzeczywistymi
stwarza pojecie dlugoéci odcinka. Zwiazana jest z tym zasada, ktora — jak
juz wiemy — nie jest podana ezplicite, ze obiekty definiowane w ramach
geometrii mogg by¢ poréwnywane z obiektami, ktére nie sg definiowane
w ramach geometrii.

Po drugie, pozwala na to szczegdlne rozumienie prostej, ktore nie jest
zapisane w zadnym aksjomacie i ktore nie wiaze sie z tym, ze prosta jest
pojeciem pierwotnym. Otéz definiujac uklad wspoétrzednych & : L — R
prosta L jest pojmowana jako ,figura geometryczna”, czyli ,,szczegdlny zbidr
punktéw”. Karol Borsuk i Wanda Szmielew przedstawiaja to jedynie jako
konwencje jezykowa, powtorzmy:

»Zbiory punktéw bedziemy nazywali figurami. Zatem proste i plaszczyzny
sg szczegdlnymi przypadkami figur”.

Nie chodzi tu bynajmniej o pojecie zbioru, ale o samo rozumienie prostej:
nazywajac linie prosta figura przyjmuje sie, ze sktada sie ona z punktéw.
Dla kontrastu, w Elementach Euklidesa na prostej mozna owszem wyroz-
ni¢ punkty, np. punkt przeciecia prostej z inng prosta, czy z okregiem, ale
w zadnym razie nie jest tak, ze prosta sklada sie z punktow. W Podstawach
geometrii nazywajac linie prosta figura geometryczna wprowadza sie takie
jej rozumienie, ktére nie jest zapisane w zadnym aksjomacie.

Jezeli aksjomatowi Cantora-Dedekinda mozna przypisaé jakis filozoficz-
ny sens to bedzie to supozycja, ze prosta sktada si¢ z punktéw. Te mysl
znajdujemy w Stetigkeit und irrationale Zahlen, w zdaniu:

»Jezeli p jest okreslonym punktem L, to wszystkie punkty L rozpadaja si¢ na
dwie klasy P, P, z ktérych kazda zawiera nieskonczenie wiele indywidudw;
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pierwsza klasa P; zawiera wszystkie punkty pp, ktore leza na lewo od p,
a druga klasa P, zawiera wszystkie punkty po, ktore leza na prawo od p;
sam punkt p moze by¢ zaliczony albo do Py, albo do P». W kazdym razie
rozktad punktow prostej na dwie klasy lub czesci P, P» jest zawsze tego
rodzaju, ze kazdy punkt klasy P; lezy na lewo od kazdego punktu klasy
P2a7‘62

Dedekind byl pierwszym matematykiem, ktéry w ten sposdéb pomyslal
o linii prostej i przyjal, ze sktada sie ona z punktéw, ktore sg — jak to dzisiaj
moéwimy — uporzadkowane liniowo.

52[Dedekind 1872], s. 139.






KONSTRUKCJA CANTORA







Konstrukeja

Cantora konstrukcja liczb rzeczywistych jest zarysowana w pierwszej cze-
$ci trzytomowej Analizy Krzysztofa Maurina i stanowi podstawe przeboga-
tej prezentacji najrézniejszych metod XX-wiecznej analizy matematycznej.!
Punktem wyjécia samej konstrukcji sa w tym ujeciu liczby wymierne.

Szczegbdlowy opis konstrukcji znajdujemy w Arytmetyce teoretycznej Wa-
ctawa Sierpinskiego.? Tu przedstawione sa jedynie arytmetyczne aspekty
liczb rzeczywistych, a caly wyktad ma charakter quasi filozoficzny: wycho-
dzac od opisu liczb naturalnych, ze struktur prostszych konstruowane sa co
raz to bardziej ztozone struktury arytmetyczne. W rezultacie liczby rzeczy-
wiste znajduja sie w tancuszku wstepujacych systemoéw: liczby catkowite,
liczby wymierne, liczby rzeczywiste, liczby zespolone, kwaterniony.?

W ujeciu Sierpinskiego dziedziny kolejnych struktur rozszerzane sg za
pomocg odpowiednich relacji réwnowaznosci.

1. Przyjmujemy, ze dane jest cialo uporzadkowane liczb wymiernych
0Q=(Q,+,-,0,1,<). Kolejne kroki konstrukeji sa nastepujace:

(1) C =g {(an) € QN : Ve € Q1 IkVm[k < m — |ag — am| < €]},
(2) w C definiowana jest relacja réwnowaznosci

(an) = (bp) «qr Ve € QLIEYmMk <m — |am — by| < e,

(3) R =g C/=,
(4) w R definiowane sa dzialania

[(an)] ® [(bn)] =gf [(an +0n)];  [(an)] © [(bn)] =ar [(an - bn)],

!Zob. [Maurin 1991].

2Zob. [Sierpinski 1966].

3W zwigzku z filozoficznym charakterem tego wyktadu zob. np.: ,Liczac elementy
podzbioréw zbioru A przypisujemy im [...] pewna liczbe naturalna, jako jego licznosé.
To jest gléwnym i na pewno najbardziej pierwotnym zastosowaniam liczb naturalnych.
Czym wiec sa liczby naturalne? Odpowiemy za Fregem: liczby naturalne sg wlasnosciami
zbioréw, gdyz mozemy je orzeka¢ o pewnych zbiorach, méwiac, ze maja one tyle a tyle
elementéw. C6z to jednak jest wlasnosé? Wilasnoséé jest to ...” [Sierpifiski 1966], s. 43.
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oraz porzadek
[(an)] < [(bn)] «ar Fe € QpIEKYM[E <m — (b, — am) > €],

(5) Or =qr [(0,0,...)], 1gr =g [(1,1,...)], czy ogdlnie qr =4 [(q,q,--.)],
gdzie q € Q.

1.1. Zbiér C to zbidr ciagdéw spelniajacych warunek Cauchy’ego (ciagéw
fundamentalnych).

Warto$é bezwzgledna | | wystepujaca w formule definiujacej zbiér C jest
definiowana w zbiorze liczb wymiernych na mocy zalozenia, ze Q jest cialem
uporzadkowanym:

Iq] = q, dlag>0
9= —q, dla ¢ < 0.

Sama definicja ciata uporzadkowanego po raz pierwszy zostata podana
przez Hilberta w roku 1900.4

Definicje wartosci bezwzglednej znajdujemy w pracy Carathéodory’ego
z roku 1917.5 Jest tam pokazane, ze w dowolnym ciele uporzadkowanym
zachodzi:

llal = [b]] < la +b] < |al + [b],°

co moze $wiadczy¢ o tym, ze fakty te, dzisiaj dowodzone tylko w podrecz-
nikach szkolnych, byly traktowane przezen jako nowe i warte dowodu.

Dla poréwnania zobaczmy, co w tym samym czasie o wartosci bezwzgled-
nej pisali inni matematycy.

Ernesto Cesaro w pracy z roku 1904 nie definiuje wartosci bezwzglednej,
a pierwsze wystapienie symbolu | | — w zwiazku z definicja granicy, w wy-
razeniu |a,| < € — opatrzy! takim oto przypisem: ,,Zwyczajowo |z| oznacza
warto$é¢ bezwzgledna 7.7 A kilka stron wczeéniej podaje, ze liczby a i —a
maja te samg warto$¢ bezwzgledna.®

Ernest Hobson w monumentalnym wyktadzie analizy z roku 1907, po-
dawszy definicje ciagu Cauchy’ego, o wartosci bezwzglednej pisze tylko tyle:
»,Symbol |x| oznacza tu, ze jedna z liczb x, —x jest dodatnia; |x| nazywamy
wartoscia bezwzgledng z”.%

4Zob. [Hilbert 1900]; zob. rozdz. Aksjomaty, pkt. 1.
5[Carathéodory 1917], s. 16.

6[Carathéodory 1917], s. 17.

"[Cesaro 1904], s. 89.

8[Cesaro 1904], s. 82.

[Hobson 1921], s. 27.
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1.2. Mozna sprawdzié, ze relacja zdefiniowana w punkcie (2) jest relacja
rownowaznosci. O samej relacji rownowaznosci w monografii Teoria mnogo-
Sci czytamy: ,Relacje réwnowaznosci i klasy réwnowaznosci badat pierwszy
w pelnej ogélnoéci Frege [Die Grundlagen der Arithmetik, 1884]”.10

1.3. Zbior liczb rzeczywistych R jest, ex definitione, zbiorem ilorazowym
(zbiorem klas abstrakcji). W aksjomatycznej teorii mnogosci zbiér ilorazowy
jest zbiorem na mocy aksjomatu zbioru potegowego i aksjomatu podzbioréw:

C/x={2€P(C):qxeCVylycze (yec CAy~ux)|}.

Aksjomat podzbioréw ezplicite sformutowal Abraham Fraenkel w roku
1922.11

Zbiér ilorazowy mozna otrzymaé tez na mocy aksjomatu zastepowania,
jako obraz zbioru C. Jest bowiem tak, ze gdy ¢(z, z) jest formula z = [z]~,
to kazdemu x odpowiada dokladnie jedno z takie, ze p(z, z) 1 woéwczas

C/~ = {z:3dz € Clyp(z, 2)|}.

Aksjomat zastepowania explicite sformutowal Abraham Fraenkel w roku
1922.12

1.4. Sprawdzajac krok po kroku wszystkie aksjomaty ciala przemienne-
go oraz zgodno$¢ porzadku < z dzialaniami & i ® pokazuje sig, ze R =
(R,®,®,0g, 1g, <) jest cialem uporzadkowanym.!® Na tej podstawie defi-
niowana jest w R wartos¢ bezwzgledna:

Ir]] = r, dlar >=0pg
] —r,dlar < 0g.

Mozna pokazaé, ze miedzy wartoscia bezwzgledng w R i w £ zachodzi
zaleznosé

[[(an)]Il = [(lan])]-

1.5. Cialo ulamkéw ciala R to zbiér Qr = {[(¢,q,...)] : ¢ € Q} wraz
z (odpowiednio zawezonymi) dzialaniami @ i ® oraz porzadkiem <; cialo to
oznaczamy symbolem Rg. Mozna pokazaé, ze R jest izomorficzne z cialem
uporzadkowanym liczb wymiernych £; funkcja ustalajaca izomorfizm dana
jest wzorem:

Q39+~ 1q,4q-..)] €Qr

Y[Kuratowski, Mostowski 1978], s. 78.
"17Zob. [Bar-Hillel et al. 1973], s. 36-37.
12Z0b. [Bar-Hillel et al. 1973], s. 50.
13Zob. [Sierpifiski 1966], rozdz. V.
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Biorgc to pod uwage, dziatania i porzadek w zbiorze liczb rzeczywistych
oraz dzialania i porzadek w zbiorze liczb wymiernych oznaczane sa jedna-
kowymi symbolami, tak wiec R = (R, +,+,0,1, <); podobnie, tym samym
symbolem oznaczana jest warto$é bezwzgledna w Q i w R.

Omawiajac dowdd twierdzenia o zupelnosci, dla zwrdocenia uwagi na za-
leznos¢ miedzy ciatami Mg i Q, zachowamy rézne symbole dla wartosci
bezwzglednej i porzadku w R oraz w Q. Pdzniej, zgodnie ze zwyczajem, nie
bedziemy juz odrézniaé cial Rg i Q.



Zupetnosé

2. Cialo liczb wymiernych £ nie jest zupelne w sensie Cauchy’ego, tzn.
istnieje taki ciag Cauchy’ego (a,) C Q, ze zadna liczba wymierna nie jest
jego granica.

Przyklady. (1) Ciag (an), gdzie

spelnia warunek Cauchy’ego, a przy tym zadna liczba wymierna nie jest jego
granica.'* (2) Ciag (a,), gdzie

i=n

—i(i+1)
an = Z 272 ,

i=0
jest ciagiem Cauchy’ego i zadna liczba wymierna nie jest jego granica.!®

2.1. W konstrukcji liczb rzeczywistych, niezupetnosé ciata liczb wymier-
nych winna byé wykazana przy zalozeniu, ze dane jest jedynie ciato liczb
wymiernych, ale nie zawsze jest to tak wlasnie przedstawiane.

Dwa przyklady. (1) W Analizie Krzysztofa Maurina znajdujemy:

,Jak pokazal przyklad rozwiniecia dziesietnego v/2, ciag Cauchy’ego moze

nie by¢ zbiezny do zadnej liczby wymiernej” .16

Przyktad, do ktorego Autor odsyla tak wyglada:

~Wezmy rozwiniecie dziesietne v/2 (z ‘niedomiarem’ i ‘nadmiarem’)
a1 =1, as = 1,4, a3 = 1,41, a4 = 1,414,
by =2, by=15, b3 =1,42, by =1,415 itd.” 17

1470b. [Sierpiniski, 1966], s. 198-200; przyklad ten podaje Weierstrass w jednym
z wykladéw z roku 1886, zob. [Wiestaw 1997], s. 381-382.

5Zob. [Bourbaki 1966(a)], t. I, s. 184.

16[Maurin 1991], t. I, s. 45.

17[Maurin 1991], t. I, s. 42.
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Nie spos6b jednak uznaé podane zapisy za definicje ciggdw.

(2) Klaus Mainzer w artykule Real Numbers tak przedstawia niezupel-
nosé ciata Q:

Histniejg ciagi fundamentalne liczb wymiernych, ktore nie sg zbiezne do licz-
by wymiernej. Dowolny nieokresowy utamek dziesietny wyznacza taki ciag,
np. rozwiniecie /2, gdzie

ro=1; 11 = 1.4; 7o = 1.41; rg = 1.414; ry = 1.4142; ... .

Kolejnym przykladem, gdzie wyrazy ciggu sa explicite zdefiniowane,
niech bedzie przedstawienie w postaci utamka tancuchowego stosunku
%(1 + /5), ktéry odpowiada zlotemu podziatowi. Ulamek ten jest zdefi-
niowany rekurencyjnie przez ciag ro = 1, rp41 = 1+ ﬁ Aby pokazaé, ze
istotnie jest to cigg fundamentalny ...”.18

Dalej Mainzer dowodzi, ze ciag (r,) jest ciagiem fundamentalnym. Nie
udowodnit jednak, ze zadna liczba wymierna nie jest jego granica. Owszem,
wiadomo, ze nieskonczony ulamek tancuchowy reprezentuje liczbe niewy-
mierng, ale teoria ulamkéw tancuchowych jest obecnie fragmentem analizy
matematycznej, tzn. jest rozwijana przy zaltozeniu, ze dane jest ciato liczb
rzeczywistych: juz chociazby sam utamek tancuchowy jest definiowany jako
granica specjalnego ciagu liczbowego. ™

3. Zupelnosé. R jest cialem zupelnym w sensie Cauchy’ego, tzn. dla
kazdego ciagu liczb rzeczywistych (r;,), ktéry spelnia warunek

Ve € RyIkVmlk <m — ||ry — rml| < €],

istnieje taka liczba rzeczywista s € R, ze lim r, = s.
n—oo

3.1. Gestos¢ Qr w (R, <). Przyjmijmy r = [(ay)]. Pokazemy najpierw,
ze zachodzi
Vr € R3Ie € Qg0 <r — 0r <e <rl. (1)

Istotnie, jezeli r > Op, to z definicji nieréwnoéci, istnieje takie § € Q4
oraz k, ze a,, > d, dla m > k. Przyjmujac ¢ = [(%,%,g,...)] dostajemy
Or<e<r.

Nastepnie pokazemy, ze zachodzi

Vr € RVe € Qgpiq € Qr0r <€ — ||r —q|| < €] (2)

18 Mainzer 1995(b)], s. 40-41.
1970b. nizej pkt. 15.
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Niech [(g,¢e,e,...)] € Qg, gdzie € € Q. Istnieje takie k, ze dla m > k
jest |ap — am| < §. Przyjmujac q = [(ax, ax, ax, . . . )] dostajemy

g € ¢

Ir = all = an = i) = [(5:5: 5+ )] < ez
Z powyzszego otrzymujemy, ze zbiér Qr jest gesty w (R, <), tzn.
Vr,s € Rg € Qrlr < s —1r < q < s,
lub w innej postaci
Vr € RVe € Ri3q € Qg[||r — ql| < €].

3.2. Dla ciggdw liczb rzeczywistych, w samej definicji granicy i w warunku
Cauchy’ego mamy
Ve € R+( .. )

Na podstawie gestosci Qg w (R, <) mozemy w to miejsce przyjacé
Ve e QrNRy(...).

3.3. Dla kazdej liczby rzeczywistej r = [(ay)] oraz dla kazdego ciagu
(bn) € [(an)] zachodzi

lim ¢, =7, gdzie g, = [(bn,bn,bn,...)]. (3)

n—oo

Niech [(g, ¢, ¢, )] € Qg, gdzie € € Q... Istnieje takie k, ze

lax —be| < S, dlam > k.

\ak—am| < ‘bk—bm‘ < 1

47
Stad dostajemy, ze dla m > k zachodzi
[ = aml| = |Ir = all + [lgk — gl
= [(lan = b&)] + [(1bx — bm])]
[(Jarn — ax)] + [(lax — k)] + [(|bx — bm])]
{(35 3e 3¢ )}
47474
< (e, ee,...)).
3.4. Niech (r;) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych spelniajacym warunek

Cauchy’ego. Ustalajac indeks j, na podstawie zaleznosci (2), dla kazdego n
zbior

Jk

PN

{l(p,p.p,.. )] €Qr: [(pp,ps-. )] € (rj — Onsrj +0n)},
1 1

gdzie 6, = [(1,1,L)..))], jest niepusty.

n’'n’n’
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Stosujac do rodziny {(r; — n,7; + 65) N Qg : n € N} aksjomat wyboru
dostajemy taki ciag (p?) C Qg

=g, g, q,...)]
=12 @ @ )
» =% & & )

ze limnﬁoopzl = 7“j.20

A zatem, gdy dany jest ciag liczb rzeczywistych (r,), dana jest tez nie-
skoniczona tablica {pf;}fL‘szl C Qxr,

plpspy .. pp .-
pI P3Py .. ph -
PPy Py .. ph

Py P3Py -

ponadto, dla kazdego j zachodzi lim,, . p), = rj, a kazdy wyraz p;, lezacy
na ,przekatnej” tej tablicy jest postaci

P = (@0 qn> dns - - )]

3.5. Pokazemy, ze ciag liczb wymiernych (g) C Q jest ciagiem Cau-
chy’ego. Istotnie, dla € € Q, istnieje takie k, ze

€ € ¢ m € € ¢
= rll < (55 50 )]s = pl <8< (5.5.5)].

).

=

dla m > k, gdzie, przypomnijmy, 0 = [(%, %,
7 nieréwnosci tréjkata dostajemy

1% = Pl 2 1128 = rill + e = 7ol + [l = Dl < [(£, 8565 )).
20(1) Zgadzajac si¢c na dwuznacznoéé¢ mogliby$my napisaé: p{ = [(p{,p{,...)], itd.

(2) Ciag (p’,) winien byé definiowany via twierdzenie o definicjach indukcyjnych, wéwczas
to uwyraznia sie rola aksjomatu wyboru w dowodzie zupetnosci fA.
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Dla ciagu stacjonarnego (p,p,p,...), gdzie p € Q, zachodzi
(p,p,p,...)] < (e,e,8,...)] = p<e.
Przy ustalonych k i m, dla ciagu stacjonarnego
(0% — @ a — a0 — i)

zachodzi
[(lak — am D] = lpk — pinl-
Tak wiec dla dowolnego ¢ € Q4 istnieje takie k, ze dla m > k zachodzi
IlpF —p|| < [(e,¢,¢,...)] i ostatecznie |¢F — ¢| < e.

3.6. Przyjmijmy s = [(¢))]. Pokazemy, ze lim,_,o 7, = s.
Dla € € Q, istnieje takie k, ze

g € ¢
Ir=rmll < (55 5o ) |+ skl <a=< | (

oraz

) 9

)} dla m > k,

NS
I
PN

k k g € ¢
Ik = sll = ek =21 < [ (5.5 5]
7 nieréwnosci trojkata dostajemy
[l = sl| < [rm — 7]l + i — PRI+ |lpk = s,
skad ostatecznie dla m > k

[|7m — s|| < [(e,e,8,...)].

4. Zobaczmy teraz, jak w Analizie wykazana, jest zupetoéé R.2! Dow6d
twierdzenia poprzedza definicja:

»Zbior liczb rzeczywistych R jest przestrzenia ilorazowa C/.. Q identyfi-
kujemy ze zbiorem klas ciagéw stalych. W ten sposéb Q C R (dokladniej,
Q zanurzylismy w R)”.22

Owo ,jidentyfikujemy” moze sugerowaé, ze rozroznianie Qp i Q — w isto-
cie Qpr 1 Q — jest jakim$ zbednym naddatkiem. Czy istotnie?

Udowodnione w poprzednim punkcie zaleznosci (1)—(3) przedstawione sa
w trzech lematach, przytoczymy je in extenso.

21podobnie, to jest bez rozrézniania Qg i Q prowadzony jest dowdd zupelosci R
w [Sierpitiski 1966].
22|Maurin 1991], t. I, s. 41.
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4.1. ,Wniosek 1.7.1. V(R 3£ > 0)3(Q > r > 0)[0 < 1r < ¢].
Dowdd. Przyjmijmy, ze € = [(a,)] > 0; wiec istnieje 0 < r € Q takie, ze
0 < ap —r dla dalekich n. Zatem 0 < 5r < a, — ér czyh sr<eg’. 23

—

W jednym i tym samym zdaniu, r jest zarazem liczba rzeczywista, r €
Qr, bo: § < e = [(an)], i liczbg wymierna, r € Q, bo: 0 < a,, — 5.

Gdy korzystamy wprost z definicji nieréwnoéci liczb rzeczywistych to
r € Q, dlatego, aby unikna¢ wskazanej dwuznacznoéci, w tezie Wniosku

powinno by¢:
,)] <el.

4.2. ,Lemat 1.7.4. Vo € RVe > 03¢ € Q||lz — ¢| < ¢].

(...)3(Q>r>0)[0r < K

N3

r
757

N3

Dowéd. Niech z = [(xy)], 2, € Q. Poniewaz (z,) € C, wiec istnieje
takie N € N, ze |z, — o] < %5 dla n,m > N. WeZzmy ciag staly a, =
Tn+1, n=1,2,...; wyznacza on liczbe wymierna ¢ = [(ay,)]. Ale z definicji

iz lematu 1.7.1. mamy

[z —q| = [[(zn)] = [(an)]| = [(J2n — an))] = [(l25+1 — 2n])] < %6 <e”X

7 samego sformutowania tezy wynika € € R, jest bowiem poréwnywane
z modulem liczby rzeczywistej: |x — ¢q| < €. Na podstawie lematu (wniosku)
[.7.1. dla tegoz ¢ istnieje liczba wymierna r € Q taka, ze 0 < § < e.
W dowodzie przyjeto r = 5. Ale § bynajmniej nie musi by¢ liczba wymier-
ng, nie mozna zatem przyjmowac § przy wyznaczaniu wskaznika N, vide
[T — Zm| < §

Dlatego, aby uniknaé¢ wskazanych niejasnosci, w tezie lematu powinno
byé

(... )¥(Qr e > 0g)3q € Qg||lzr — q| < €],

lub
(.. )Ve€ Qg eQflz — [(¢: ¢, ;.- )l < [(e;e6,...)]]

4.3. Zalezno$é (3) w Analizie zostala tak sformulowana i udowodniona:

yLemat 1.7.5. ((z5,) € C) — lim z,, = [(zy)].

n—oo

#3Maurin 1991], t. I, s. 43.
24 Maurin 1991], t. I, s. 44.
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Dowdd. Niech z := [(z,,)]. Wtedy dla € > 0 istnieje takie IV, ze

1 1
]x—xn\<]x—acN+1\+]3:N+1—xn|<§6+§5:6 dla n >N

(por. dowéd lematu 1.7.4)”.2°

Do tego, co powiedzieliémy o lemacie 1.7.4 dodajmy, ze element xn1q
w wyrazeniu |z —xz 41| jest w relacji z liczba rzeczywista x, dlatego zy 41 €
Qpr, natomiast w wyrazeniu |xy41 — Tp| jest w relacji z elementem x,, € Q,
a zatem xy41 € Q. Po drugie, w wyrazeniu lim, . z, = [(zy)], sama
granica z uwagi na ciag (z,) winna by¢ definiowana w Q, a z uwagi na
[(zy)] — winna by¢ definiowana w R.

4.4. W dowodzie zasadniczego twierdzenia przyjmuje sie, ze (zp) jest
ciagiem Cauchy’ego liczb rzeczywistych. Czytamy:

»,Jak wiemy z lematu 1.7.4, kazdy wyraz x,, mozemy dowolnie aproksymowac
liczbami wymiernymi, tzn.

1
Vap3a, € Qllz, — an| < ﬁ]

Wykazemy najpierw, ze (a,) jest ciagiem Cauchy’ego, a potem, ze x :=
[(an)] = limy— 00 Tp:

1 1
|an_am|<|an_xn‘+‘$n_$m‘+’xm_am‘ga‘i‘@‘i‘%

dla n,m > N, bo (z,) jest ciagiem Cauchy’ego. Sprawdzimy teraz, ze x =
lim,, 00 Tn -
Jak wiemy z lematu 1.7.5, a,, — x, wiec

1
|z — zp| < |z — an| + |an — zn] <e1+ ﬁ”‘%

Jezeli liczba a, lezy w otoczeniu liczby x,, to a, € Qpg, natomiast
w wyrazeniu [(a,)] musi by¢ a, € Q.

4.5. Wracajac do pytania o celowo$¢ rozréznienia Q i Rg.

Zgadzamy sie, ze po udowodnieniu zupetnosci SR odréznianie Q i Rg
jest bezcelowe, jednakze dla samego dowodu jest ono niezbedne. Kluczowa
role w tym dowodzie odgrywa fakt, ze to zbiér Qg, a nie Q, jest gesty

?5Maurin 1991], t. I, s. 45.
26[Maurin 1991], t. I, s. 45.
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w (R, <). Wlasnie w tym celu w pierwszych dowodach zupelnosci R od-
rézniano liczbe wymierna ¢ od liczby rzeczywistej reprezentowanej przez
cigg stacjonarny (¢, q,q,...).2" Od strony metodologicznej wyraza to fakt,
ze porzadek w £ przyjmowany jest jako dany, a porzadek w R, a przez to
iw Rg, jest definiowany.

Owszem, mozna tolerowaé¢ dwuznaczno$ci, mozna pozwoli¢ sobie na to,
aby w jednym i tym samym zdaniu, jeden i ten sam symbol oznaczal element
Q i klase abstrakcji, wéwczas jednak nie wiadomo czemu ma stuzyé ta roz-
wlekta — w wykladzie Sierpinskiego jej opis zajmuje 45 stron! — konstrukcja
ilorazowa.

Otéz dzieki konstrukceji ilorazowej rozwiazuje sie pewien techniczny pro-
blem, ktéry przez dlugie lata po ogloszeniu prac Cantora i Heinego nie byt
rozwiazany, chodzi mianowicie o wyjasnienie faktu lim, o an, = (ay), lub
inaczej, jak to jest, ze granica ciggu liczb wymiernych (a,) jest sam ciag
(an,).

W wyzej zrelacjonowanym dowodzie jest to ukryte w lemacie 1.7.5,
w formule

4.6. Historia rachunku rézniczkowego jest zwykle tak pisana: matematy-
cy nie stawiali sobie pytania czym sa i czym by¢ powinny liczby wymierne,
a problem stanowily liczby niewymierne.?® Cauchy rozumiat liczbe niewy-
mierng jako granice ciggu fundamentalnego liczb wymiernych.?® To jednak
nie wystarczato, aby wytlumaczy¢, czym jest i czy w ogéle jest owa granica.
Z czasem granice ciagu (fundamentalnego) poczeto identyfikowaé z samym
ciggiem. Cantor, Heine i Méray sa powszechnie uznawani za ojcéw tego po-
mystu. Jednakze ani Cantor, ani Heine, ani Méray nie potrafili wyttumaczy¢,
jak to jest, ze ciag liczb wymiernych (a,) jest zarazem ciaggiem i granica, do
ktorej zmierza, jak to jest, ze lim, o an = (an).

Problem ten rozwiazuje sie w konstrukcji ilorazowej i taki wtadnie jest
sens zaleznosci (3); powtérzy ja w bardziej wyrazistej postaci

lim ¢, = [(an)],

n—oo

27Z0b. nizej pkt. 12.

Z8Proces tzw. arytmetyzacji rachunku rézniczkowego byt zwigzany réwniez z nowym
ujeciem liczb wymiernych; zob. nizej rozdz. Eudozos versus Dedekind, pkt. 21-24.

2970b. [Boyer 1949], s. 396-397.
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gdzie kolejne wyrazy ciagu (g,) sa wyznaczone przez ciagi stacjonarne

q1 = [(al,al,al,...)]
q2 = [(CLZ,CLQ,CLQ»-'-)]
g3 = [(as, a3, a3, ...)]

Zalezno$¢ (3) mozna wiec zamknaé¢ w formule

nllrgo[(an,an,an,...)] = [(a1,a2,...,an,...)].

Spojrzmy na historie tego zagadnienia i zobaczmy, jak prébowano roz-
wigzaé problem lim, o an = (ay).



Georg Cantor, Uber die Ausdehnung
eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, 1872

5. Praca po$wiecona jest dowodowi twierdzenia:

,Gdy dane jest réwnanie postaci
0=Co+C1+---+Cp+...,

gdzie Cy = %do, Cy, = cp sinnx+d,, cos nx, spetnione przez wszystkie warto-
Sci x z przedziatu (0. .. (27)), z wyjatkiem tych, ktére odpowiadaja punktom
ze zbioru P, ktory jest rzedu v, gdzie v jest dowolng dodatnia liczba catko-
wita, woéwczas zachodzi:

do=0, ¢p=d,=07.3

Pojecie zbiér n-tego rzedu Cantor wprowadzil wlasnie w zwiazku z tym
twierdzeniem, dlatego we wstepie artykutu pisze:

»podam pewne definicje, dzieki ktorym bede mogt w zwiezty sposéb przed-
» 31

stawi¢ zapowiedziane twierdzenie”.

5.1. Zarys konstrukcji nazywanej dzisiaj Cantora konstrukcja liczb rze-
czywistych jest przedstawiony w paragrafie pierwszym rozprawy. Punkt wyj-
Scia stanowi zbiér (Gebiet) liczb wymiernych, oznaczany litera A;

,Liczby wymierne stanowia podstawe dla ustanowienia kolejnych pojeé licz-
bowych” .32
»Wielkosci liczbowe rozumiem w ten sposéb, ze dany jest nieskonczony ciag
liczb wymiernych
(1)  ar,a9,...,a4n,... ,
30[Cantor 1872], s. 130.

3[Cantor 1872], s. 123.
32[Cantor 1872], s. 123.
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o tej wlasnosci, ze réznica ayym — ay, przy rosnacym n oraz catkowitym do-
datnim m, jest nieskonczenie mata, lub innymi stowy, dla dowolnego (dodat-

niego, wymiernego) € dana jest taka liczba catkowita ni, ze |apym —an| < €,

gdy n > nq, zaé m jest dowolna dodatnia liczbg calkowita” ;33

Ve € QiyIniVn,mng < n — |apym — an| < €.

»Te wlasnosé ciagu (1) wyrazamy stowami: «cigg (1) posiada granice by.

Nie jest to nic innego, jak przede wszystkim oznaczenie ciagu o tej wta-
snosci, a gdy spekliony jest ten warunek, to, ze ciagowi (1) przypisujemy
konkretny znak b, a nastepnie ré6znym ciagom tego typu, przypisujemy rézne
znaki b, b/, b",...7 .34

»Niech dany bedzie drugi ciag

! ! 7

(1) aj a9, 0,
posiadajacy granice b, wéwczas miedzy ciaggami (1) i (1’) zachodzi jeden
z trzech wzajemnie wykluczajacych sie przypadkéw: albo 1. a,, — a;l jest nie-
skonczenie male przy zmieniajacym sie n, albo 2. poczynajac od pewnego n
an—a;L jest wieksze od (dodatniej) wymiernej wielkosci €, albo 3. poczynajac
od pewnego n a, — a/n jest mniejsze od (ujemnej) wymiernej wielkosci —e” ;3

(ad 1) Ve € Q 3kVn[k < n — |an — a,,| < €],
(ad 2) Je € Qu3kVn[k <n — a, —a, > €,
(ad 3) e € Q, 3kVn[k < n — a, —a,, < —¢].

33[Cantor 1872], s. 123-124.

34[Cantor 1872], s. 124. Por. ,Praca ta [Cantor 1872] zawiera pierwsze zwiczte przed-
stawienie tzw. teorii liczb niewymiernych Cantora, wedlug ktorej liczby niewymierne sg
granicami ciagéw zbieznych liczb wymiernych (nazywanych pézniej przez Cantora ciaga-
mi podstawowymi (Fundamentalreihe))” [Murawski 1994], s. 137, przypis 2; w domysle:
sgranicami” w dzisiejszym rozumieniu. Otéz (1) W pracy [Cantor 1872] nie ma definicji
granicy w dzisiejszym rozumieniu. Zwrot ,cigg (1) posiada granice b” wedlug objasnien
Cantora oznacza tylko tyle, ze, po pierwsze, ciag (an) spelnia warunek Cauchy’ego, po
drugie, ciagowi (a,) przypisywany jest znak b. (2) W dzisiejszej matematyce pojecie ciagu
podstawowego (ciagu Cauchy’ego) jest definiowane przede wszystkim albo w ciele upo-
rzadkowanym, albo w przestrzeni metrycznej, Cantor za$ nie dysponuje zadnym z tych
pojeé. (3) Pojecia ciag podstawowy i ciag zbiezny nie sg tozsame, bo tylko w szczegblnych
przestrzeniach ciagi podstawowe sa ciagami zbieznymi. Wreszcie, (4) zwrot ,liczby niewy-
mierne sa granicami ciaggbéw zbieznych liczb wymiernych” sugeruje — btednie — ze Cantor
zdefiniowal przestrzen, w ktérej zachodzi owa ,zbieznos¢”.

35[Cantor 1872], s. 124.

36Przyjmujac, ze ciagi (a,) i (a;l) spelniajg warunek Cauchy’ego, liczby wymierne sa
cialem uporzadkowanym oraz to, ze nie zachodzi warunek 1 istotnie mozna wykazaé, ze
zachodzi albo warunek 2, albo 3.
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W kazdym z tych przypadkéw odpowiednio przyjmuje sie
b=10b, b>"b, b<l.

,Podobnie, jezeli ciag (1) ma granice b, natomiast a jest liczba wymierna,
to zachodzi jeden z trzech przypadkéw. Albo: 1. a, — a jest nieskonczenie
male, przy zmieniajacym sie n, albo 2. od pewnego n a, — a jest zawsze
wieksze od pewnej (wymiernej) wielkosci &, albo 3. od pewnego n a, —a jest
zawsze mniejsze od pewnej ujemnej (wymiernej) wielkosci —e” ;37

(ad 1) Ve € Q13kVn[k <n — |a, —a| < g],
(ad 2) Je € Q4 IkVnlk <n — ap —a >¢],
(ad 3) Je € Q1InVnlk <n — ap —a < —¢l.

Wéwezas przyjmuje sie odpowiednio

b=a, b>a, b<a.

,Na podstawie tych i zaraz nastepujacych definicji dostajemy wniosek, ze
gdy ciag (1) ma granice b, to b — a,, przy zmieniajacym si¢ n, jest nie-
skonczenie mate, co, przy okazji, usprawiedliwia nazywanie b «granica ciagu
(1)»».38

5.3. Zbiér (Gebiet) ,wielkosci liczbowych b” oznaczany jest przez B.
Dzialania w zbiorze A mozna rozszerzy¢ na dzialanie ,w zbiorach A i B
razem wzigtych”. Definicje sg nastepujace: jezeli b, b',b” oznaczaja ciagi

/ ’ 1" "

0/1,0/2,... a17a2’... al,CLQ,... 5

a przy tym zachodzi

" " Ay, "

. / . / .
nlLrgo(an +a, —a,) =0, nlLrgo(an -a, —a,) =0, nlg)gO(E —a,) =0,
» 39

»,gdzie znaczenie znaku granicy nie wymaga objasnienia”,

37[Cantor 1872], s. 124.

38[Cantor 1872], s. 124. W tym zdaniu jest domniemane jakie$ rozumienie granicy
ciagu liczb rzeczywistych, ale nie wiadomo, jak nalezy rozumieé réznice b — a,, wszak
b oznacza ciag liczb wymiernych, za$ a, — liczbe wymierna.

39[Cantor 1872], s. 125. To troche zaskakujace, bo po lekturze rozprawy [Cantor 1872]
Dedekind uznal za stosowne wyjasnié¢ kiedy ,wielko$¢ zmienna x, przebiegajaca kolejno
okreslone wartosci liczbowe, zbliza sie do pewnej stalej granicy o” [Dedekind 1872], s. 148.
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to przyjmuje sie, ze

b
/ /! / /! /!
b+b =0", bb=0b", y:b.
,Definicje te odnosza sie réwniez do przypadku, w ktorym jedna, dwie lub
trzy sposrod liczb b, b, b nalezg do zbioru A” .40

5.4. ,Zbiér B powstal ze zbioru A; w analogiczny sposéb mozna teraz
wytworzy¢ z niego i ze zbioru A nowy zbiér C.
Przyjmijmy mianowicie, ze ciag wielkosci liczbowych

b, by, .. by

nalezacych do zbioru A lub B, ale takich, ze nie wszystkie naleza do A, ma
te wlasno$é¢, ze by4m — by jest nieskonczenie mata przy rosnacym n oraz m,
wlasnosé, ktora na podstawie poprzednich definicji jest w pelni okreslona.

Wéwezas méwimy o tym ciagu, ze ma granice ¢”.4!

Zbiér (Gebiet) ,wielkosci liczbowych” ¢ oznaczany jest przez C.

»W sposéb analogiczny mozna zdefiniowaé rownosé, relacje wigkszy i mniej-
szy oraz podstawowe operacje arytmetyczne miedzy wielkosciami ¢, oraz
miedzy nimi a wielko$ciami ze zbioréw B oraz A”.4?

,Podczas gdy w przypadku zbioréw A i B jest tak, ze kazde a réwna sie
pewnemu b, ale nie odwrotnie, nie kazde b réwna sie pewnemu a, to okazuje
sie, ze zarowno kazdemu b odpowiada pewne c, jak i na odwrét, kazdemu
¢ odpowiada pewne b”.43

I dalej:

,Jakkolwiek przez to zbiory B i C do pewnego stopnia pokrywaja sie, to
istotne jest, aby na podstawie przedlozonej teorii [...], uchwyci¢ réznice
pojeciowa [begrifflichen Unterschiede] migdzy zbiorami B i C, bo przeciez

40 [Cantor 1872], s. 125. Zasada ta ma sens tylko wtedy, gdy liczbe wymierng a przed-
stawimy w postaci ciggu b i zachodzi b = a w mysl wyzej podanej definicji. Sam Cantor
nie wyjaénia jednak, jak rozumie¢ symbol b — a, gdy a jest liczbg wymierna.

“HCantor 1872], s. 125. Wtasnosé ,réznica jest nieskoticzenie mata” moze byé odczyty-
wany jako Ve € Q4[...], lub Ve € R4[...]. I chyba te dwuznaczno$é ma na uwadze Cantor
piszac, ze ,wlasnosé, ktéra na podstawie poprzednich definicji jest w pelni okreslona”.

“2[Cantor 1872], s. 126.

43[Cantor 1872], s. 126. Zdanie to podane jest bez dowodu. Cantor wyraza tu — méwiac
wspblczesnym jezykiem — zupetnos$é (w sensie Cauchy’ego) zbioru B.
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réwnosé pomiedzy wielko$ciami liczbowymi b, b’ z B nie oznacza ich iden-
tycznosci, ale okreslong relacje, ktéra zachodzi miedzy ciagami, ktére sa
nimi oznaczone.

Ze zbioru C' i poprzednich podobnie powstaje zbiér D, z nich F, itd.; A
takich przejsé¢ (gdzie przejscie od A do B jest pierwsze) prowadzi do zbioru
wielkosci liczbowych L. [...] gdy dana jest wielkosé¢ liczbowa ze zbioru L,
to méwimy, ze jest ona wielkoSciq liczbowq, wartoscig lub granicg A-tego
rzedu” 4

6. W paragrafie drugim ustanawia Cantor zaleznos¢ miedzy liczbami
rzeczywistymi a linig prosta. Czytamy:

,Punkty linii prostej beda ustanowione pojeciowo przez ustalenie jednost-
ki odlegtosci, odcietej, wzgledem pewnego punktu o lezacego na prostej,
okreslonej znakami + lub — tak, ze kazdy punkt bedzie lezal we (wczedniej

ustalonej) dodatniej lub ujemnej wzgledem o czesci prostej”.*?

Dalej czytamy:

»2Majac te jednostke odleglosci, stosunek wymierny wyrazamy za pomoca
wielkoéci liczbowej ze zbioru A. W pozostatych przypadkach, gdy punkt jest
dany za pomoca konstrukeji [durch eine Construkction bekannt ist|, zawsze
mozna wskazaé ciag:

(1)  ay,ag,...,an,...

posiadajacy wlasnosé opisana w §1 i taki, ze punkty prostej lezace w odlegto-
$ciay,ag,...,ay,...,ze wzgledu na te jednostke odlegtosci, sa nieskoniczenie
blisko tego punktu, gdy n jest dostatecznie duze.

W zwiazku z tym méwimy: odleglosé danego punktu od punktu o wynosi
b, gdzie b jest wielkodcia liczbowa odpowiadajaca ciagowi (1)7.46

,Odtad przyjmujemy, ze wigkszy, mniejszy i rowny miedzy odlegtosciami
oznacza wiekszy, mniejszy i réwny w mysl definicjami z §1 miedzy wielko-
éciami liczbowymi odpowiadajacymi tym odleglogciom”.4”

,Aby ustanowié teraz zwigzek miedzy dziedzina wielkosci liczbowych zdefi-
niowanych w §1 a linia prosta, nalezy doda¢ jeszcze jeden aksjomat, ktéry
po prostu polega na tym, ze kazdej liczbie odpowiada na prostej punkt, kto-

“4[Cantor 1872], s. 126.
45[Cantor 1872], s. 127.
46[Cantor 1872], s. 127.
47[Cantor 1872], s. 127.
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rego wspoéirzedna jest rowna danej liczbie, w mys$l wyjasnien z niniejszego
» 48

paragrafu”.

7. Miedzy drugim i trzecim paragrafem artykulu wydzielit Cantor passus,
w ktorym podaje definicje zbioru n-tego rzedu. Odnosi si¢ ona do podzbio-
réw linii prostej (Punktmenge). Najpierw definiowany jest punkt graniczny:

»Przez punkt graniczny zbioru P rozumiem punkt, ktory jest tak potozony
na prostej, ze w jego dowolnym otoczeniu jest nieskonczenie wiele punktow
z P, przy czym moze si¢ zdarzyé¢, ze on sam nalezy do tego zbioru. Przez
otoczenie punktu rozumiem taki przedzial, ktéry zawiera w swoim wnetrzu
ten punkt. Latwo wiec widad, ze zbiér ztozony z nieskonczonej iloéci punktow
zawsze ma punkt graniczny”.4?

Zbioér punktéw granicznych zbioru P jest oznaczany jako P’ i nazywa-
ny jest pierwszg pochodng zbioru P. Analogicznie definiowana jest dru-
ga, trzecia i n-ta pochodna zbioru P, mianowicie: (P')’ = P”, ogdlnie
(PMY = P+ Pojecie pochodnej zbioru ilustruje Cantor dwoma przy-
ktadami. W pierwszym zbiér P, to

,zbiér punktéw prostej, ktorego odciete sa liczbami wymiernymi lezacymi
miedzy 0 i 1, z konicami lub bez, wéwczas pochodna P’ to zbiér wszystkich

punktéow z przedziatu (0...1), z krancami. Kolejne zbiory P, P ... sa
réwne zbiorowi P’ .50

Drugi przyktad zapiszemy krétko (pamietajac, ze ma to by¢ zbiér punk-
téw na prostej): gdy P = {% :n € N}, to P/ = {0}, a przy tym sam zbiér
P’ nie ma pochodne;j”.

Moze byé tak, ze dla pewnego n zbiér P ma skonczenie wiele ele-
mentéw, a wtedy ,sam nie ma pochodnej”, tj. (P™)" = (. Wéwczas zbiér
wyjsciowy P jest nazywany zbiorem n-tego rzedu.!

8. Paragraf trzeci rozprawy zawiera wypowiedz oraz dowod twierdzenia,
ktore cytowaliémy we wstepie omowienia.

“8[Cantor 1872], s. 128.

49 [Cantor 1872], s. 128. (1) Z wczesniejszej pracy Cantora wiadomo, ze przedzial jest
oznaczany jako (a...b) i jest to podzbidér zbioru liniowo uporzadkowanego (X, <) wy-
znaczony przez punkty a,b € X, tj. (a...b) = {&x € X : a < x < b}, przy czym punk-
ty a, b moga by¢ zaliczone do przedziatu. Definicja przedziatu, jaka przyjal Dedekind
w [Dedekind 1872], §6 jest ogélniejsza; zob. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 16.3.
(2) Trzecie z cytowanych zdan to twierdzenie Bolzano-Weierstrassa. Cantor podaje je bez
dowodu.

0[Cantor 1872], s. 129.

®1Zob. [Cantor 1872, s. 130-131.
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9. Cel dwoch pierwszych paragraféw rozprawy jest jasny: zilustrowaé
pojecie pochodnej zbioru punktowego. Przedstawiony w drugim paragra-
fie zwiazek liczb rzeczywistych z linig prosta jest temu podporzadkowany.
Celem rozprawy bynajmniej nie jest konstrukcja ciata liczb rzeczywistych,
co wiecej, wyrazne jest domniemanie Cantora, ze czytelnik wie czym sa
liczby rzeczywiste.’? Miedzy innymi wiagnie dlatego zadna z wlasnosci po-
dawanych w pierwszym paragrafie, w tym zupelnosé, nie jest dowodzona.
Novum stanowi przedstawienie liczb rzeczywistych w postaci ciggdéw liczb
wymiernych. Podobnie, wyrazne jest niepisane zalozenie Cantora, ze czytel-
nik wie czym jest linia prosta. W tym przypadku nowoscia jest ustanowienie
zwiazku miedzy liczbami rzeczywistymi, a linig prosta.

9.1. Spdjrzmy teraz na rozprawe Cantora z perspektywy pytania, ktére
nas do niej przywiodlo: czy wyjasniona jest tu kwestia, jak jest mozliwe, ze
lim,, o0 @y, = (ay,)? Odpowiedni fragment rozprawy to zdanie:

,Na podstawie tych i zaraz nastepujacych definicji dostajemy wniosek, ze
gdy ciag (1) ma granice b, to b — a,, przy zmieniajacym si¢ n, jest nie-
skonczenie mate, co, przy okazji, usprawiedliwia nazywanie b «granica ciagu
(1)»”.

Przypomnijmy, ze ,b jest «granica ciagu (1)»” znaczy tyle, ze litera b
oznacza ciag (a,).>® Zatem — spytajmy — na podstawie jakiego rozumienia
granicy ,usprawiedliwione jest nazywanie b granica ciagu (a,)”?

Cantor nie wyjasnit, jak rozumieé¢ symbol b — a,, gdy b jest ciggiem liczb
wymiernych (ay,), za$ a, jednym z elementéw tego ciagu, w istocie chodzi
tu o wyjasnienie zaleznosci lim,, . an, = (ay), ktéra obecnie tlumaczy si¢
podwoéjnym przedstawieniem liczby wymiernej: raz jest to element zbioru
Q, raz element zbioru Qg.?* Problem podwéjnego przedstawienia liczb wy-
miernych w pewnym sensie znika, gdy liczby zostang ,przeniesione”, ,od-
wzorowane” na linie prosta L, bo wowczas i punkty odpowiadajace liczbom

52Por.: ,Podobnie jak u Weierstrassa i Dedekinda, celem Cantora jest podanie adekwat-
nej definicji liczb niewymiernych, ktéra nie zaklada istnienia tych liczb i podobnie jak u
nich, w definicji Cantora przyjete sa liczby wymierne” [Bell 2005], s. 152. Bell powtarza tu
obiegowg opinie, ktéra nie jest oparta na analizie tekstu rozprawy Uber die Ausdehnung.

33 Zauwazmy, ze gdyby Cantor umial zapisaé ciag ai,as,...,an,... w postaci (an) byé
moze nie wprowadzaltby znaku b. Przyjety przezen sposéb oznaczania jest wykorzystany
przy definiowaniu dzialan na ciggach. W przeciwnym bowiem razie musialby pisac:

’ ’ ’
A1,02,...,0n,... T QA1,09,...,0p," " = ... .

*Dauben, najwyrazniej nie zauwazajac, z jakim problemem mamy tu do czynienia,
przyjmuje, ze b — a, oznacza ciag (an — an); zob. [Dauben 1990], s. 319.
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wymiernym, i punkty odpowiadajace liczbom niewymiernym naleza do tego
samego zbioru L. Dlatego przyjmujemy, ze pojecie granicy, ktére ,usprawie-
dliwia nazywanie b granica ciagu (a,)”, to pojecie punktu granicznego na
linii prostej.

Definicja ,,punktu granicznego” podzbioru P prostej L zaktada, ze punk-
ty na prostej sa uporzadkowane (liniowo), definicje podana przez Cantora
mozna bowiem tak zapisaé:

peP —q Vr,y € Llp € (z,y) — (z,y) N P jest zbiorem nieskonczonym],

gdzie (z,y) jest przedzialem, a przedzial jest definiowany za pomoca po-
rzadku liniowego.??

9.2. W rozprawie jest domniemane pewne rozumienie linii prostej. Spro-
bujemy je odtworzyc¢.

(1) ,Punkty linii prostej beda ustanowione pojeciowo przez ustalenie jed-
nostki odlegtosci, odcietej, wzgledem pewnego punktu o lezacego na prostej,
okreslonej znakami + lub — tak, ze kazdy punkt bedzie lezal we (wczesniej
ustalonej) dodatniej lub ujemnej wzgledem o czesci prostej”.

Mozna to tak rozumieé, ze wybierajac na prostej pewien punkt o wy-
znaczane s3 jednocze$nie — przyjmujac definicje z rozdziatu O cigglosci linii
prostej — dwie dopelniajace sie pélproste: ,dodatnia” i ,ujemna”.

(2) ,Majac te jednostke odleglosci, stosunek wymierny wyrazamy za pomoca
wielkosci liczbowej ze zbioru A”.

Zdanie to nalezy rozumie¢ w sposéb opisany w punkcie 3.2. rozdziatu
Konstrukcja Dedekinda. Idzie tu zatem o wyrdznienie na prostej punktow,
ktore — gdy jest ustalona ,jednostka odlegto$ci” — sa wyrdznione na pod-
stawie twierdzenia Talesa. Punkty te nazwiemy wymiernymi, a ich zbiér
oznaczymy jako L.

(3) ,W pozostaltych przypadkach, gdy punkt jest dany za pomoca konstruk-

cji”.

Nie potrafimy jednoznacznie powiedzieé, o jaka ,konstrukcje” tutaj cho-
dzi, najpewniej o to, o czym pisatl Dedekind, a wiec o klasyczne konstrukcje
geometryczne:

55Przypomnijmy, ze przez przedzial (z,y) zbioru liniowo uporzadkowanego (X, <) ro-
zumiemy przedzial niepusty, tj. z < y.
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y,Jednakze juz starozytni Grecy wiedzieli i udowodnili, ze istnieja dlugosci,
ktore ze wzgledu na dana, ustalong jednostke dlugosci sa niewspotmierne,
np. przekatna kwadratu, ktorego bok jest jednostka dtugosci. Jezeli odlozy¢
taka dtugosé z punktu o na prostej, to otrzyma sie pewien punkt, ktéry nie
odpowiada zadnej liczbie wymiernej”.?®

U Dedekinda konstrukcje te sa dowodem na to, ,ze na prostej znajduje
sie nieskonczenie wiele punktow, ktore nie odpowiadaja zadnej liczbie wy-
miernej”.%” U Cantora natomiast jest domniemane duzo wiecej: kazdy punkt
na prostej jest albo wymierny (nalezy do Lg), albo jest ,dany za pomoca
konstrukcji”.

(4) Przejdzmy do tezy, ze kazdy punkt na prostej mozna aproksymowaé
ciagiem punktéw wymiernych, bo taki jest sens zdania:

»W pozostalych przypadkach, gdy punkt jest dany za pomoca konstruke;ji,
zawsze mozna wskazaé ciag:

(1)  ay,a9,...,an,...

posiadajacy wlasnos$é opisang w §1 i taki, ze punkty prostej lezace w odleglo-
§ci ar,ao,...,an,... ze wzgledu na te jednostke odleglosci, sa nieskoniczenie
blisko tego punktu, gdy n jest dostatecznie duze. W zwiazku z tym mowi-
my: odlegtoéé danego punktu od punktu o wynosi b, gdzie b jest wielkoscia
liczbowa odpowiadajaca ciagowi (1)”.

»Wskazany cigg” to cigg punktéw nalezacych do Lg. Cigg ten ma spel-
nia¢ warunek Cauchy’ego, a wiec na L musi by¢ okreslona odpowiednia
struktura algebraiczna. Fakt, ze dla kazdego punktu prostej L istnieje ciag
punktéw nalezacych do Lg jest podany bez zadnego uzasadnienia, ale — co
znamienne — nie jest tez uznany za aksjomat. W istocie Cantor jest tutaj
bezradny, bo prosta L jest blizej nieokreslonym przedmiotem i nie sposéb
cokolwiek o niej udowodnié.?®

Wiemy, ze w Podstawach geometrii, gdzie linia prosta jest $ciéle zdefinio-
wanym obiektem, fakt iz kazdemu punktowi prostej odpowiada liczba rze-
czywista jest zwiazany z twierdzeniem o istnieniu miary, a wéwczas dowolny
punkt na prostej — pozwalajac sobie na uproszczenia — jest aproksymowany

®6|Dedekind 1872], s. 140

5"[Dedekind 1872], s. 140

*8Wskazane zdanie Bell opatrzyt komentarzem: ,W ten sposéb Cantor pokazuje, ze
kazdemu punktowi prostej odpowiada okreslony element zbioru B” [Bell 2005], s. 153.
Powtérzmy zatem: Cantor niczego nie pokazuje, wiecej, nie jest w stanie pokazaé, bo linia
prosta nie jest okreslonym obiektem.
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nie przez punkty odpowiadajace liczbom wymiernym, ale przez punkty od-
powiadajace liczbom dwéjkowym.>”

(5) Za aksjomat Cantor uznal teze: ,kazdej liczbie odpowiada na pro-
stej punkt, ktérego wspodlrzedna jest réwna danej liczbie, w mysl wyjasnien
z niniejszego paragrafu” .6

Mozna przyjac, ze ,aksjomat” ten odpowiada twierdzeniu z Podstaw
geometrii o surjektywnosci miary.

9.3. Biorac pod uwage to, co domniemane w rozprawie Cantora, linia
prosta to struktura (R, +, <), lub w oznaczeniach przyjetych przez Cantora
zbiér B wraz z dodawaniem i porzadkiem. Cantor nie ustanawia zadnej od-
powiedniosci miedzy prosta L a liczbami rzeczywistymi, przyjmuje jedynie,
ze linia prosta jest struktura (R, 4, <). Czemu ma shuzy¢ ta — jesli tak wolno
powiedzie¢ — mistyfikacja?

Cantor moze zilustrowa¢ pojecie pochodnej zbioru P wtedy, gdy P jest
podzbiorem zbioru punktowego L, nie zas wtedy, gdy P jest podzbiorem
zbioru liczbowego B. Gdy P € L, to P° ¢ L. Gdy P C B, to P’ jest
podzbiorem pewnego réznego od B — réznego w ocenie Cantora — zbioru
C. Zobaczmy to na przyktadzie. Gdy dany jest zbidér liczb rzeczywistych
i wiadomo, ze Q C R, to Q = R. Gdy natomiast liczby rzeczywiste sa
konstruowane, a w punkcie wyjscia dany jest zbiér QQ, to nie jest tak, ze
Q =R, ale jest tak, ze Q;% =R.

W omawianej pracy Cantor nie rozréznia Q i Qg, nie rozréznia liczb
nalezacych do zbioru A i liczb wymiernych nalezacych do zbioru B. Gdy
pisze, ze ,jedna, dwie lub trzy spoéréd liczb b, ', b nalezg do zbioru A”, to
jest to zupelnie niezrozumiate, bo ¢6z to ma znaczy¢, ze ,konkretny znak
b” oznaczajacy ciag liczb wymiernych nalezy do zbioru liczb wymiernych A.

3970b. rodz. O cigglosci linii prostej, pkt. 16.

50John Bell tak komentuje 6w ,aksjomat”: ,kazdy element B powinien wyznaczaé okre-
$lony punkt na linii prostej. Zdajac sobie sprawe z tego, ze intuicyjna natura liniowego
kontinuum poprzedza $cisty dowdd tej wlasnosci, Cantor po prostu przyjmuje ja jako
aksjomat, tak jak Dedekind postapil w zwiazku z zasada cigglosci” [Bell 2005], s. 153.
W zwiazku z tym przypomnijmy fakty: (1) Dedekind owszem przyjmuje zasade ciagltodci
nie podajac zadnego bezposredniego uzasadnienia (,nie jestem w stanie podaé zadnego
dowodu jej [tj. zasady ciagloéci — P.B.] poprawnosci”), jednakowoz cigglosé liczb rzeczywi-
stych jest juz dowodzona i wykazany jest tez zwiazek miedzy ciaglodcia liczb rzeczywistych
»a pewnymi podstawowymi twierdzeniami analizy infinitezymalnej”, co mozna uznaé za
posrednie uzasadnienie zasady ciaglosci. (2) W Stetigkeit nie jest ustalany zwiazek miedzy
liczbami rzeczywistymi a linia prosta. (3) Z korespondencji Dedekinda wiemy, iz zdawal
on sobie sprawe z tego, ze linia prosta moze byé ciagla lub nieciagta (,pojecie przestrze-
ni jest calkowicie niezalezne od wyobrazenia ciaglodci”), w szczegblnosei, ze linia prosta
w rozumieniu Euklidesa nie jest ciagta (,caly jego [tj. Euklidesa — P.B.] system pozostanie
nienaruszony takze bez ciaglodci”).
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Wtasnie dlatego w tej rozprawie nie znajdziemy rozwigzania kwestii: jak jest
mozliwe, ze lim, oo an = (ay)?

10. W komentarzu do §2 rozprawy Uber die Ausdehnung eines Satzes
aus der Theorie der trigonometrischen Reihen Joseph Dauben, w popular-
nej w kregach filozoficznych ksiazce Georg Cantor. His Mathematics and
Philosophy of the Infinite pisze:

»W przedmowie do Stetigkeit und irrationale Zahlen Dedekind odnotowuje,
ze [...] wkrétce po tym, jak wysltal do druku swoja rozprawe, zapoznal sie
z artykutem Cantora z roku 1872. Dedekind, opisujac Cantora teori¢ liczb
niewymiernych, byl szczegdlnie poruszony aksjomatem Cantora: «O ile zdo-
talem sie zorientowaé¢ na podstawie szybkiego pierwszego przejrzenia pracy
[Cantor 1872], aksjomat z §2 zgadza sie calkowicie, jesli abstrahowaé od ze-
wnetrznej formy przedstawienia go, z tym, co ponizej w §3 okreslitem jako
istote ciaglodcin. [...] Jednakze aksjomat, w ktérym Dedekind przypisuje
ciaglosé linii prostej mial postaé: «Jezeli wszystkie punkty prostej rozpadaja
sie na dwie klasy tego typu, ze kazdy punkt pierwszej klasy lezy na lewo od
kazdego punktu drugiej, to istnieje jeden i tylko jeden punkt, ktéry tworzy
ten podzial wszystkich punktéw na dwie klasy, czyli rozciecie prostej» |...]

Chociaz byl on interpretowany jako réwnowazny hipotezie Cantora, ze
kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada dokladnie jeden punkt na prostej
euklidesowej, to w aksjomacie Dedekinda odpowiednio$¢ ta w zadnym razie
nie zostala explicite przedstawiona. Jest ona oczywiscie jednym z wiekszych
odkry¢ Cantora [...]. Hipoteza, ze taka odpowiednio$é¢ jest mozliwa do-
prowadzita Cantora do aksjomatu, ktory w istocie lezy u podstaw pelnego

zrozumienia natury ciagloéci i wszelkiej dziedziny ciaglej”.6!

Przytoczymy teraz ten fragment Stetigkeit, do ktérego odnosisie Dauben:

,Gdy pisze te przedmowe (20 Marca 1872), otrzymalem wtasnie interesujaca
prace G. Cantora Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der tri-
gonometrischen Reihen (Math. Annalen von Clebsch und Neumann, t. 5), za
ktorg chcialbym bystremu i wnikliwemu autorowi serdecznie podzigkowac.
O ile zdotalem sie zorientowaé¢ na podstawie szybkiego pierwszego przejrze-
nia pracy, aksjomat z paragrafu 2 zgadza sie calkowicie, jesli abstrahowaé
od zewnetrznej formy przedstawienia go, z tym, co ponizej w paragrafie
3 okredlitem jako istote cigglosci. Jaki jednak jest pozytek z tego, jesli tylko
pojeciowego odréznienia [begriffliche Unterscheidung] rzeczywistych wielko-

51[Dauben 1990], s. 320; wyjatki z rozprawy Dedekinda cytowane za [Dedekind 1872].
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sci liczbowych jeszcze wyzszych rodzajéw nie potrafie rozpoznaé na podsta-
wie mojego ujecia doskonalej w sobie dziedziny liczb rzeczywistych” .62

Dauben jest przekonany, ze mowiac o aksjomacie Dedekind ma na uwa-
dze to, co sam Cantor nazwal aksjomatem. Z kontekstu wypowiedzi wynika
jednak, ze Dedekind odnosi sie do zdan:

,Podczas gdy w przypadku zbiorow A i B jest tak, ze kazde a rowna sie pew-
nemu b, ale nie odwrotnie, [.. .| okazuje sig, ze zaréwno kazdemu b odpowiada
pewne ¢, jak i na odwrét, kazdemu ¢ odpowiada pewne b. |[...] Jakkolwiek
przez to zbiory B i C' do pewnego stopnia pokrywaja sie, to istotne jest, aby
na podstawie przedlozonej teorii [...], uchwycié¢ réznice pojeciowa [begrif-
flichen Unterschiede] miedzy zbiorami B i C, bo przeciez réwnosé pomiedzy
wielko$ciami liczbowymi b, b’ z B nie oznacza ich identyczno$ci”.

Mowiac o aksjomacie Dedekind ma zatem na uwadze to, ze zbiér B jest
zupelny w sensie Cauchy’ego.

Dzisiaj wiemy, ze ciaglos¢ (w sensie Dedekinda) i zupelno$¢ (w sen-
sie Cauchy’ego) nie sg réwnowaznymi wlasno$ciami. Natomiast w zwiazku
z patosem, jaki przenika uwage Daubena o ,naturze ciaglosci” powtérzmy:
w Uber die Ausdehnung eines Satzes Cantor nie ustanawia zadnej odpo-
wiednio$ci miedzy liczbami rzeczywistymi a linig prosta, bo w rozprawie tej
prosta jest nieokreslonym obiektem. Fakt ten staje sie zupelnie oczywisty,
gdy poréwnamy drugi paragraf Uber die Ausdehnung eines Satzes z twier-
dzeniami o istnieniu i surjektywnosci miary z Podstaw geometrii Karola
Borsuka i Wandy Szmielew.

52[Dedekind 1872], s. 137.



Georg Cantor, Grundlagen einer allgemeinen
Mannigfaltigkeitsiehre.
Ein mathematisch-philosophischer Versuch
in der Lehre des Unendlichen, 1883

11. W §9 tej rozprawy Cantor przedstawia raz jeszcze teorie liczb rzeczy-
wistych. Kontekst rozwazan stanowi tym razem teoria mnogosci. Punktem
wyjscia sa liczby wymierne.

,»Z uwagi na wielkie znaczenie, jakie dla teorii zbioréw maja tak zwane liczby
rzeczywiste, wymierne i niewymierne, chcialbym przedstawi¢ najwazniejsze
kwestie dotyczace ich definicji. Liczb wymiernych nie bede omawial, bo wie-

lokrotnie byly one w écisty, arytmetyczny sposéb przedstawiane”.%3

Swoja teorie prezentuje Cantor na tle koncepcji Weierstrassa i Dedekinda.

,»Chcialbym przedstawié¢ i oméwié trzy podstawowe sposoby (w gruncie rze-
czy sa one chyba jednym i tym samym) Scislego, arytmetycznego wprowa-
dzenia ogdlnych liczb rzeczywistych. Pierwsza definicje stosowal przez wiele
lat Prof. Weierstrass w swoich wyktadach z funkcji analitycznych”,%

drugi sposéb, to teoria (,,0sobliwa definicja”) Dedekinda, trzeci — Cantora.
11.1. ,Definicja” Weierstrassa.

W definicji pierwszej, za podstawe przyjeto zbiér dodatnich liczb wymier-
nych a,, oznaczany jako (a,); spelnia on warunek: suma kazdej skoniczonej
ilosci wyrazéw a, jest zawsze mniejsza od pewnej z goéry ustalonej granicy.
Gdy dane sa dwa takie agregaty (a,) i (a,,), to pokazuje sie, ze mozliwe sa

tylko trzy przypadki” %

53[Cantor 1883], s. 183.
54[Cantor 1883], s. 183.
55[Cantor 1883], s. 184.
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zapiszmy je symbolicznie:

(1) Vn3kVmlk <m — | f) a; — g: a;| < 1],
1=0 =0

(2) InIkVYmlk <m — in: a; — i a; > 1,
i=0 i=0

(3) InIkVYmlk <m — § a; — g a; > 1,

: : n
1=0 1=0

gdzie — powtérzmy — ciagi (a,), (a,) C Q4 sa takie, ze ciagi sum czesciowych
>ioai), oo a'i) sa ograniczone z gory.

»,Odpowiednio, jezeli b i b’ sg liczbami zdefiniowanymi przez agregaty (a,)
i (a;,), to w pierwszym przypadku przyjmujemy b = b, w drugim b > ¥,
w trzecim b < b'. Jezeli z dwoch agregatéw utworzony jest nowy agregat
(ay + a,)), to stanowi on podstawe definicji b+ b', a jezeli z agregatéw (a,)
i (a,) utworzony jest agregat (a, -a,) [...], to stanowi on podstawe definicji
iloczynu bb'” .56

Teori¢ Weierstrassa Cantor opatrzyt komentarzem:

yhalezy podkresli¢, ze zawsze sumujemy skonczenie wiele elementéw wy-
miernych, a liczba b nie jest definiowana jako suma ) a, nieskonczonego
ciagu (ay ), postepujac tak popelniliby$my bowiem blad logiczny; sume Y a,
definiujemy jako réwna skonczonej liczbie b, ktéra musi by¢ wezesniej zdefi-
niowana. Weierstrass jako pierwszy zdotal uniknaé tego bledu; ten logiczny
btad popelniano w przesztoéci powszechnie, a nie byl on zauwazony tylko
dlatego, ze nalezy do tych nielicznych przypadkéw, w ktorych faktyczny blad
nie wplywa znaczaco na wyniki obliczen”.%”

11.2. ,Definicja Dedekinda przyjmuje w punkcie wyjscia zbiér wszystkich
liczb wymiernych. [...] [Przekréj zbioru liczb wymiernych — P.B.] oznacza
jako (20,,%B,) 1 wiaze z nim pewna liczbe b. [...] Ma ona te niewatpliwa
zalete w poréwnaniu z dwoma pozostaltymi definicjami, ze kazdej liczbie b
odpowiada dokladnie jeden przekrdj [liczb wymiernych — P.B.]. Powazna
wada tej definicji jest natomiast to, ze w analizie liczby nigdy nie sg ‘prze-
krojami’ i potrzeba sporo wysitku, aby przedstawié¢ je w ten dosé sztuczny
sposéb” .68

56[Cantor 1883], s. 184.

57[Cantor 1883], s. 185.

58[Cantor 1883], s. 185. Cantor — jak wida¢ — nie zauwaza, ze liczbie wymiernej odpo-
wiadajg dwa przekroje. ,Definicja” liczb rzeczywistych jest dlan ,definicja”’ liczb niewy-
miernych.
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11.3. ,Definicja” trzecia. Ciag fundamentalny (a,) jest definiowany jako
przeliczalny zbiér liczb wymiernych, ktéry spetnia warunek

Ve € Q4 3kVn[|agrn — ak| < €].

,Kazdy taki zbiér (a,) nazywam ciggiem fundamentalnym i wiaze z nim
liczbe b, ktora jest przezen zdefiniowana i ktérg dogodnie jest oznaczaé tym
samym symbolem (a,)”.5

Porzadek. Kazdy ciag fundamentalny spelnia jeden z warunkdw:

(1) Ve € QrIkYm[k < m — |an| < €],
(2) Je € QrIEYm[k < m — ay > €,
(3) Je € QrIkYm[k < m — ay, < —¢l.

»W pierwszym przypadku przyjmuje, ze b réwne jest zero, w drugim, ze b
jest wieksze od zera, lub dodatnie, w trzecim, ze b jest mniejsze od zera, lub

ujemne”. ™

Drziatania.

JJezeli (a,) i (a,) sa ciggami fundamentalnymi, ktére wyznaczaja liczby
bil, to mozna pokazaé, ze takze (a, £ a,) oraz (a, - a,) sa ciagami fun-
damentalnymi, ktére wyznaczaja trzy nowe liczby, stuzace za definicje su-
my, réznicy b £ b’ oraz iloczynu bb'. Ponadto, jezeli b’ jest rézne od zera
(w my$l wyzej podanej definicji), to mozna pokazaé, ze (a,,/a,) tez jest cia-
giem fundamentalnym, ktéremu odpowiada liczba definiujaca iloraz ' /b”.7!

Przedstawienie liczby wymiernej.

,Podstawowe operacje miedzy liczba b dana przez ciag fundamentalny (a, )
oraz dang wprost liczbg wymierng a, sg zawarte w wyzej podanych defini-

cjach, gdy tylko przyjmiemy, ze a, = a, b’ = a”,™

co znaczy, ze liczba wymierna a jest reprezentowana przez ciag stacjonarny
(a,a,a,...).

59[Cantor 1883], s. 186.
"[Cantor 1883], s. 186.
"'[Cantor 1883], s. 186.
"2[Cantor 1883], s. 186.
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Porzadek liczb rzeczywistych.

,Dopiero teraz mozna poda¢ definicje rownosci, wiekszoéci, mniejszosci, dla
dwéch liczb b iV (gdzie b’ moze by¢ tez = a), mianowicie, méwimy, ze b = ¥/,
lub b > ¥/, lub b < V/, w zalezno$ci od tego, czy b — b’ jest réwne zero, czy

jest wieksze, czy tez mniejsze od zera”.™

Zupetnosé liczb rzeczywistych.

,Po tych przygotowaniach, otrzymujemy pierwsze twierdzenie, ktore moze
by¢ Scisle udowodnione: jezeli ciag fundamentalny (a,) wyznacza liczbe b,
wowczas b — a,, wraz ze wzrastajacym v, staje sie mniejsze co do wartoéci
bezwzglednej od dowolnej liczby wymiernej, czy tez, co na jedno wychodzi,
ze:

lim a, = b.

V=00

To wazny moment i wskazana jest tu duza ostrozno$é, bo tatwo o pomytke:
w trzeciej definicji [tj. Cantora definicji liczb rzeczywistych — P.B.], liczba
b nie jest, powiedzmy, definiowana jako granica wyrazéw a, ciggu funda-
mentalnego (a,), bo bylby to blad logiczny |...], tj. przyjelibySmy istnie-
nie granicy Vlg& ay. Sytuacja jest raczej odwrotna. W naszych wczedniej-
szych definicjach pojecie b byto pomyslane jako posiadajace pewne wlasnosci
i zwigzki z liczbami wymiernymi tak, ze w rezultacie mozemy wyciagnac
logicznie pewny wniosek, iz Vh:rglo a, istnieje i jest réwne b”.74

Dalej, po uwagach o sposobie istnienia liczb rzeczywistych — ,sa réw-
nie realne w naszych umystach, jak liczby wymierne, a nawet, jak liczby
catkowite” — Cantor przechodzi do zupetnosci liczb rzeczywistych:

»2Mozna teraz z tatwoscia rozszerzy¢ wypowiedziane wyzej twierdzenie jak
nastepuje: Jezeli (by,) jest ciagiem liczb wymiernych lub niewymiernych spetl-
niajacych warunek Vh_rgo (by4+p — by) = 0 (dla dowolnego 1), wowczas istnieje

taka liczba b wyznaczona przez pewien ciag fundamentalny (a, ), ze
lim b, = b".7
V=00

I to wszystko na temat zupelnosci. Tak wiec i w Grundlagen Cantor nie
podaje dowodu, jakkolwiek odréznia tu liczbe wymierng a od przedstawienia
jej w postaci ciagu stacjonarnego (a, a, a, ... ), to za$ pozwala juz udowodnié
zupelnosé liczb rzeczywistych, co pokazemy w nastepnym punkcie.

"3[Cantor 1883], s. 186-187.

"[Cantor 1883], s. 187.
5[Cantor 1883], s. 187.



Ernest Hobson, The Theory of Functions
of a Real Variable and The Theory
of Fourier’s Series, 1907

12. W roku 1907, w ksiazce The Theory of Functions of a Real Variable
and The Theory of Fourier’s Series Ernest Hobson podat jeden z pierwszych
dowodéw zupetogci liczb rzeczywistych.”

Hobson wyraznie odréznia liczbe wymierng g od liczby rzeczywistej
(¢,9,q,-..). W definicji warunku Cauchy’ego dla ciagu liczb wymiernych
przyjmuje € € Q4, a dla ciagu liczb rzeczywistych ¢ € Ry, a wreszcie, teo-
rie liczb rzeczywistych poprzedza dowodami podstawowych twierdzen teorii
granic, ale dla ciagéw liczb wymiernych: suma, réznica, iloczyn oraz iloraz
(przy znanych zastrzezeniach) ciagéw Cauchy’ego jest ciagiem Cauchy’ego.

12.1. ,Przyjmujemy, ze kazdy ciag Cauchy’ego {a,,}, ktérego elementami
» 77

sa liczby wymierne, reprezentuje liczbe rzeczywista”.
Dalej, kazdej liczbie wymiernej x przypisuje Hobson liczbe rzeczywista
(z,z,x,...), co tak uzasadnia:

,,Zespél liczb rzeczywistych zawiera w sobie zespdl przedmiotéw, ktéry jest
podobny do uporzadkowanego agregatu liczb wymiernych |[...]. Liczby wy-
mierne sg zwykle identyfikowane z liczbami rzeczywistymi, ktérym odpo-
wiadajg i sa one oznaczane tymi samymi symbolami. W wyktadzie Anali-
zy identyczno$¢ ta nie rodzi zadnych trudnosci. Jednak gdy zajmujemy sie
podstawami zespotu liczb rzeczywistych, a zwlaszcza wtedy, gdy ustalamy

"0W swoim czasie ksiazka ta byla wielkim wydarzeniem, miedzy innymi z tego powodu,
ze upowszechnita na Wyspach Brytyjskich, wczesniej znang tylko na kontynencie, teorie
miary Lebesgue’a.

""[Hobson 1921], s. 30. Ciag spetniajacy warunek Cauchy’ego Hobson nazywa ciagiem
zbieznym dlatego, aby unikngé nieporozumien, convergent sequence ttumaczymy jako cigg
Cauchy’ego; z tych samych powodéw, w kilku miejscach przyjmujemy tez inne oznaczenia
niz w oryginale.
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zalezno$¢ miedzy teoriag Cantora i Dedekinda, aby uniknaé¢ logicznych trud-
nosci, winnis§my odrézni¢ pojeciowo liczby wymierne od liczb rzeczywistych,

ktérym one odpowiadaja”.”™

12.2. ,Ogolna Zasada Zbieznosci. Warunkiem koniecznym i wystarczaja-

cym zbieznosci ciggu liczb rzeczywistych x1, 9, ..., Ty, ... jest to, aby dla
kazdej dodatniej liczby e istniata taka warto$é n, ze wszystkie x, — Tn11,
Ty — Tpt2, Ty — Tpts, ... beda numerycznie mniejsze od g”.™

Dowéd przeprowadzony jest w trzech krokach.

(1) ,Jezeli {ay,} i {b,} definiuja dwie rézne liczby rzeczywiste a, b, to mie-

dzy a, b lezy nieskonczenie wiele liczb, ktore odpowiadaja liczbom wymier-
» 80

nym”.

Istotnie, jezeli {a,} > {by,}, to dla pewnego § € Q. istnieje takie k, ze
zachodzi

)
bk — bltm| < 5

Aktm — bkym = 0, |ak - ak+m| < 9

57
Przyjmujac, ze x € Q4+ N (g, J), ciag stacjonarny {a; — x} ,odpowiada”
liczbie wymiernej i zachodzi

{an} > {ax — x} > {bn}.

(2) ,Niech {a,} bedzie ciagiem Cauchy’ego liczb wymiernych i niech {a,}
bedzie ciagiem liczb rzeczywistych, ktére odpowiadaja liczbom tworzacym
ciag {a,}. Latwo pokazaé, ze {a,} jest ciagiem Cauchy’ego. [...] Widzimy
tez, ze jezeli {a,} jest ciggiem Cauchy’ego to jest nim takze {a,}”.%!

Kolejne wyrazy ciagu {a,} to ciagi stacjonarne liczb wymiernych

(al,al,al, .. )
(az,az,a2,...)
(as,as,as,...)

"8[Hobson 1921], s. 30.

7o [Hobson 1921], s. 37; ,numerycznie mniejsze” znaczy tu: co do wartosci bezwzgledne;.
Twierdzenie opatrzone jest przypisem, ze nazwa twierdzenia zostata przejeta z ksiazki
P. Du Bois-Reymonda, Die allgemaine Funktiontheorie (1882).

89[Hobson 1921], s. 33.

8![Hobson 1921], s. 34.
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Dowdéd wlasnosci (2) polega na tym, ze zamiast ,dowolnie wybranej do-
datniej liczby rzeczywistej €”, przyjmuje Hobson & € R,, gdzie ¢ € Q4.
Wéwczas, na mocy zalozenia, istnieje takie k, ze

ap +¢€ > agym > ax —e, dla dowolnego m.

»Stad wynika, ze Gy, lezy miedzy G + &, @i — &, a to oznacza, ze {ay} jest
» 82

ciggiem Cauchy’ego”.
(3) ,Nastepnie, niech {a,} bedzie ciagiem Cauchy’ego liczb rzeczywistych.
Pomiedzy liczbami «,, i an41 lezy liczba rzeczywista p,,, ktéra odpowiada
liczbie wymiernej wyznaczonej pod koniec §28 [chodzi o krok (1) dowodu
— P.B.]. Powtérzmy te operacje w stosunku do wszystkich par sasiednich
elementéw ciagu {«, } i rozwazmy ciagi {p,,} i {an}. [...] zachodzi

|ﬁn - Tgn+m‘ < ’Tjn - O‘n’ + |an - Oén+m| + ‘an+m - ﬁn-l—m’”'gg

Tak wiec {p,,} jest ciagiem Cauchy’ego liczb rzeczywistych.54

Granica ciagu oy, ma by¢ oczywiscie {p, }. Zobaczmy, jak Hobson wyka-
zuje rownosé lim,, oo oy, = {pn}. Wezesniej jednak musimy rozwiklaé pewne
zapetlenie pojeciowe. Otz o ciagach liczb rzeczywistych Hobson pisze:

nJezeli przyjmiemy, ze kazdy ciag Cauchy’ego liczb rzeczywistych repre-
zentuje pewien idealny przedmiot, jezeli analogicznie, jak w §26 1 §27 [tj.
jak dla ciagéw liczb wymiernych — P.B.] zdefiniujemy réwnosé i nieréwnosé
oraz podstawowe operacje, i jezeli podobnie, jak poprzednio, przyjmiemy,
ze ciag Cauchy’ego, w ktérym wszystkie wyrazy sa réwne liczbie rzeczywi-
stej a reprezentuje jeden z tych nowych obiektéw, ktéry odpowiada «, to
pokazemy, ze ten nowy zespdél przedmiotéow jest podobny do zespotu liczb
rzeczywistych”.®

Przechodzac do dowodu, czytamy:

»Raz jeszcze

{an} —{pn} ={an —pn} oraz |an — pul < |an — anyil,

82[Hobson 1921], s. 35.

83[Hobson 1921], s. 35.

84Przy wyborze liczby p,, Hobson implicite przyjmuje, ze ciag {an} jest réznowarto-
Sciowy.

85[Hobson 1921], s. 34.
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a skoro {a,} jest ciagiem Cauchy’ego, to istnieje taki wskaznik k, ze dla
wszystkich wigkszych wskaznikéw n réznice |au, — @41 sa mniejsze od do-
wolnej ustalonej liczby, dlatego |ay, — py| spelniaja ten sam warunek, zatem
dwa ciagi Cauchy’ego {an,} i {pn} spelniaja warunek réwnosci [tj. sa réwno-
wazne — P.B.], lub inaczej, reprezentuja ten sam nowy przedmiot. Wezesniej
pokazali$my, ze jezeli {p, } jest ciagiem Cauchy’ego, to takim ciggiem jest tez
{pn}. Ale {p,} odpowiada pewnej liczbie rzeczywistej «, dlatego kazdemu

ciagowi Cauchy’ego liczb rzeczywistych {a,,} odpowiada liczba rzeczywista
» 86
o’

Hobson nie podaje wiec bezposredniego dowodu réwnosci limy, oo ayy =
{pn}, tym niemniej przy rozréznieniu q i (q, q,q,...) taki dowdéd mozna juz
przeprowadzié.

Zacznijmy od tego, ze nlLrglo Dy, = {pn}. Otéz dla ustalonego k zachodzi

Pk — {pn}t = {pk — P1, Pk — P2,k — D3, ... } = {Pk — Dn}

Dla & € R, istnieje takie k, ze dla wszystkich m > k zachodzi

|pk - pm’ <g,
czyli
|pk - {pn}‘ <é,

Podobnie przy ustalonym m, ale takim, ze m > k, zachodzi

|pm - {pn}‘ < &,

co znaczy, ze lim, .o P, = {pn}. Ciag {p,} mozemy przedstawié, jako prze-
kgtng nastepujacej tablicy

p1L= (pla b1, P1, --- P15 -- )
]52 = (p?a b2, P2, ... P2, -- )
p3 = (p3, P3, 3y -+~ D3y -+ )

Dn = (pnv Pns Pny -+ Pn, )

Ostatecznie, korzystajac z tego, co pokazal juz Hobson, ze ciag {c, —pn}
jest zbiezny do zera, zwiazek lim «, = {p,} otrzymujemy z nieréwnosci
tréjkata e

o = {pn} < lan = Pnl + [P — {Pa}l-
86[Hobson 1921], s. 35.
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Dla dowodu zupelnosci wystarczy zatem odréznié q i (q,q,q,...). Céz
wiec zyskujemy dzieki konstrukcji ilorazowej?

12.3. Hobson podkredla réznice w definicji ciagu Cauchy’ego liczb wy-
miernych i rzeczywistych: w pierwszym przypadku € € Q4, w drugim ¢ €
R,. Dodajac do tego przedstawienie liczby wymiernej w postaci ciagu sta-
cjonarnego, jest przekonany, ze rozwigzal trudno$é tkwigca w oryginalnej
koncepcji Cantora. Czytamy:

»Zespél (z,x,x,...), czy {x}, gdzie wszystkie wyrazy sa réwne liczbie wy-
miernej z, jako ze jest ciagiem Cauchy’ego, reprezentuje liczbe rzeczywista
odpowiadajaca liczbie wymiernej x [...]. Cantora teoria liczb niewymier-
nych, w postaci, w jakiej zostala przedstawiona przez Cantora i Heine’go,
zostata skrytykowana [B. Russell, The Principle of Mathematics, vol. I,
s. 568] na tej podstawie, ze zaklada, iz ciag {z}, w ktérym wszystkie wyra-
zy sa réwne liczbie wymiernej z, reprezentuje te wlasnie liczbe wymierna x
i w rezultacie x jest granica ciagu {z}, jednak arytmetyczna teoria granic
jest rozwijana przez Cantora na gruncie teorii liczb niewymiernych i jako
taka nie jest dana przy konstruowaniu podstaw teorii. Przedstawiona wyzej
teoria nie jest juz podatna na ten zarzut”.®”

Uwaga ta nastepuje po udowodnieniu odpowiednich twierdzen o grani-
cach ciggdéw liczb wymiernych. Idzie tu zatem o to, ze w przedstawionej
teorii liczb rzeczywistych, teoria granic jest rozwijana najpierw dla ciagéw
liczb wymiernych, a nastepnie dla ciagéw liczb rzeczywistych. O ile zostanie
wykazane, ze

Vr e RyI(q e Qr)[0<qg<r],

to zwiazek miedzy jedna a druga teoria granic jest zupelnie prosty. Ale
dowdd tego faktu jest oczywisty dopiero przy odrdznieniu € i (g,¢€,¢,...).
Dlatego Hobson wyraznie odrdznia, i wydaje sie by¢ z tego dumny, liczbe
wymierna ¢ i odpowiadajaca jej liczbe rzeczywista (g,¢,¢,...). Przy tym
rozréznieniu mozna pokazad, ze w przestrzeni Q granica ciagu stacjonarnego
(x,z,x,...) jest liczba x oraz, ze w przestrzeni R granica ciagu stacjonar-
nego (Z,Z,%,...), gdzie = € Q, jest liczba rzeczywista (z,x,z,...).

Zobaczmy teraz, jakie stabosci w przedtozonej teorii znajduje sam Hob-
son.

87[Hobson 1921], s. 31.
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12.4. (1) Co to jest zbiér liczb rzeczywistych?

,Istotg teorii Cantora jest postulat istnienia zespotu przedmiotéw myéli,
liczb rzeczywistych, uporzadkowanych wedlug zasady [...]. Przyjmuje sie,
ze kazdy element zespotu liczb rzeczywistych moze byé symbolicznie przed-
stawiony za pomoca zbieznego ciggu liczb wymiernych” .88

Mozemy sie zgodzié¢, ze na gruncie teorii Hobsona wiemy, co to jest ,ze-
spét liczb” rzeczywistych, mianowicie:

R = {(an) CQ: (an) jest ciagiem Cauchy’ego}.

(2) Co to jest liczba rzeczywista? Powtorzmy definicje:

»Przyjmujemy, ze kazdy zbiezny ciag {a,}, ktérego elementami sa liczby
wymierne reprezentuje liczbe rzeczywista. Przyjmujemy, ze dwa takie ciagi
{an} i {bn} reprezentuja te sama liczbe rzeczywista, gdy spelniaja warunek:
dla dowolnie wybranej dodatniej liczby wymiernej €, mozna znalezé taka
warto$é n, ze |antm — bnem| < €, dla tej wartosci n oraz dla wszystkich
wartosci m = 1,2,3,... . Symbolicznie, {a,} = {b,}",

a ostatnie stowo opatrzone jest przypisem:

,Czytelnik przyjmujacy poglad, gloszony przez Heinego i innych, ze liczba
rzeczywista jest identyczna ze zbiorem reprezentujacych ja symboli, moze
nie przywiazywac do tej réwnosci zadnego bezposredniego znaczenia. Mozna
przyjaé, ze znaczy ona tylko tyle, iz te dwa wyrazenia moga by¢ zamiennie
stosowane, w kazdej operacji odnoszacej sie do liczb”.3?

W innym miejscu czytamy:

,Jakkolwiek Cantora teoria liczb niewymiernych, czy raczej liczb rzeczy-
wistych, z uwagi na szczegblowa prezentacje jest poreczniejsza niz teoria
Dedekinda, to ma te wade, ze natura pojedynczej liczby rzeczywistej jest tu
niejasna: jakkolwiek jest to indywidualny przedmiot, to moze by¢ on repre-
zentowany przez nieskonczenie wiele ciaggdw zbieznych i teoria nie wyjasnia
czym jest w rzeczywistosci taka liczba” %0

W watpliwosciach tych Hobson bynajmniej nie byt odosobniony. Zobacz-
my, dla przyktadu, co o teorii liczb niewymiernych pisat Giuseppe Veronese:

88[Hobson 1921], s. 29-30.
89[Hobson 1921], s. 30.
9[Hobson 1921], s. 31.
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»,Na przyktad G. Cantor i Dedekind w swoich wartosciowych pracach twier-
dza, ze ustalajac pewien punkt na prostej, mozna wyznaczyé wzajemnie
jednoznaczne przyporzadkowanie punktéw tej prostej i liczb rzeczywistych
tworzacych continuum liczbowe. Continuum to buduja oni z symboli za po-
mocg serii abstrakcyjnych definicji, ktore jakkolwiek sg mozliwe to jednak
zupelnie dowolne” 9!

Wobec faktu, ze sami matematycy nie mieli pewnosci, czym jest liczba
rzeczywista, otworzyto sie pole dla dociekan filozoficznych o nature liczby.
Tutaj rzecz probowano rozwigzaé gldéwnie na poziomie pytania o istote liczby
naturalnej.”? Natomiast w matematyce i w zwigzku z liczbami rzeczywistymi
problem rozwiazywano na drodze rozréznienia:

q (99 ---) [(¢e94q-..)]

12.5. K woli jasnosci, powiedzmy, jak kwestie te przedstawiaja sie
w konstrukcji ilorazowej.

(1) Co to jest liczba rzeczywista? Liczba rzeczywista jest klasa abstrakeji
wyznaczong przez pewien ciag Cauchy’ego (a,) liczb wymiernych:

[(an)] = {(bn) € QY (an) =~ (bn)},

jest wiec zbiorem na mocy aksjomatu podzbioréw.??

Przypomnijmy aksjomat podzbioréw (dla formutly ¢):
VedyVz[z € y & (z € x A p(2))],

lub krétko
y={z€x: ¢(2)},

gdzie p(z) jest formula teorii ZFC.

(2) Co to jest R? Zbiér liczb rzeczywistych R jest ,zespotem” klas abs-
trakeji. Jest to zbiér na mocy aksjomatu zbioru potegowego i aksjomatu
podzbioréw — co pokazaliSmy wyzej w punkcie 1.3 — lub na mocy aksjomatu
zastepowania. Przypomnijmy go. Niech ¢ (z,y) bedzie przyporzadkowaniem
(formula jednoznaczna), tzn.

Vz3w([y(z, w)] A VeV Yws[(Y(z, w1) A Y(z,we)) — w1 = wal,

9'Guiseppe Veronese, Fondamenti di geometria (1891), cytowane za: [Fisher 1994],
s. 141.

92Np. G. Frege, Grundlagen der Arithmetik (1884) i Grundgesetze der Arithmetik (1893,
1903), E. Husserl, Philosophie der Arithmetik (1891).

9BGdzie (an) ~ (bn) «>qr Ve € Q1 IEYmMkE < m — |am — bm| < €.
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lub krétko
Vz3lwy(z, w)],

wowczas aksjomat zastepowania (dla formuly ) ma postaé
VedyVw [w € y & Jz[z € x AY(z,w)]],

lub krétko
y={w: 3z[z € z ANY(z,w)]}.

W omawianym przypadku formula v (z,w) w skrécie ma taka postac:
w = [2]~.

W tym ujeciu pytania, czym sa liczby rzeczywiste, tj. co to jest R, oraz
co to jest liczba rzeczywista, maja juz jednoznaczna odpowiedz i nie ma tu
juz miejsca na watpliwosci dotyczace natury liczby.

13. Poréwnajmy to teraz z wyjasnieniami, jakie znajdujemy w Anali-
zie Krzysztofa Maurina i Arytmetyce teoretycznej Wactawa Sierpinskiego.
Czytamy:

»Zbiér klas {A,}, * € X, nazywamy przestrzenia ilorazowa i oznaczamy
przez X/® [...]. Klase A, oznaczaé¢ bedziemy przez [z] lub, dokladniej
[x]ﬁ?”fn

gdzie
Ay ={ye X :(x,y) € R}.

Natomiast zupelnie zagadkowo wyglada to w wyktadzie Arytmetyka teo-
retyczna, bo nie tylko, ze nie jest jasne, dlaczego (na podstawie jakich
aksjomatéw) liczby rzeczywiste tworza zbiér, ale nie wiadomo tez, czym
jest liczba rzeczywista. Czytamy:

,Liczbe, ktora jest wymierna, badz niewymierna, nazywamy liczba rzeczy-
wista. Kazda liczba rzeczywista wyznacza pewng klase ciagéw podstawo-
wych [...]; o klasie tej bedziemy méwili, ze odpowiada rozwazanej liczbie
rzeczywistej. Jezeli liczba ta jest niewymierna, klasa ta jest sama ta liczba,
jezeli za$ liczba jest wymierna, odpowiadajaca jej klasa jest klasa wszyst-
kich ciagéw nieskonczonych o wyrazach wymiernych, ktérych granica jest
rozwazana liczba wymierna. Odpowiednio$¢ miedzy liczbami rzeczywistymi
a klasami ciagéw podstawowych [...] jest, jak latwo spostrzec, wzajemnie

jednoznaczna” %

94Maurin 1991], t. I, s. 33.
95[Sierpinski 1966], s. 202.
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Rysuje si¢ tutaj taki obraz:

(1) ,Kazda liczba rzeczywista wyznacza pewna klase ciagéw podstawowych”,
czyli
7 [(an)],

(2) ,Jezeli liczba ta jest niewymierna, klasa ta jest sama ta liczba”, czyli
np. dla ciagu (ay), gdzie a,, = 1 + % + % 44 L jest

[(an)] = [(an)].

(3) ,[J]ezeli za$ liczba jest wymierna, odpowiadajaca jej klasa jest klasa
wszystkich ciggéw nieskonczonych o wyrazach wymiernych, ktérych granica
jest rozwazana liczba wymierna”, czyli dla ¢ € Q jest

q— {(an) CcQ: nlir&an = q}'

(4) ,,Odpowiednio$¢ miedzy liczbami rzeczywistymi a klasami ciagéw pod-
stawowych [...] jest [...] wzajemnie jednoznaczna”.

Dziedzine tej odpowiedniosci, oznaczmy ja jako ¢, stanowia ,liczby rze-
czywiste”, oznaczmy je jako X, za$ przeciwdziedzing jest zbidr klas abstrak-
cji ciagéw podstawowych, tj. C/~. Z poprzednich zdan wynika, ze X jest
zbiorem, ktory zawiera QQ oraz te klasy abstrakcji, ktore ,,odpowiadaja licz-
bom niewymiernym”. Tak wiec X ma by¢ zbiorem C/~, w ktérym zamiast

klas [(¢,q,q,-..)], gdzie ¢ € Q, wystepujg elementy ¢, tj.

p: X +— C/y, aprzy tym

v X2q9—1994q-..), oraz ¢g:X 3 [(an)] — [(an)].

Otéz w konstrukeji ilorazowej jest jeden i tylko jeden zbiér liczb rzeczy-
wistych, mianowicie C/ i nie ma poza nim zadnych innych liczb rzeczywi-
stych, nie ma zadnego zbioru X, ktéry miatby by¢ odwzorowywany na zbiér

13.1. Uporzadkowane cialo utamkéw Rg i uporzadkowane cialo liczb
wymiernych £ sg izomorficzne, lecz zwigzek, jaki miedzy nimi zachodzi
w ramach omawianej konstrukcji w zadnej mierze nie da sie do tego sprowa-
dzi¢. Cialo Q jest dane w punkcie wyjscia, g jest natomiast definiowane
jako podciato ciata fR. Po drugie, w dowodzie zupelnosci SR nie mozna nie
odrézniaé¢ Rg 1 Q.

W wykladzie Analiza, przypomnijmy, zaraz po zdefiniowaniu R utozsa-
mia si¢ ciata Rg 1 Q:
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,Zbior liczb rzeczywistych R jest przestrzenia ilorazowa C/.. Q identyfi-
kujemy ze zbiorem klas ciggéw statych” %6

i, jak widzieliSmy, przedstawiony tam dowdd zupelnosci nie jest jasny, lub
inaczej, jest zrozumialy tylko dla tego czytelnika, ktéry skadinad wie, jak
udowodnié¢ zupelnosé liczb rzeczywistych.

13.2. Filozoficznie nastrojeni matematycy majg sktonnosé do utozsamia-
nia, identyfikowania struktur izomorficznych.?” Zobaczmy:

»Jednym z najwazniejszych pojeé¢ nowoczesnej algebry jest pojecie izomor-
fizmu. Okreslimy teraz to pojecie dla pierécieni catkowitych [...]. Méwiac
mniej $cisSle dwa pierécienie catkowite sg izomorficzne, gdy réznia sie tylko
sposobem zapisu swoich elementéw”.?8

Otéz caly nasz dhugi wywdd zwiazany z zupelnoécia R stuzy ukazaniu
innych niz algebraiczne aspektéw ciatla Mg, w szczegdlnosei cheieliSmy po-
kazac, ze w dowodzie zupelnoéci nie mozna utozsamiaé Q i Rq.

Przy okazji zauwazmy, ze to, co z jednego punktu widzenia jest ,tylko
sposobem zapisu elementéw” w innych kontekstach jest znaczacym osiagnie-
ciem. W jednych dziedzinach matematyki istotne jest to, ze liczbe rzeczy-
wista mozna przedstawi¢ w postaci utamka tancuchowego, w innych — ze
liczbe mozna przedstawi¢ w postaci utamka dziesigtnego, a w jeszcze innych
przedstawienie nie ma zadnego znaczenia, a istotne jest tylko to, ze wszyst-
kie liczby rzeczywiste razem wziete sg cialem uporzadkowanym w sposéb
ciagly. Pojecie izomorfizmu zwiazane jest z tym trzecim podejéciem. Przy
samej konstrukeji liczb rzeczywistych podejscie to nie jest wltasciwe.

96 [Maurin 1991], s. 41.
97Zob. [Maurin 1991], t. I, Wstep.
98[Birkhoff, Mac Lane 1957], s. 41.
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14. Definiujgc zupetnoéé liczb rzeczywistych podkredlaliémy, ze to cialo
uporzadkowane liczb rzeczywistych R jest zupelne, w matematyce natomiast
przestrzen zupelna jest najczesciej rozumiana jako szczegblna przestrzen me-
tryczna.?® Chodzi wiec o to, czy liczby rzeczywiste sa w pierwszym rzedzie
cialem uporzadkowanym, czy przestrzenia metryczna. Zrazu wydaje sie, ze
jest to jedynie kwestia konwencji, ale pytanie to ma réwniez wymiar mery-
toryczny.

Wiadomo, ze w danej przestrzeni mozna wprowadzi¢ rézne metryki. Gdy
liczby rzeczywiste sa rozumiane jako przestrzen metryczna, to mamy na
uwadze wyrdzniong metryke, mianowicie metryke zadana przez wartos¢ bez-
wzgledna. Wartos¢ bezwzgledna jest definiowana poprzez porzadek — ,na-
turalny porzadek”, jak to si¢ zwykle méwi. Pytanie sprowadza si¢ zatem do
tego, czy mozna matematycznie wyrdzni¢ 6w ,naturalny porzadek”.

14.1. Witold Wiestaw w ksigzce Matematyka i jej historia tak pisze
o Cantora konstrukcji liczb rzeczywistych:

,2Konstrukcje Méraya, Cantora i Heinego to, najkrocej méwiac, konstruk-
cje uzupetnienia ciata Q liczb wymiernych wzgledem zwyklej metryki na

2 100
prostej”,

i troche dalej

»Jaki jest ogdlny schemat konstrukeji? Dotyczy on uzupelnienia przestrze-
ni metrycznej (X, d) wzgledem metryki d i w istocie niewiele rézni sie od

9970b. [Kuratowski 1973], rozdz. XV, [Sieklucki 1978], rozdz. II. (Przestrzei zupeina
moze byé tez zdefiniowana jako szczegblna przestrzen jednostajna, ale tego watku nie
podejmujemy.)

100 Wigstaw 1997], s. 100.
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opisanej wyzej konstrukeji uzupelnienia przestrzeni metrycznej Q wzgledem
» 101

metryki d(z,y) = |z — y|”.

Nizej przedstawimy Hausdorffa konstrukcje uzupelnienia przestrzeni me-
trycznej do przestrzeni metrycznej zupelnej i sprawdzimy w czym jest ona
podobna do konstrukeji Cantora.

Zacznijmy od pojecia przestrzeni metrycznej i siegnijmy do zrédet. Jako
pierwszy definicje przestrzeni metrycznej podat Maurice Fréchet w pracy
Sur quelques points du calcul fonctionnel (1906),'°? a juz w roku 1914,
w sposob ogdélny o przestrzeniach metrycznych pisal Felix Hausdorff w ksiaz-
ce Grundzige der Mengenlehre.'03

14.2. Przestrzen metryczna to para (F, o), gdzie o jest funkcja
0: ExE> (z,y) — o(z,y) € R U{0},

ktora spelnia warunki:

(a) o(z,x) =0,

(8) o(z,y) = eo(x,y) >0, daz#y,
(7) e(z,y) + oly. z) > o(z,2).1%

Podawszy te definicje, Hausdorff pisze:

»,Najprostszym przykladem [przestrzeni metrycznej — P.B.] jest zbiér liczb
rzeczywistych Fy, gdzie odlegloéé jest zdefiniowana jako wartosé bezwzgled-
na |z — y| réznicy dwéch liczb”.105

Dla ciagu punktéw (z,) dowolnej przestrzeni metrycznej (E, 0) mozna
zdefiniowaé warunek Cauchy’ego:

Ve e RyJk € NYm € Nk <m — o(xp, xm) < €],

i wlasnie na tej podstawie wéréd przestrzeni metrycznych wyrdznia sie prze-
strzenie zupelne. Hasudorff tak to przedstawia:

,Ciag punktéw (x1,x2,...) nazywamy ciagiem fundamentalnym, lub cia-
giem Cauchy’ego, gdy dla kazdego € (dowolnie malego) istnieje w tym ciagu

10 [ Wiestaw 1997], s. 102.

19270b. [Engelking 1989], t. 11, s. 297, [Sieklucki 1978], s. 136.

103W dalszym ciggu bedziemy cytowaé angielskie ttumaczenie oparte na trzecim wy-
daniu tej ksiazki, ale z Przedmowy mozna wnosi¢, ze rozdzial po$wiecony przestrzeniom
metrycznym jest taki, jak w wydaniu pierwszym; zob. [Hausdorff 1937], s. 5-6.

10476b. [Hausdorff 1937], s. 109; odlegto$é punktu = od punktu y Hausdorff oznacza
piszac po prostu xy, nie jest tez wprost powiedziane, ze przestrzen metryczna jest para
(E,0).

195 [Hausdorff 1937], s. 109.
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taki punkt z,,, ze jego odleglo$é¢ od wszystkich nastepnych punktow jest
< e:
TmTn <&, dlan>m.

Kazdy ciag zbiezny jest oczywiscie ciagiem fundamentalnym. Generalnie,
twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, gdyz warunek Cauchy’ego odno-
si sie tylko do samego ciagu, zas zbieznos¢ w E zalezy od przestrzeni E
[tj. (E, o) — P.B.]. Dla przykladu, jezeli F jest przestrzenia liczb wymiernych,
wowczas ciag liczb wymiernych zbiezny do pewnej liczby niewymiernej jest
ciaggiem fundamentalnym, ale nie jest zbiezny w FE. Jezeli kazdy cigg fun-
damentalny w FE jest zbiezny w FE, to E nazywamy przestrzenia zupelng
(zupelnym zbiorem punktowym). Tym sposobem, zbiér liczb wymiernych
nie jest, a zbiér liczb rzeczywistych jest przestrzenia zupelna. W istocie,
zbieznos¢ kazdego fundamentalnego ciggu liczb rzeczywistych stanowi tresé
tzw. ogdlnej zasady zbieznoéci Cauchy’ego, znanej czytelnikowi z elementar-
nego kursu”.106

14.3. Ad ,elementarny kurs”. W Uwagach wstepnych Hausdorff defi-
niuje przedzialy osi liczb rzeczywistych — (a,b), (a,b], (—o0,b], itd. — na-
stepnie liminf z,,, lim sup z,, ciagu liczb rzeczywistych (z,,) oraz sup {f(z) :
a < z < b} funkcji rzeczywistej f; nie przywoluje przy tym ani zasady cia-
glosci Dedekinda, ani zupetnodci liczb rzeczywistych.'97

Autorzy przypiséw do cytowanego przez nas wydania podaja, ze w usta-
leniach tych Hausdorff najpewniej odwotuje sie do ksigzki: G. Kowalewski,
Einfiirung in die Infinitesimalrechnung (1908).1%® W rozdziale Konstrukcja
Dedekinda pokazalidmy, ze w ksiazce Kowalewskiego, w dowodzie ciaglosci
liczb rzeczywistych nie odréznia sie liczb wymiernych q i liczb rzeczywistych
(04,9 ---), czy [(¢:4,9, .- .)], gdzie ¢ € Q.17

14.4. Uzupelnienie przestrzeni metrycznej do przestrzeni zupelnej.

,Tak jak w §11 za wzor przy uzupetnianiu luk w zbiorach uporzadkowanych
przyjeliSmy Dedekinda teorie liczb niewymiernych, tak teraz, rozszerzajac
przestrzen metryczng E do przestrzeni zupelnej E, ktérej elementy beda
ciagami fundamentalnymi, za wzér postuzy nam teoria Cantora-Méraya,
w ktérej liczby niewymierne definiowane sa jako ciagi fundamentalne liczb
wymiernych” 119

196 Hausdorff 1937), s. 120; 2,2, 0znacza w tekécie Hausdorffa — co juz sygnalizowali$my
— odleglo$é o(zmxn).

10770b. [Hausdorff 1937], s. 9-10.

10870b. [Hausdorff 1937, s. 342.

10970b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 14.2.
1O Hausdorff 1937], s. 123.
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Niech (FE,p) bedzie przestrzenia metryczna, { = (x1,22,...,Tpn,...), N =
(Y1,Y25 -+ Yn, - .), gdzie £, C E. Konstrukcja przestrzeni E wyglada na-
stepujaco.

Hausdorff dowodzi:

(o) Jezeli € oraz n sa ciagami fundamentalnymi, to istnieje granica ciagu
(o(zn,yn)). Jest tak, bo ciag liczb rzeczywistych (o(z,,yn)) jest ciagiem
Cauchy’ego.

(8) Jezeli € jest ciggiem fundamentalnym i lim, oo 0(Zn, yn) = 0, to ciag
n jest fundamentalny.'!!

Nastepnie przyjmuje

E={(CE:¢ jest ciggiem Cauchy’ego},
i definiuje funkcje
d:ExE>(&n)—d&n) =¢ lm o(wn, yn).
Z nieréwnodci tréjkata w przestrzeni (E, )

Q(l'n,yn) + Q(yTM Zn) > Q(l'n» Zn)a

— na podstawie odpowiednich twierdzen teorii granic — wynika nieréwnos$é
tréjkata dla funkeji d

d(&,m) + d(n, ¢) > d(&,¢).

Funkcja d bedzie spelniata warunek (3) definicji metryki, jezeli ,przyj-
mujemy, ze dwa ciagi fundamentalne sa rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
577 — 057112.

Dalej czytamy:

,Ciagi stale
(x,z,z,...)

s oczywiscie ciaggami fundamentalnymi; odleglo$¢ miedzy nimi wynosi zy
[tj. d((z,z,z,...),(y,9,y,...)) = o(z,y) — P.B], tak wiec E odpowia-
da izometrycznie pewnemu podzbiorowi F. Ciagi te moga by¢ bezpiecznie
identyfikowane z samymi punktami x, tak ze E staje sie po prostu pod-
zbiorem E. Odleglo$é¢ miedzy z = (v, z,...) oraz £ = (x1,x2,...) wynosi
€ = nango xTyn. W szczegblnodci, odlegto$é miedzy &, a jednym z jego punk-
téw x,, Wynosi
Tm€ = liql;n T -

H170b. [Hausdorff 1937], s. 123.
"2 Hausdorff 1937, s. 123; przypomnijmy, ze £ = 0 oznacza d(€,7) = 0.
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[...] Stad wynika, ze dla kazdego £ mozna znalez¢ takie x, ze z€ jest dowolnie
mate (E jest geste w E)”.13

W przyjetych przez nas oznaczeniach mozna to tak zapisac:

V¢ € EVn € N3z € Eld((x,z,...),&) < —].
n
Zupeloéé przestrzeni E. Niech (£1,&,...) C E bedzie ciagiem funda-
mentalnym (,fundamental suite”), tj. &; jest ciagiem elementéw nalezacych
do E.

»Dla kazdego &, wyznaczymy pewne x, takie, ze x,§, < % Wowcezas na
podstawie uwagi () x, tworzy ciag fundamentalny [fundamental suite] w F,
czy tez ciag fundamentalny & = (z1,x9,...) w E. Stad £x,, — 0, a ponadto
xné&n — 0, tak ze na podstawie nieréwnosci trojkata €€, — 0, co znaczy, ze
&, jest zbiezne do & i przestrzen E jest zupelna” .t
,Oczywiscie dokonalidémy tu identyfikacji punktu x nalezacego do E z cig-
giem stacjonarnym (z,z,z,...), czy tez, w wyniku przyjetej definicji réw-
nosci ciagéw fundamentalnych, z ciagami (x1, xo, ... ) zbieznymi do z. Jezeli
nie chcemy myli¢ tych izometrycznych przestrzeni, mozemy przyjaé, co na-
stepuje: Jezeli V' jest przestrzenig zupelna O FE, woOwczas wszystkie ciagi
fundamentalne elementéw z E zmierzaja do punktéw x nalezacych do V,
a zbiér E wszystkich tych punktéw nazywamy uzupelnieniem FE; wszystkie
uzupelnienia F sg izometryczne, a przy tym odpowiednia izometria punkty
E przeprowadza na nie same”.11?

14.5. Konstrukcja Hausdorffa jest obecnie tak przedstawiana, ze funkcja
d jest metryka na zbiorze ilorazowym:

d: E/x x B/~ 3 ([(za)], [(yn)]) = d([(zn)], [(yn)]) = lim_o(zn,yn),
gdzie
(#n) = (yn) ©qr lim o(zn,yn) =0, dla (wn), (ya) C E1°

Ujecie to jest juz wolne od dwuznacznosci, z ktérych Hausdorff w peini
zdaje sobie sprawe, ale ktérych nie usunal. Tak wiec w miejsce:
(1) ,dla kazdego &, € FE wyznaczymy pewne z,, € E takie, ze 2,£, < %”,

13 Hausdorff 1937], s. 123.

"4 Hausdorff 1937], s. 123-124.

"3 Hausdorff 1937], s. 124.

1670b. [Browkin 1978], s. 201-202.
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mamy
(1) dla kazdego &, € E/~ wyznaczymy pewne [(Tpn, Tn, Tn,---)] € E/~,
gdzie x, € E, takie, ze d([(2n, Tn, Tn, ... )], &n) < +;

n’

W miejsce
(2) ,z,, tworzy ciag fundamentalny w E”,
mamy
(2’) elementy [(z1, 21, 21,...)], [(x2, 22,22, .- )], ooy [(Tny Toy Ty -+ 2 )], - -

tworzg cigg fundamentalny w F/~;

W miejsce

(3) ,ciag fundamentalny & = (z1,22,...) w E [...] ££ — 0, co znaczy,
ze &, jest zbiezne do £ i przestrzen E jest zupelna”,
mamy

(3’) ciag (z1,22,...) C FE jest fundamentalny, zatem przyjmujac § =
[(x1,x2,...)], dostajemy &&, — 0, co znaczy, ze &, jest zbiezne do £ i prze-
strzen E/~ jest zupelna.

14.6. Krzysztof Maurin tak pisze o Cantora konstrukcji liczb rzeczywi-
stych:

»Metoda ta ma jeszcze ten walor, ze prowadzi natychmiast (jak zauwazyl
Hausdorff) [...] do ogdlnej procedury uzupelniania przestrzeni P, tzn. do
zanurzenia zbioru P w zbi6r P. [...] Jak zobaczymy, R = Q, tzn. przestrzen
R jest uzupelnieniem liczb wymiernych” .17

Nizej pokazemy réznice miedzy Cantora konstrukcja liczb rzeczywistych
a Hausdorffa konstrukcja uzupelnienia przestrzeni metrycznej do przestrzeni
zupetnej.

(1) Hausdorff w istotny sposéb korzysta z zupelnosci liczb rzeczywistych.
Otoéz definicja funkcji d

d((fEl, L2, T3y .- - )(y17 Y2,Y3, . .- )) = nh—>Holo Q(xrwyn)a

jest poprawna, bo ciag liczb rzeczywistych (o(zn,yn)) jest ciagiem Cau-
chy’ego.

(2) Definiujac ciag (z,,) C FE, taki ze x,&, < % i pokazujac, ze () jest
ciagiem Cauchy’ego, Hausdorff przyjmuje, ze % — 0. W ciele liczb rzeczywi-
stych fakt, ze % — 0 jest réwnowazny temu tego, ze Q jest geste w R, innymi
stowy, dowodzac zupelosci % nalezy pokazaé, ze Q jest geste w R.18

17 Maurin 1991], s. 40.
1870b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 1.3-1.4.
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(3) Jezeli R = Q, gdzie Q ma by¢ rozumiane jako uzupelnienie prze-
strzeni Q metodg Hausdorffa, to odpowiednikiem pary (F, o), bedzie para
(Q, ] ]). Wéwezas kluczowa definicja konstrukeji Hausdorffa

d(&,m) =qr lim o(zn,yn)

mialaby postaé
|(@n) = (ya)ll = lim [zn —ynl,

gdzie (|z, —ynl|) jest ciagiem w przestrzeni (Q, | |). Taka definicja oczywiscie
bytaby niepoprawna.
Przeprowadzajac Cantora konstrukcje liczb rzeczywistych pokazuje sie,

ze zachodzi
[l = [(lzn])],

gdzie — jak pamigtamy — warto$¢ bezwzgledna || || w R, oraz wartosé bez-
wzgledna | | w 9, definiowane sa na podstawie faktu, ze R oraz 9 sa ciala-
mi uporzadkowanymi. W konstrukcji Hausdorffa porzadek w ogole nie jest
uwzgledniany.

Przejdzmy do porzadku w ciatach liczb wymiernych i liczb rzeczywi-
stych. W przypadku ciala Q tatwo mozna pokazaé, ze istnieje dokladnie
jeden porzadek zgodny z dziataniami w Q i dlatego moze by¢ on uznany za
yhaturalny”. W przypadku fR rzecz jest bardziej zlozona.

Pokazuje sie, ze w ciele rzeczywiscie domknietym istnieje doktadnie jeden
porzadek zgodny z dziataniami.''® Cialo liczb rzeczywistych R jest cialem
rzeczywiscie domknigtym, bo R(y/—1) jest ciatem algebraicznie domknie-
tym. Z kolei, w dowodzie, ze R(v/—1) jest cialem algebraicznie domknie-
tym, korzysta sie — jak wiadomo — z faktu, ze liczby rzeczywiste sa zupelne
w sensie Cauchy’ego, czy tez ciggle w sensie Dedekinda.

Przyjmujac, ze istota konstrukcji liczb rzeczywistych jest dowdd zupel-
noéci widzimy radykalng réznice miedzy Cantora konstrukcja liczb rzeczy-
wistych a Hausdorffa konstrukcja uzupelnienia przestrzeni metrycznej do
przestrzeni metrycznej. Hasusdorff korzysta z zupetnosci liczb rzeczywistych
oraz gestosci zbioru Q w R, a wiec z jednoznaczej charakterystyki porzad-
ku liczb rzeczywistych (R, <): porzadek < jest ciagly w sensie Dedekinda
i zawiera podzbiér przeliczalny gesty w (R, <). Ponadto, porzadek < jest
zwiazany ze struktura algebraiczna ciala R.

14.7. Przedstawimy jeszcze jedna préobe dowodu zupelnoéci liczb rzeczy-
wistych z pominigciem rozréznienia Q i Rg. W Geometrii Karola Siekluc-
kiego znajdujemy taki oto dowdd zupelnosci przestrzeni metrycznej liczb
rzeczywistych.

1970b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 4-7.
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,Poniewaz z lematu [...] wynika, ze kazdy zbiér ograniczony na prostej

liczbowej R zawiera si¢ w pewnym przedziale domknietym, czyli w pewnej

podprzestrzeni zwartej, wiec z twierdzen [...| wynika nastepujace
Twierdzenie (Cauchy). Na prostej liczbowej R kazdy ciag spelniajacy

warunek Cauchy’ego jest zbiezny”.!20

Zobaczmy teraz, jak dowodzona jest zwarto$¢ przedziatu domknietego.

,Twierdzenie (Bolzano, Weierstrass). Dla kazdego ciagu liczb z,, € I, gdzie
n=1,2,..., istnieje podcigg zbiezny w I”.12!

I oznacza tu przedzial domkniety liczb rzeczywistych [0, 1]. Definiowane
sa niemalejacy ciag (a,) 1 nierosnacy ciag (b,) takie, ze dla kazdego n nie-
skoniczenie wiele wyrazéw ciagu (x) spelnia nieréwnosci ap4+1 < g < bpt1.
I dalej,

LPrzyjmijmy xg = sup{a, :n=1,2,...}. Z wlasnosci ciagdéw (ay) i (by),
a takze z wlasnosci kresu gérnego wynika [...]. Wlasno$¢ przedzialu jed-
nostkowego I sformutowana w powyzszym twierdzeniu przystuguje rowniez
kazdemu przedzialowi domknigtemu jako zbiorowi podobnemu do przedziatu
jednostkowego” . 122

W definicji punktu xg korzysta sie z zasady supremum, czyli z aksjomatu
ciagltosci Dedekinda. Tak wiegc, zbiér liczb rzeczywistych jest przestrzenia
(metryczna!) zupelng, bo jest ciggly w sensie Dedekinda.!??

120[Sieklucki 1978], s. 125.

121[Sieklucki 1978], s. 118.

122[Sjeklucki 1978], s. 118.

123Dla poréwnania: ,,W my$l znanego twierdzenia Cauchy’ego z analizy, przestrzen liczb
rzeczywistych jest zupelna” [Kuratowski 1973], s. 181. K woli jasnosci nalezy dopowie-
dzieé¢: zupetnosé jest twierdzeniem, gdy cialo liczb rzeczywistych jest konstruowane, albo
aksjomatem, gdy przyjmuje sie aksjomatyczny opis liczb rzeczywistych.



Przestrzen Baire'a

15. Podamy teraz przyklad przestrzeni metrycznej zupetnej i osrodko-
wej. Nie jest on wprost zwigzany ani z Cantora konstrukcja liczb rzeczywi-
stych, ani z konstrukcja Hausdorffa, jest natomiast interesujacy sam w sobie
i w istocie byl juz przywolywany w zwiazku z niezupetnodcia Q, a w dalszej
czesci pracy tez bedziemy sie do niego odwotywac.

15.1. W tym punkcie przyjmujemy, ze N oznacza zbior liczb naturalnych
bez zera. Przestrzen Baire’a to zbiér N'= NN z metryka

1
min{n € N: z, # y,}

Q((xn)a (yn)) = , dla (xn) + (yn)-124

Jest to przestrzen metryczna zupelna, tzn. dla kazdego ciagu (o) C N,
ktory spetnia warunek

Ve € RyIkVmlk < m — o(ag, am) < €],

istnieje 5 € N takie, ze

lim o, B) = 0.
n—oo

Przyklad ten jest dla nas szczegdlnie ciekawy, bo na podstawie twier-
dzenia o przedstawieniu liczby rzeczywistej w postaci utamka tancuchowego
zbiér N mozna identyfikowaé ze zbiorem liczb niewymiernych z przedziatu
(0,1).

Przedstawimy podstawowe definicje i twierdzenia stanowigce podstawe
tej identyfikacyi.

12470b. [Hausdorff 1937], s. 117-118, [Kuratowski 1973], s. 159, [Kuratowski Mostowski
1978], s. 143.
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15.2. Utamek tancuchowy to skoniczony ciag liczb rzeczywistych dodat-

nich (ap; a1, as,...,a,). Wartosé¢ utamka (ag; a1, az,...,ay) to liczba
1
ap + 1 ;
ai +
1
az +
. . +
1
ap—1+ —
n
wartos¢ utamka (ag; a1, ag, ..., a,) oznacza sie symbolem [ag; a1, ag, ..., ay).

Nieskonczony utamek tancuchowy, to nieskonczony ciag liczb rzeczywi-
stych (ag; a1,as,...), gdzie a; > 0, dla i > 1.
Gdy istnieje granica

lim [ag; a1, az, ..., ay)],
n—oo

to mowimy, ze ultamek (ap;ai,asz,...) jest zbiezny, a liczbe te, to jest
lim,,_co[ao; a1, az, ..., ay), nazywa sie jego wartoscia.

Pokazuje sig, ze kazdy nieskonczony utamek tancuchowy (ag;ai,az,...)
taki, ze a; € N, dla i > 1, jest zbiezny.!?

15.3. Dla ustalenia zwiazku miedzy zbiorami A i IQ N (0, 1) zasadnicze
znaczenie ma twierdzenie!26:

(i) Kazda liczba niewymierna « jest wartoscia dokladnie jednego utamka
tancuchowego. Jest to utamek nieskoniczony, ktérego kolejne wyrazy mozna
wyznaczy¢ z wzoréw rekurencyjnych

1 1

ao (@), @ <a — E(a)> » o Qk41 (ak — E(ak)> )

gdzie E(z) oznacza czesé¢ calkowita liczby x.
W dowodzie pokazuje sie m.in., ze dla kazdego n jest ax # E(ay). Jed-
noczeénie pokazuje sie, ze dla liczby wymiernej p, w algorytmie
P o= () o = ()
aO = p b a = AN ) a/k = N YN )
- B 27 N — Blar)

12570b. [Narkiewicz 1977], s. 274.
12670b. [Narkiewicz 1977], s. 277.
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istnieje takie n, ze any1 = F(an+1). Stad otrzymuje sie druga czes$é twier-
dzenia:

(ii) Kazda liczba wymierna p jest wartoscia dwéch utamkéw tancuchowych.
Sa to utamki skonczone postaci (ap;ai,...,an+1), (ao;a1,...,an41 —1,1),
gdzie an41 # 1.

Przyktady. Liczba v/2 jest warto$cia nieskonczonego ulamka tancucho-
wego (1;2,2,2,...), co zapisujemy tez jako:

V2=1+
2+
24

1
24+ ...

Liczba %(1 + /5) jest wartoécia nieskonczonego utamka (1;1,1,1,...), co
zapisujemy tez jako:

1+v5 1

14—
2 + . 1
+ -
L 1
* 14+---
Liczba % = jest warto$cia dwéch ulamkéw skonczonych: (0;1,2,2) oraz
(0;1,2,2,1), co w skrécie zapisujemy:
5 1 B 1
T 1+ L 1+ !
243 1
2+ T
I+ 7

Z twierdzenia (i) wynika, ze funkcja
N > (z1,29,23,...) — [0;21, 22, 23,...] € IQ N (0,1),

lub inaczej, przyporzadkowanie

(x17x27x37"') —
T+

jest bijekcja.



Pierscien ilorazowy

16. W tym punkcie przedstawimy algebraiczny opis Cantora konstrukcji
liczb rzeczywistych. Ot6z fakt, ze (R, ®,®,0g, 1) jest cialem algebraicz-
nym mozna otrzymac nie tylko tak, jak to przedstawiliSmy w punkcie 1.4.,
przez bezposrednie sprawdzenie aksjomatow, ale jako wniosek z twierdzenia
o pierscieniu ilorazowym:

Pierscien ilorazowy P/I jest cialem wtedy i tylko wtedy, gdy I jest idealem
maksymalnym pierécienia P.127

W tym celu postepujemy jak nastepuje: W zbiorze C, gdzie
C = {(an) € Q" : (ay,) spelnia warunek Cauchy’ego},

definiowane sa dziatania

(an)é(bn> = (an + by), (an)é(bn) = (an - by),

oraz dwa elementy
0c =(0,0,...), le=(1,1,...).

Pokazuje sie, ze P = (C,®,®,0¢,1¢) jest pierécieniem catkowitym,
a nastepnie, ze zbior I = {(a,) € C : lim a, = 0} jest idealem mak-
n—oo

symalnym pierécienia P, tzn.

(1) (I®,0c) jest podgrupa grupy (C, ®,00),
(2) VaeCVpella®pell,
(B) VJcClIcJ, I#J, Jjestideatem) — J = C].128

12770b. [Browkin 1978], s. 52.
128Warunki (1)—(2) definiuja ideat pierscienia, warunek (3) — ideal maksymalny.
W (3) J oznacza zarazem ideal i zbiér, na ktérym okreslone sa dziatania w ideale.
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Na podstawie twierdzenia o pierScieniu ilorazowym, P /I jest cialem. Po-
kazujac, ze
(an) = (by) < (ap) — (by) €1

dostajemy
P/I = (R7 EB? ®7 0R7 1R)

16.1. Pewnym wariantem konstrukcji Cantora jest nastepujaca konstruk-
cja. Punktem wyjscia jest teraz nie cialo liczb wymiernych, ale pierscien liczb
dwdjkowych D, czyli zbior

D = . €Z,neN
- 2n . ] ) 9
wziety z (odpowiednio zawezonym) dodawaniem, mnozeniem oraz porzad-
kiem liczb wymiernych; tak wiec D = (D, +,-,0, 1, <). Dalej postepujemy
W znany juz sposob:

(1) Cp = {(an) e DN : vn3kvm [k <m — lag — am| < 2%”,

(2) T={(an) € Cp : ¥nIkVm [k < m — [am| < 2},
(3) Rp =g Cp/L.

Podobnie jak Q, zbiér liczb dwdjkowych jest gesty w (R, <), a przy tym
liczby dwojkowe maja naturalng interpretacje geometryczna: gdy na prostej
jest ustalony punkt 0 i punkt jednostkowy 1, to punkty odpowiadajgce licz-
bom dwdéjkowym otrzymywane sg za pomoca dwédch operacji — dodawania
odcinkéw i wyznaczania $rodka odcinka. Ten wlasnie fakt jest wykorzystany
w geometrii elementarnej, w dowodzie twierdzenia o wprowadzeniu metryki

w przestrzeni absolutnej.!?

12970b. rozdz. O cigglosci linii prostey.
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O przedmiocie matematycznym

Jednym z zagadnien filozoficznej refleksji nad matematyka poczynajac
od Platona jest pytanie o status ontologiczny obiektéw matematycznych,
np. liczb, czy figur geometrycznych. We wspotczesnej filozofii przyjeto ono
postaé pytania o przedmiot matematyczny. Ostatnimy laty, po wystapieniu
Paula Benacerrafa z artykulem What numbers could not be? kwestia ta
zyskala nowa dynamike.! Z dyskusji nad tezami Benacerrafa wylonil si¢ na-
wet nowy nurt filozofii matematyki, mianowicie amerykanski strukturalizm.?

Generalnie zagadnienie przedmiotu matematycznego wyznacza szereg
pytan natury ontologicznej, jak na przyktad takie: Czym jest, lub co to jest
przedmiot matematyczny? Czy istnieje, a jezeli tak, to w jaki sposob? Czy
jest konstruowany, czy tez odkrywany? Czy jest zalezny, czy tez niezalezny
od czlowieka?

7 klasycznych szkot filozofii matematyki stosunkowo najwiecej miejsca
temu zagadnieniu poswieca szeroko rozumiany realizm. Realisci utrzymu-
ja, ze przedmioty matematyczne istnieja poza czasem i przestrzenia i nie
wchodza w zwiazki przyczynowe; istnieja obiektywnie, niezaleznie od tego
czy sa, czy tez nie sa poznawane; istniejg niezaleznie od naszych definicji
i konstrukcji. Poznanie matematyczne polega — zdaniem realistow — na od-
krywaniu tych przedmiotéw lub ich wlasnosci. Moéwiac najogolniej, przed-
mioty matematyczne to ,byty platonskie” — nie sg to wigc ani przedmioty
fizyczne, ani psychiczne.3

Pytanie o przedmiot matematyczny rozpatrzymy w ramach ontologii ro-
zumianej jako nauka o przedmiocie w ogdle. Znane sa oczywiscie rézne on-
tologie i juz w punkcie wyjscia wskazana jest duza ostrozno$¢ przy wyborze
tej adekwatnej do stawianego zagadnienia. W ontologiach, ktére dopusz-
czaja jedynie przedmioty fizyczne, psychiczne i ewentualnie idealne, sposéb

1Zob. [Horsten 2007]. Pracg Benacerrafa omawiamy w rozdz. Aksjomaty, pkt. 6.
2Strukturalizmem nazywa si¢ takze ogélne poglady na matematyke prezentowane
przez grupe Bourbaki, dlatego k woli jasnosci piszemy o amerykanskim strukturalizmie.
Sztandarowg postacig tej szkoly jest Stewart Shapiro; zob. rozdz. Aksjomaty, pkt. 9.
3Z7ob. [Barker 1969], [Godel 1964].
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istnienia przedmiotow matematycznych jest w zasadzie przesadzony droga
eliminacji: przedmioty matematyczne nie sg przedmiotami fizycznymi, bo
sa np. niezmienne, nie sg przedmiotami psychicznymi, bo sa np. intersu-
biektywne, pozostaje zatem trzecia mozliwoé¢, broniona zwykle jeszcze bez
jasnego rozpoznania idealnego sposobu istnienia. Pytanie o przedmiot mate-
matyczny stawiane w ramach takiej ontologii bytoby jedynie utwierdzaniem
sie w przekonaniu, ktére wczesniej, $wiadomie lub nie i na innym gruncie,
zostato juz przesadzone.

Pytanie o przedmiot matematyczny rozpatrzymy w ramach ontologii
wypracowanej przez Romana Ingardena, a wylozonej w jego Sporze o ist-
nienie Swiata. W ontologii Ingardena sfera tego, co nie jest fizyczne i nie
jest psychiczne jest zréznicowana, wystepuja tam trzy rodzaje przedmio-
téw: idee, indywidualne przedmioty idealne oraz przedmioty intencjonalne,
dokladniej, przedmioty pochodnie intencjonalne (,wtérnie czysto intencjo-
nalne”)*, przedmioty intencjonalne w znaczeniu okreélonym przez Ingardena
w pracy O dziele literackim, te, ktére wystepuja w warstwie przedmiotow
przedstawionych. Wszystkie te przedmioty, tj. idee, indywidualne przedmio-
ty idealne oraz przedmioty pochodnie intencjonalne, sa intersubiektywne, sa
poza czasem oraz przestrzenia i nie uczestniczg w zwiazkach przyczynowych.
Ponadto, ich charakterystyka jest na tyle rozbudowana, ze aby wykazaé, iz
przedmiot matematyczny jest przedmiotem takiego, a nie innego rodzaju, ze
jest np. idea, musimy zdoby¢ w miare bogata i co najwazniejsze pozytywna
charakterystyke, innymi stowy: w ramach tej ontologii samo stwierdzenie, ze
przedmiot matematyczny nie jest przedmiotem fizycznym i nie jest przed-
miotem psychicznym jest dalece niewystarczajace.

Wprowadzajac w ontologie Ingardena, powiedzmy juz w tym miejscu, ze
to, co wyzej nazywaliSmy przedmiotem fizycznym u Ingardena jest przed-
miotem realnym, to, co nazywaliémy przedmiotem psychicznym u Ingarde-
na jest przedmiotem pierwotnie intencjonalnym, ktéry jest konstytuowany
w aktach §wiadomosci spelnianych przez pewien podmiot i ktéry jest bezpo-
$rednio dany tylko temu podmiotowi. Z kolei —1i to jest dla nas najwazniejsze
— napiecie zwiazane z pytaniami, czy przedmiot matematyczny jest odkry-
wany, czy tez stwarzany, czy jest zalezny, czy tez niezalezny od czlowieka,
w ramach tej ontologii przenosi sie¢ na opozycje idealny — intencjonalny:
przedmiot idealny jest niezalezny od cztowieka, a jego poznanie mozna na-
zwaé odkrywaniem, o przedmiocie pochodnie intencjonalnym powiemy, ze
jest stwarzany przez cztowieka i w tym sensie jest zalezny, ale jednocze$nie
— powtorzmy — jest to przedmiot intersubiektywny. W ramach ontologii In-
gardena mozna zatem, przynajmniej w punkcie wyjscia, zgadzac¢ sie co do

“Zob. [Ingarden 1988], s. 180.
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tego, ze przedmioty matematyczne nie sa przedmiotami fizycznymi i nie sg
przedmiotami psychicznymi, a jednoczesnie kwestia otwarta pozostaje to,
czy przedmioty matematyczne sg ,bytami platonskimi” w wyzej naszkico-
wanym sensie.

W ontologii Ingardena — jak juz zauwazyliémy — sa dwie odmiany przed-
miotu intencjonalnego: pierwotnie i pochodnie intencjonalny. Dalej, méwiac
o przedmiocie intencjonalnym, bedziemy mieli na uwadze przedmiot pochod-
nie intencjonalny — ten intersubiektywny przedmiot intencjonalny. Ale takze
i to pojecie musimy jeszcze zawezic.

Przedmioty intencjonalne po raz pierwszy badal Ingarden w pracy Das
literarische Kunstwerk. Przedstawiona tam analize dziela literackiego
— w istocie analizy Ingardena odnosza sie do tradycyjnej XIX-wiecznej po-
wiedci — uznano za rozstrzygajacy argument przeciwko psychologizmowi
w estetyce, a Das literarische Kunstwerk jest dzis klasyczng pozycja estetyki
fenomenologicznej. Z czasem, rozwijajac ideg¢ dzieta sztuki jako przedmiotu
intencjonalnego, uwzgledniajac specyfike innych dziedzin, Ingarden przed-
stawil analogiczna koncepcje dzieta muzycznego, teatralnego, malarskiego
i architektonicznego. W rezultacie przedmiot intencjonalny jest forma przed-
miotowa, ktéra ma jeszcze rozne odmiany.

Samo dzielo literackie jest, wedlug Ingardena, przedmiotem intencjo-
nalnym. Jego specyficzna forma polega na budowie warstwowej — dzieto
literackie zbudowane jest z czterech warst: (1) brzmien stéw i jednostek
fonetycznych wyzszego rzedu, (2) jednostek znaczeniowych, (3) aspektéw
schematycznych, (4) przedmiotéw przedstawionych (postaci, rzeczy, wyda-
rzenia).

Przedmiotem intencjonalnym jest tez fragment dzieta literackiego, mia-
nowicie posta¢ literacka i dalej, mowiac o przedmiocie intencjonalnym mamy
na uwadze nie przedmiot pochodnie intencjonalny w ogéle, bo wiemy juz, ze
jest wiele odmian takich przedmiotow, ale ten specyficzny przedmiot jakim
jest postaé literacka.

W kolejnych punktach tego rozdzialu pokazemy, ze przedmiot matema-
tyczny jest przedmiotem intencjonalnym. W tym celu nie bedziemy jednak
zajmowaé sie przedmiotem matematycznym w ogoéle, lecz, aby by¢ najbli-
zej konkretu, wybranym, acz jednym z wazniejszych przedmiotéw matema-
tycznych, mianowicie liczbami rzeczywistymi. Liczby rzeczywiste natomiast,
w pierwszym przyblizeniu i dla ustalenia uwagi, traktujemy tak jak sa one
zwykle traktowane w matematyce, to jest jako ciatlo uporzadkowane w spo-
s6b ciagly — R = (R, +,+,0,1, <). W dalszej czesci pracy pokazemy, ze cialo
uporzadkowane w sposob ciagtly jest tylko jednym, bynajmniej nie jedynym,
sposobem ujecia konstrukeji przedstawionej w Stetigkeit und irrationale Za-
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hlen, liczby rzeczywiste moga by¢ tez definiowane jako szczegdlne ciato to-
pologiczne.

Nie jest oczywiscie przesadzone, ze przedlozone analizy w prosty spo-
sOb mozna powtorzy¢ i zastosowaé do innych przedmiotéw, np. liczb natu-
ralnych, czy figur geometrycznych, tym niemniej taka sama sytuacje, jak
w przypadku liczb rzeczywistych znajdujemy przy innych strukturach licz-
bowych: kwaternionach, liczbach p-addycznych, niestandardowych liczbach
rzeczywistych i liczbach Conway’a. Liczby rzeczywiste, obok tego, ze stuza
nam za wzorzec przedmiotu matematycznego, wprowadzaja tez w centrum
klasycznej matematyki, dzieki czemu mozemy podjaé tez inne watki, nie
zwigzane wprost z zagadnieniem przedmiotu matematycznego.

Plan tego rozdziatu jest nastepujacy: najpierw, aby przyblizy¢ intuicyjnie
przedmiot intencjonalny, przedstawimy klasyczny przyktad takiego przed-
miotu, nastepnie podamy jego charakterystyke ontologiczna, az wreszcie
pokazemy, ze liczby rzeczywiste moga by¢ opisane jako przedmiot inten-
cjonalny.

1. Za wzér przedmiotu intencjonalnego postuzy nam Lolita, bohaterka
powieséci Vladimira Nabokova Lolita. W zwiazku z tym kilka zdan tytutem
wyjasnienia.

W warstwie literackiej powies¢ Nabokova jest arcydzietem. W warstwie
psychologicznej jest opisem pewnej perwersji, moze choroby i zapewne to
byto Zréodlem jej skomplikowanych loséw wydawniczych: zrazu, z powodu
cenzury obyczajowej nie znalazta wydawcy w USA i po raz pierwszy uka-
zala sie w paryskiej oficynie wydajacej literature pornograficzna. Aspekt
obyczajowy Lolity nie ma w niniejszej pracy zadnego merytorycznego zna-
czenia, tym niemniej nie chcemy, aby byt on jakimkolwiek obciazeniem, czy
zréodlem nieporozumien stad niniejsze usprawiedliwienie: Vladimir Nabokov
nalezy do pisarzy rozwijajacych klasyczna XIX-wieczna powiesé, co w szcze-
gbélnosci wigze sie z tym, ze z niezwykla pieczolowitoscia dba o szczegdly
opiséw. 7Z drugiej strony, jednym z istotnych momentéw ontologicznej ana-
lizy postaci literackiej jest swoista schematycznosé przedstawionych postaci
(wystepowanie miejsc niedookreslenia). W kazdej postaci literackiej moz-
na wskazaé takie miejsca niedookreslenia, tym niemniej przyklady, jakimi
zwykle ilustruje sie ten fenomen sg o tyle dyskusyjne, ze przyjmuja zewnetrz-
ny — jesli mozna tak powiedzie¢ — punkt widzenia, tj. perspektywe, ktéra
w analizowanej powiesci nie jest uwzgledniana. Drastycznie przejaskrawiajac
takie podejscie mozna by powiedzie¢, ze miejscem niedookreslenia Tadeusza
— tytutowej postaci poematu Pan Tadeusz — jest jego grupa krwi; innymi
stowy, Tadeusz miatby by¢ niedookredlony pod wzgledem, ktéry w poemacie
w ogdle nie jest, i nie mégt byé uwzgledniany, bo grupe krwi odkryto w roku
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1901. W opisach Lolity nasza uwage zwrdcilo to, ze jedno z miejsc niedookre-
Slenia tej postaci zostaje wskazane w samej powiesci, lub inaczej, sam tekst
nakierowuje uwage czytelnika na miejsce, ktore okazuje sie by¢ miejscem
niedookreslenia w rozumieniu Ingardena i w tym sensie w samej powiesci
wyznaczony jest aspekt, pod ktérym postaé literacka jest niedookreslona.
To wladnie, w zestawieniu z mistrzostwem opiséw, jest jedynym powodem
wyboru Lolity za wzorzec przedmiotu intencjonalnego.

1.1. Opisy Lolity sg liczne i réznorakie, a przy tym w wiekszoéci pocho-
dza od wielbigcego jej dziewczeca urode mezczyzny — Humberta Humberta.
Obok zapisow antropometrycznych: wzrost, waga, obwod uda, tydki, szyi
itd., znajdujemy detale medycznej natury, takie jak ten, ze wyrostek ro-
baczkowy nie zostal usuniety, ze na boku ma drobne, ciemnobrazowe znamie,
a u dotu zgrabnej tydeczki, kilka cali nad brzegiem grubej, biatej skarpetki
matly blizne, ze na ramieniu ma blizne w ksztalcie ésemki po szczepionce
przeciwko ospie. W wickszosci jednak opisy sa bardziej osobiste, co bynaj-
mniej nie ujmuje im konkretnosci. Tak wiec, oczy Lolity sa puste, jasnoszare,
rzesy czarne jak sadza. Twarz pokrywaja piegi, z czego pie¢ roztozonych jest
niesymetrycznie na zadartym nosku; wargi sa czerwone jak oblizany czerwo-
ny cukierek, a dolna z nich jest uroczo petniejsza; przednie z¢by — duze; gtos
— przenikliwie wysoki; wlosy — ciepto brazowe, z grzywka i falami po bokach,
z naturalnymi lokami puszczonymi z tytu, a do tego, kilka razy zauwazony
przez Humberta Humberta, jedwabisty potysk nad skronig, przechodzacy
w zywy braz wlosow. Karnacja i opalenizna sa subtelnie cieniowane: ramiona
maja kolor miodu, a po ptaczu twarz Lolity przyjmuje odcien rézu Botti-
cellego. Do tego nalezy doda¢ przebogaty portret psychologiczny oddajacy
rozwdéj i dojrzewanie postaci. Taka byla Lolita miedzy dwunastym a czter-
nastym rokiem zycia. To, ze rosta i zmieniala sie jest w powiesci precyzyjnie
zapisywane. Po trzech latach niewidzenia Lolity Humbert Humbert znajduje
ja znacznie odmieniong. Jest wyzsza o pare cali, ma nowg fryzure, nowe uszy,
a jej gtowa jakby sie zmniejszyla, policzki zapadly sig, piegi zbladly. Tyle
o Lolicie.”

1.2. W opisach tych rysuje sie cos, co ma strukture realnego przedmio-
tu; to co$ zarazem, w odréznieniu od przedmiotu realnego sensu stricto,
nie istnieje autonomicznie, lecz tylko jako wyznaczone przez tekst. Do tego
przedmiotu odnosza sie wszystkie wyzej przytoczone okreslenia. Jednocze-
$nie temu czemus, temu przedmiotowi mozna przypisa¢ okreslenia, ktorych

5Zob. [Nabokov 1991]. W powyzszym akapicie zebrali§my wszystkie opisy, jakie mozna
znalezé w ksiazce. Ich sugestywnos$é i obrazowosé jest oczywiscie dzietem Nabokova (oraz
ttumacza) 1 w zasadzie caly ten passus mozna by zamknaé w cudzystéw.
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nie spos6b uznaé za charakterystyke Lolity, jak na przyktad to, ze owo co$
w calosci zostato wymyslone przez Nabokova, ze zostalo nastepnie utrwalone
w pidmie, ze jest w jakis sposéb odtwarzane przez kazdego czytelnika.

Calo$é¢, do ktérej odnosza sie te dwie grupy okreélen Ingarden nazywa
przedmiotem intencjonalnym. Tak wiec Lolita z calym zestawem okreslen,
jakie otrzymata od Nabokova jest tylko czescig przedmiotu intencjonalnego —
ta cze$¢ nazywa sie zawartoécia. Mamy tu zatem trzy zasadnicze elementy:
twoérce, tekst oraz przedmiot intencjonalny — owa calosé, w ktorej postaé
Lolity stanowi zawartosc.

Nizej przedstawimy charakterystyke przedmiotu intencjonalnego. Jest
ona oparta na Sporze o istnienie Swiata. W odréznieniu od Das literarische
Kunstwerk, Spor jest traktatem $cidle ontologicznym, klasyczna juz pozycja
XX-wiecznej ontologii, a przedmiot intencjonalny jest tu charakteryzowa-
ny obok innych form przedmiotowych. W charakterystyce przedmiotu in-
tencjonalnego bedziemy odwolywaé sie do przedstawionej wyzej modelowej
sytuacji.

2. Ontologiczna charakterystyka przedmiotu intencjonalnego bedzie
dwojaka: najpierw scharakteryzujemy sposéb istnienia, a nastepnie budowe
formalna. Opis sposobu istnienia polega na zestawieniu réznych aspektow
istnienia, ktore Ingarden nazywa momentami bytowymi. Istnienie przedmio-
tu intencjonalnego charakteryzuja: pochodno$é, samodzielno$é, zaleznosé,
niesamoistno$¢ oraz nieaktualnosé.

2.1. Pochodno$¢ bytowa oznacza, ze przedmiot istnie¢c moze tylko
z wytworzenia przez inny przedmiot”.® Dla naszego przyktadu oznacza to,
ze zrédlo istnienia przedmiotu intencjonalnego jest w odpowiednich aktach
swiadomosci Nabokowa, ze przedmiot intencjonalny zaczyna istnie¢ dzieki
pisarzowi.

2.2. Samodzielno$é¢ oznacza, ze przedmiot intencjonalny nie musi wspol-
istnie¢ ,w obrebie jednej caloci z jakim§ innym przedmiotem””
stowy, ze jest odrebnym przedmiotem, a nie aspektem, czedcia czy wtasno-
Scig jakiego$ przedmiotu. Dla nas znaczy to, ze przedmiot intencjonalny nie
jest czedcia przezyé czy to Nabokova, czy tez czytelnika, ze nie jest czescia,
czy wlasnoscia ksiagzki, rozumianej jako konkretny realny przedmiot.

, innymi

2.3. Zalezno$¢. W zdaniach wstepnych tego rozdziatu byta mowa o za-
leznosci w dos¢ ogdlnym rozumieniu, teraz mamy na uwadze czysto tech-

b[Ingarden 1987], t. I, s. 92.
"Zob. [Ingarden 1987], t. I, s. 116.
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niczne znaczenie, jakie temu pojeciu nadat Ingarden w swojej ontologii. Tak
wiec zaleznos¢ oznacza, ze przedmiot intencjonalny jest samodzielna cato-
Scig, ktora ,wymaga dla swego istnienia istnienia jakiego$ innego przedmiotu
bytowo samodzielnego”.®

O ile pochodno$é bytowa oddaje to, ze przedmiot powstaje, zaczyna
istnie¢, o tyle zalezno$é¢ ujmuje to, ze dla dalszego istnienia przedmiot in-
tencjonalny wymaga jakiego$ innego przedmiotu, ze jego dalsze istnienie
musi by¢ podtrzymywane przez cos innego. To cos, co podtrzymugje istnienie
przedmiotu intencjonalnego nazywane jest podstawa bytowa.

Co to znaczy? Dzieto literackie powstaje w aktach tworczych pisarza, ale
jego dalsze istnienie jest mozliwe dzieki temu, ze zostalo zapisane. Ksiazka
rozumiana jako konkretny, materialny przedmiot, jest tym, co pozwala dzie-
hu trwaé. Z drugiej strony podstawe bytowa tworu literackiego stanowi jezyk
— slowa oraz zdania, ktore same tez sa tworami intencjonalnymi. Znaczenia
stéw i sensy zdan sg intersubiektywne, intersubiektywna jest réwniez podsta-
wa materialna przedmiotu intencjonalnego — konkretne egzemplarze ksigzki.
Wszystko to razem sprawia, ze przedmiot intencjonalny, w odréznieniu od
aktéw pisarza i aktow czytelnika, jest przedmiotem intersubiektywnym.

2.4. Niesamoistnos¢ wigze sie z tym, ze przedmiot intencjonalny nie jest
sam w sobie immanentnie okreslony. Za tym technicznym jezykiem stoi sto-
sunkowo prosta intuicja: Lolita posiada te i tylko te cechy, ktére sg przypisa-
ne jej w tekscie. Ingarden tak to ujmuje: ,immanentne kwalifikacje nie wy-
stepuja [...] w zawartosci przedmiotéw czysto intencjonalnych. Wszystkie
okreslenia [...], ktére w ich zawarto$ci wystepuja, sa przedmiotowi czysto
intencjonalnemu w jaki$ sposéb jedynie przypisane, ‘domniemane’ .?

2.5. Nieaktualnosé. Ten moment bytowy nie poddaje sie krotkiej cha-
rakterystyce, ale z drugiej strony nie bedzie on przywolywany w dalszych
rozwazaniach, dlatego poprzestaniemy tylko na wskazaniu trzech najwaz-
niejszych kwestii. Otéz z nieaktualnoscia wiaze sie: (1) brak oddzialywan
przyczynowych miedzy przedmiotem intencjonalnym a przedmiotami real-
nymi, co oznacza, ze wytwarzanie przedmiotu intencjonalnego nie ma cha-
rakteru przyczynowego, (2) niezmienno$¢ przedmiotu intencjonalnego, (3)
aczasowoéé (pozaczasowosé) przedmiotu intencjonalnego.'® Trzeba jednak
przyznaé, ze idzie tu o Sciéle okreslone pojecia czasu i zmiany, ktére w on-
tologii Ingardena zostaly wypracowane dla przedmiotu realnego. Faktem

8[Ingarden 1987], t. I, s. 121-122.

[Ingarden 1987], t. I, s. 89.

0Tngardena rozumienie czasu oraz zmiany przedstawiliémy odpowiednio w artykutach:
[Blaszczyk 1996] oraz [Blaszczyk 1999].



170 O PRZEDMIOCIE MATEMATYCZNYM. CZESC I

jednak jest, ze przedmioty intencjonalne w jakim$ sensie zmieniaja sie, co
w pewnym zakresie jest zaznaczone np. w historii jezyka, czy w historycznej
zmiennoéci odczytywania dzieta literackiego. Jaki jest ontologiczny sens tych
zmian? Tego watku nie bedziemy rozwijac.

3. Aspekty strukturalne, czy jak méwi Ingarden, charakterystyke for-
malno-ontologiczng przedmiotu intencjonalnego wyznaczaja dwa momenty:
dwustronno$é¢ budowy oraz schematyczno$¢ (wystepowanie miejsc niedo-
okreslenia).

3.1. Dwustronnos¢ budowy. Przedmiot intencjonalny posiada dwie jak-
by strony; tworza je struktura intencjonalna (przedmiot intencjonalny ja-
ko taki) oraz zawarto$é¢. Z tym wiaze si¢ wystepowanie dwéch podmiotow:
podmiot przedmiotu intencjonalnego jako takiego oraz podmiot przedmio-
tu, ktéry stanowi zawartosé. Wilasciwym i wazniejszym jest ten pierwszy
podmiot; niejako przyjmuje on na siebie historycznos¢ i okreslenia zwigzane
z geneza przedmiotu intencjonalnego.

3.2. Zawartos¢ przedmiotu intencjonalnego, tj. Lolita, ma forme rzeczy
(przedmiotu trwajacego w czasie). Ona to — w pewnym uproszczeniu po-
legajacym na tym, ze podmiot sensu stricto jest momentem przedmiotu,
a nie calym przedmiotem — stanowi drugi podmiot przedmiotu intencjo-
nalnego. Lolita posiada te i tylko te okreslenia, ktore Nabokov jej przypisat
i zapisal w tekscie ksiazki. Do zawartosci przedmiotu intencjonalnego zalicza
Ingarden takze ,charakter bytowy”. Jest to wyznaczony wprost lub tylko
domniemany spos6b istnienia przedmiotu, ktéry wystepuje w zawartosci.
Nie jest to istnienie sensu stricto i dlatego stowo istnieje Ingarden ujmuje
w cudzystow, albo méwi o ,,charakterze bytowym”:

,Albowiem w swej zawartosci przedmiot intencjonalny ‘jest’ dokladnie taki,
jakim jest domniemany, i ‘istnieje’ w ten sposéb, jaki jest mu wyznaczony
w akcie go okredlajacym” .t

Jest bowiem tak: nawet jezeli w tekscie nie jest wprost powiedziane, ze Lolita
jest realnym przedmiotem, to owa realnos¢ jest domniema przez to, ze jest
ona elementem $wiata, ktory z kolei jest domniemany jako realny.

3.3. Schematycznosé. PowiedzieliSmy juz, ze Lolita posiada te i tylko
te wlasnosci, ktére sg jej przypisane w tekscie. Gdy uwzglednimy, ze jest
ona domniemana jako przedmiot realny, to jako taki przedmiot powinna

" [Ingarden 1987, t. II, cz. 1, s. 201; zob. takze [Ingarden 1988], §33.
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posiadaé jeszcze inne wilasnosci niz tylko te, ktore zostaly jej przypisane.
Owe luki w okresleniu Lolity nazywane sa miejscami niedookreslenia.

Przyktady. (1) Nic nie jest powiedziane o uszach Lolity, co jest znamienne
o tyle, ze spotykajac ja po latach, Humbert Humbert notuje: ,,Nowa, spie-
trzona fryzura, nowe uszy”.'? Ale uszy czlowieka nie rosng tak szybko, aby
w ciggu trzech lat staly sie wyraznie wieksze, czy zmienity ksztalt. Zmienita
sie twarz Lolity i na jej nowym obliczu uwydatnity sie uszy, w zasadzie te
same sprzed trzech lat. Ale jakie one wlasciwie sa? Male? Duze? Odstaja-
ce? Przylegajace? Waskie? Zaokraglone? Jaki jest ich ptatek i czy w ogdle
maja one jaki§ ptatek? W powiesci nic nie jest na ten temat powiedziane.
(2) Wiemy, ze Lolita ma piegi, lecz nic nie jest powiedziane o ich barwie,
mozemy jedynie domniemywad, ze jest to jaki$§ odcien brazu.

4. Przechodzimy do liczb rzeczywistych. W tym przypadku podstawowa
triade tworca—tekst—przedmiot wyznaczony przez tekst stanowia: Richard
Dedekind—Stetigkeit und irrationale Zahlen—przedmiot intencjonalny wyzna-
czony przez te prace.

Opisujac liczby rzeczywiste jako przedmiot intencjonalny nie wyczerpu-
jemy oczywiscie wszystkich aspektow rozprawy Dedekinda. W tekscie Stetig-
keit und irrationale Zahlen mozna wyrdznié¢ co najmniej cztery warstwy. Tak
wiec mamy warstwe:

(1) odniesien:

(la) do probleméw, sa to przede wszystkim arytmetyczne podstawy ra-
chunku rézniczkowego, '

(1b) do innych tekstow, przede wszystkim Elementéw Euklidesa;'

(2) warstwe oznaczen symbolicznych;!®

(3) warstwe dedukcyjna: definicje, twierdzenia, dowody;'6

(4) warstwe przedmiotows, do ktérej zaliczamy liczby wymierne,!” linie
prosta!® oraz liczby rzeczywiste.

Pokazujac, ze liczby rzeczywiste sa faktycznie przedmiotem intencjonal-
nym w wyzej omowionym sensie, przeanalizujemy trzy momenty: dwustron-
nos¢ budowy, pochodnoéé¢ oraz schematycznosé.

12[Nabokov 1991], s. 301.

1370b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 6 oraz 17.

1470b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 8-9.

1570b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 11.

1Definicje: przekrdj zbioru uporzadkowanego, ciaglosé porzadku, dodawanie i porza-
dek przekrojéw, przedzial zbioru liniowo uporzadkowanego, ciagto$é funkcji. Dowody:
w zbiorze (Q,<) istnieje nieskoriczenie wiele luk, zbiér (R, <) jest ciagly w sensie
Dedekinda, dowody z §7.

Y770b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 7.

1870b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 8.
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Przeprowadzana analogia miedzy postacia literacka a przedmiotem ma-
tematycznym ogranicza sie zatem do sposobu istnienia i budowy formalnej.

Poréownujac tekst literacki i matematyczny jako twory warstwowe moz-
na pokazaé, ze warstawa odniesien historycznych i problemowych odréznia
tekst matematyczy od tekstu literackiego.

4.1. Dwustronno$¢ budowy. Zawartosé przedmiotu intencjonalnego sta-
nowig liczby rzeczywiste utworzone metoda, ktéra dzisiaj nazywamy meto-
da przekrojow Dedekinda. Opisujac to wspotczesnym jezykiem powiemy, ze
zbiér R to, na mocy definicji, zbiér wszystkich takich przekrojéw uporzad-
kowanego zbioru liczb wymiernych (Q, <), tj.

R={(A,B): A,B#0,AUB =Q,Vr € AVy € B[z < y|}.**

W zbiorze tym definiowana jest réwno$é,? definiowany jest porzadek,
o ktérym Dedekind pokazuje, ze jest ciagly w my$l definicji podanej w pra-
cy, tj. — w przyjetej przez nas terminologii — ciagly w sensie Dedekinda,?!
definiowane sa dodawanie i mnozenie.?? I co wazne, w strukturze tej moz-
na — jak pisze Dedekind — ,czysto arytmetycznie” odtworzyé¢ podstawowe
twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego; w rozprawie dowodzone sg
dwa takie twierdzenia:??

(1) ,,Jezeli wielko$¢ x rosnie stale, ale nie ponad wszelka granice, to wielko$é
ta zbliza sie do pewnej granicy”;

(2) ,Jezeli przy procesie zmieniania si¢ wielkosci x, do kazdej liczby dodat-
niej 6 mozna dobra¢ odpowiednie miejsce, od ktérego poczawszy x zmienia
sie mniej niz o J, to wowczas x zbliza sie do pewnej wartosci granicznej”.

Ale obok okreslen, ktére odnosza sie do liczb rzeczywistych jest tez cala
grupa okreslen odnoszacych sie do caloéci wyznaczonej przez tekst rozprawy,
ktorych do liczb rzeczywistych nie sposob odnosié. Nie jest przeciez cecha
porzadku ciaglego to, ze zostal on wymyslony przez Dedekinda 24 listopada
1858 roku — te date podaje Dedekind w Przedmouwie:

stwierdzenie to [wyzej zacytowane tw. (1) — P.B.] moze by¢ w pewnym sensie
traktowane jako wystarczajacy fundament analizy infinitezymalnej. Chodzi

19Z0b. [Dedekind 1872], §4.

2070b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 11.4.

2170b. [Dedekind 1872], §5; zob. tez rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 11.5,
13, 14.

2270b. [Dedekind 1872], §6; zob. tez rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 16.

270b. [Dedekind 1872], §7; zob. tez rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 17.



O przedmiocie matematycznym 173

jeszcze tylko o to, aby odkryé jego wlasciwe zrédto w elementach arytmetyki,
a zarazem uzyskac jakas rzeczywista definicje istoty cigglosci. Udato mi sie
to 24 listopada 1858 r. i w kilka dni potem poinformowatem o wyniku moich
rozwazan mego drogiego przyjaciela Durege’a”.?*

Nie jest cecha tego porzadku, ze byl modelowany przez Dedekinda na
wz6r linii prostej — Dedekind przyznaje to w rozprawie:

,Przeprowadzone wyzej poréwnanie dziedziny R liczb wymiernych i linii
prostej doprowadzito do stwierdzenia istnienia luk, niezupetnosci, czy nie-
cigglosci tej pierwszej, podczas gdy prostej przypisujemy zupelnoéé, brak
luk, czyli ciagloéé. Na czym jednak polega ta ciaglo$¢? [...] W poprzednich
paragrafach zwrécono uwage na to, ze kazdy punkt p prostej dzieli ja na
dwie czesci, ze kazdy punkt jednej z tych czedci lezy na lewo od kazdego
punktu drugiej czesci. Istote ciggloéci widze teraz w odwréceniu”.?

Okreslenia te odnosza sie do przedmiotu intencjonalnego jako takiego
nie za$ do jego zawartosci.

We wstepie powiedzieliSmy, ze przedmiot matematyczny jest przedmio-
tem intencjonalnym, teraz, gdy znamy juz budowe przedmiotu intencjonal-
nego, mozemy precyzyjnie wyrazi¢ zasadnicza teze: przedmiot matematycz-
ny stanowi zawarto$¢ przedmiotu intencjonalnego; liczby rzeczywiste, po-
dobnie jak Lolita, nie sa calym przedmiotem intencjonalnym, lecz stanowig
zawartosé przedmiotu intencjonalnego.

Matematyka traktuje o zawartosci przedmiotu intencjonalnego, historia
matematyki — o calym przedmiocie intencjonalnym.

4.2. O pochodnosci. Pochodno$é¢ — przypomnijmy — zwiazana jest z tym,
ze przedmiot intencjonalny zaczyna istnieé; odnosi sie to do calego przed-
miotu, a wiec i do jego zawartosci. W konsekwencji trzeba przyjac, ze tak jak
przed rokiem 1872 nie bylo rozprawy Dedekinda, tak tez i przed tym rokiem
nie bylo tego, co dzisiaj w matematyce uwazamy za liczby rzeczywiste, nie
bylo przedmiotu, do ktoérego odwotujemy sie — wprost lub posrednio, np.
poprzez charakterystyke aksjomatyczng — majac na uwadze liczby rzeczywi-
ste.

Kwestia ta ma dwa aspekty: matematyczny i historyczny. Aspekt mate-
matyczny zwigzany jest z zasadniczym celem rozprawy Dedekinda, chodzi
mianowicie o ustalenie arytmetycznych podstaw rachunku rézniczkowego.
W zwigzku z tym mozemy powiedzie¢: Nie ma twierdzenia Swiadczgcego
o tym, ze klasyczna analiza musi byé rozwijana w ciele uporzadkowanym

24 Dedekind 1872], s. 136-137.
%5 [Dedekind 1872], s. 141.
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w sposOb ciaggly i na podstawie pojecia granicy. Dedekind nie odkrywa ko-
niecznej, czyli jedynej, ,arytmetycznej” podstawy analizy matematycznej,
ale konstruuje system, ktéry stanowi jedno z mozliwych rozwigzan proble-
mu ,arytmetycznych podstaw analizy matematycznej”, tj. zastanego przez
Dedekinda, gmachu analizy matematycznej.

W latach 60. XX wieku Abraham Robinson pokazal, ze mozliwe jest tez
inne rozwiazanie problemu arytmetycznych podstaw rachunku rézniczkowe-
go: analize mozna oprzeé nie na pojeciu granicy, lecz na pojeciu nieskoncze-
nie malej, a odpowiednim systemem liczbowym jest cialo niestandardowych
liczb rzeczywistych, ktére nie jest ciagte w sensie Dedekinda. To w jakim
sensie klasyczna analize mozna oprzeé¢ na pojeciu nieskonczenie malej przed-
stawimy w rozdziale Niestandardowe liczby rzeczywiste.

Aspekt historyczny wiaze si¢ z komentarzami wypowiadanymi przy oka-
zji konstrukeji liczb rzeczywistych metoda przekrojow Dedekinda, chodzi
mianowicie o teze, ze w pewnym sensie liczby rzeczywiste jako pierwszy skon-
struowatl nie Dedekind, ale grecki matematyk Eudoxos. Doskonalg ilustracja
tej mysli sa stowa Bourbakiego zawarte w Nocie historycznej posSwieconej
liczbom rzeczywistym:

,to Grekom zawdzieczamy pierwsza, $cista i spdjna teorie stosunkéw wiel-
koéci, czyli w istocie liczb rzeczywistych”.26

Ten watek omoéwimy w rozdziale Eudoxos versus Dedekind

4.3. Schematycznos$é. Wystepujacy w zawartosci przedmiotu intencjo-
nalnego przedmiot matematyczny nie ma domniemanego sposobu istnienia.
To sprawia, ze musimy odpowiedzie¢ na pytanie: jak rozumieé¢ wlasnosé
przedmiotu matematycznego? Nie znajdujac podstaw dla jakis arbitralnych
ograniczen, przyjmujemy jak najbardziej liberalne stanowisko: o przedmio-
cie matematycznym mozna orzekaé wszystko to, co jest orzekane w teoriach
matematycznych.

Kilka przyktadowych wtasnosci liczb rzeczywistych: liczb algebraicznych
jest przeliczalnie wiele, ciato liczb rzeczywistych nie jest algebraicznie do-
mkniete, cialo liczb rzeczywistych jest cialem rzeczywiscie domknietym,
przedzialy sa jedynymi podzbiorami spéjnymi R (w topologii zadanej przez
porzadek), istnieja funkcje rzeczywiste nieciagle, czy ogdlniej, samo pojecie
granicy odstania szereg wlasnosci odrézniajacych liczby rzeczywiste od cial,
w ktérych mozna rozwijaé rachunek rézniczkowy, np. istniejg funkcje rzeczy-
wiste rézniczkowalne nie posiadajace drugiej pochodnej, funkcje zespolone
natomiast jezeli maja pierwsza pochodna (w pewnym obszarze), to maja

26 [Bourbaki 1966(b)], s. 406.
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(w tym obszarze) wszystkie nastepne pochodne. Méwiac ogdlnie, kazda wta-
snos¢é jest wlasnoscia w ramach pewnej teorii i nie ma wtasnosci poza teoria,
sam przedmiot natomiast — liczby rzeczywiste — jest ponad poszczegdlnymi
teoriami. Méwiac metaforycznie, liczby rzeczywiste umieszczane sa w réz-
nych teoriach matematycznych niczym substancja w probéwkach z réznymi
odczynnikami, a w rezultacie poznajemy ich rézne wlasnodci.

Do tego, co zostalo wyzej powiedziane dodajmy jeszcze jeden warunek:
do teorii matematycznej zaliczamy przyjmowane srodki badawcze, a wiec
np. to, ze przyjmuje sie logike pierwszego lub drugiego rzedu. Wsréd teo-
rii mamy zatem takze teorie sformalizowane, ktore stwarzaja wyjatkowo
sterylne warunki. Podamy dwa przyklady wlasnosci zwiazanych z teoriami
sformalizowanymi.

(1) W ZF (teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla) + AC (aksjomat wybo-
ru) istnieja podzbiory zbioru R niemierzalne w sensie miary Lebesgue’a;
(1’) w teorii ZF+AD (aksjomat determinacji) kazdy podzbiér zbioru R jest
mierzalny w sensie miary Lebesgue’a.?”

(2) W ZF+AC ciaglosé funkcji w sensie Cauchy’ego (cc) jest réwnowazna
ciagtoéci w sensie Heinego (hc); (2') w ZF (z jezykiem pierwszego rzedu)
warunki te nie sa réwnowazne: implikacji (hc) — (cc) nie da si¢ udowodnié.?®

Przyjmujac powyzsze rozumienie wlasnosci i pamietajac, ze wlasnosé
odstania si¢ zawsze w ramach pewnej teorii, mozna wskaza¢ miejsca niedo-
okreslenia ciata liczb rzeczywistych: otéz miejsca niedookreslenia wigzemy
ze zdaniami niezaleznymi. Przyktady.

(1) Przyjmujac, ze rozwazamy zbior liczb rzeczywistych w teorii mno-
gosci ZF+AC (z logika pierwszego rzedu) mozemy spytaé, gdzie plasuje sie
moc tego zbioru w hierarchii aleféw (liczb kardynalnych dobrze uporzadko-
wanych), lub inaczej: jak duze jest continuum. I tu natrafiamy na miejsce
niedookreslenia. Z niezaleznosci hipotezy continuum wynika, ze w ramach tej
teorii nie ma pozytywnej odpowiedzi na to pytanie, tj. nie mozna pokazac,
ktéremu alefowi jest réwna liczba kardynalna 2%0.

(2) Przyjmujac, ze rozwazamy zbiér uporzadkowany (R, <) mozna spy-
taé, czy zbidr ten ma nastepujaca wlasnosé: (R, <) jest izomorficzny z kaz-
dym liniowo uporzadkowanym zbiorem (X, <x) takim, ze porzadek <x jest
ciggly w sensie Dedekinda, w X nie ma elementu pierwszego ani ostatniego
i kazda rodzina przedzialéw parami roztacznych jest co najwyzej przeliczal-
na. Pozytywna odpowiedZ na to pytanie nazywa si¢ hipoteza Suslina. Hi-
poteza Suslina jest zdaniem niezaleznym teorii mnogosci ZF+AC (z logika
pierwszego rzedu), a stad wynika, ze w ramach tej teorii nie mozna wykazac,

27Z0b. [Mycielski, Swierczkowski 1964].
270b. [Jeagerman 1962], [Mostowski 1969], rozdz. XIV, §4.
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ze liczby rzeczywiste maja te wlasnos¢ i nie mozna tez wykazac, ze nie maja
tej wlasnoéci.?”

4.4. Wiazac miejsce niedookreslenia z domniemanym sposobem istnienia
wykraczamy juz poza ustalenia samego Ingardena, dlatego przedstawione
wyzej tezy dotyczace schematycznoéci sa jedynie pierwszym przyblizeniem.
Ontologiczne kwestie zwigzane ze schematycznoscia przedmiotu intencjonal-
nego oméwimy w rozdziale O przedmiocie matematycznym. Czesé I1.

5. PowiedzieliSmy wyzej, ze dzisiejsze prace traktujace o liczbach rzeczy-
wistych, czy wykorzystujace liczby rzeczywiste odwotuja sie do konstrukcji
Dedekinda, a przeciez wiadomo, ze nie jest to jedyna konstrukcja liczb rze-
czywistych funkcjonujaca w matematyce. Nawet za bardziej popularng uzna-
wana jest konstrukcja zarysowana przez Georga Cantora w pracach Uber die
Ausdehnung eines Satz aus der Theorie der trigonometrische Reihen oraz
Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre.

Konstrukcja Cantora nazywana jest obecnie konstrukcja, w ktérej zbior
liczb rzeczywistych R to ex definitione zbiér ilorazowy C/x, gdzie C ozna-
cza zbior ciggdw liczb wymiernych spetniajacych warunek Cauchy’ego, na-
tomiast ~ to relacja: (an) =~ (b,) <qf T}Lngo(an —b,) = 0. W zbiorze tym
zdefiniowane sg dodawanie, mnozenie oraz porzadek tak, ze powstaje ciato
uporzadkowane. Ciato to jest zupelne w tym sensie, ze kazdy ciag liczb rze-
czywistych spelniajacych warunek Cauchy’ego jest zbiezny do pewnej liczby
rzeczywistej.

Naturalne jest zatem pytanie: jaki zwiazek zachodzi migdzy konstrukcja-
mi Cantora i Dedekinda? Odpowiedz jest nastepujaca: z punktu widzenia
ontologii Ingardena Stetigkeit und irrationale Zahlen oraz prace Cantora
wyznaczajg dwa roézne przedmioty intencjonalne. Ale rézne przedmioty in-
tencjonalne maja rézne zawartosci (ontologiczna zasada tozsamosci przed-
miotu intencjonalnego). Czym zatem réznia sie te konstrukcje? Wskazemy
trzy réznice.

(1) Ciala skonstruowane przez Cantora i Dedekinda sa oczywiscie izo-
morficzne, ale izomorfizm pomija nature elementéw cial, pomija to z czego
i jak zostaly one skonstruowane, to zas nalezy do zawarto$ci odpowiednich
przedmiotéw intencjonalnych. W konstrukeji Dedekinda liczba rzeczywista
jest para podzbioréw zbioru liczb wymiernych, w konstrukcji Cantora — zbio-
rem ciagéw Cauchy’ego (klasa abstrakcji wyznaczona przez pewien ciag).

(2) W konstrukeji Dedekinda decydujaca wlasnoscia jest ciaglo$é w sen-
sie Dedekinda (DC), w konstrukeji Cantora — zupelnosé w sensie Cauchy’ego
(CC). Sa to rézne wlasnosci — rézne w dwojakim sensie. Po pierwsze, (DC)

2970b. rozdz. O przedmiocie matematycznym. Czesé II, pkt. 12-13.
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mozna orzekac tylko o zbiorze, w ktérym jest okreslona struktura porzadko-
wa, (CC) mozna orzekaé¢ albo o przestrzeni metrycznej, albo o ciele uporzad-
kowanym. Tak wiec (DC) moze by¢ wlasnoscia przedmiotu, o ktérym (CC)
w ogdble nie jest orzekana,>’ albo (CC) moze byé¢ wlasnoscia przedmiotu,
o ktéorym (DC) w ogéle nie jest orzekana.3! Po drugie, w przypadku ciata
uporzadkowanego jest tak, ze (DC) — (CC), ale nie na odwr6t: cialo upo-
rzadkowane niestandardowych liczb rzeczywistych SR* jest zupelne w sensie
Cauchy’ego i nie jest ciagle w sensie Dedekinda.3?

(3) Konstrukcje te réznia sie metoda. Metoda przekrojéw Dedekinda
przedstawiana jest obecnie jako metoda uzupelnienie porzadku liniowego do
porzadku ciaglego w sensie Dedekinda. Metoda Cantora przedstawiana jest
jako metoda uzupelniania przestrzeni metrycznej do przestrzeni metrycznej
zupelnej.

Metody te ujawniajg sie tez w dowodzie twierdzenia o kategorycznoéci
aksjomatyki liczb rzeczywistych. Ot6z dowdd ten jest zwykle tak prowadzo-
ny: Dane sg dwa ciatla uporzadkowane F} i Fy spelniajace ustalone aksjo-
maty, zawieraja one izomorficzne ciata utamkéw, odpowiednio Qr, i Qf,.
Naturalny izomorfizm miedzy Qp, i Qp, jest rozszerzany do izomorfizmu
miedzy F} i Fb, a rozszerzanie to jest wzorowane na uzupelnianiu ciata liczb
wymiernych albo metoda Cantora za pomoca ciggéw Cauchy’ego,? albo
metoda przekrojéw Dedekinda.?*

5.1. Przeciwstawiajac konstrukcje Cantora konstrukeji Dedekinda w isto-
cie przeciwstawiamy, z jednej strony, ontologiczna zasade tozsamosci przed-
miotu intencjonalnego, z drugiej — utozsamienie tych konstrukcji, przepro-
wadzone na podstawie twierdzenia o kategorycznosci. Nasze badania maja
charakter ontologiczny, dlatego pierwszenstwo oraz wieksza wage przyzna-
jemy ontologicznej zasadzie tozsamosci. Ale jest tez po temu i drugi, nawet
wazniejszy powod. W rozdziale Aksjomaty pokazemy, ze gdy ujmujemy kon-
strukcje Dedekinda jako cialo uporzadkowane, to przyjmujemy tylko jeden
z mozliwych sposobow opisu zawartosci przedmiotu intencjonalnego wyzna-
czonego przez rozprawe Stetigkeit und irrationale Zahlen. Ot6z zawartos$é
ta moze by¢ tez przedstawiona jako cialo unormowane, a wéwczas zachodzi
twierdzenie — twierdzenie Ostrowskiego — analogiczne do twierdzenia o kate-

39Zob. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 5.

31Zob. rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 15.

3270b. rozdz. Niestandardowe liczby rzeczywiste, pkt. 8. Inny przyklad ciata, ktére ma
wlasnos$é (C'C) i nie ma wlasnosci (DC') podany jest w rozdziale Archimedes, Archimedes,
pkt. 8.

3370b. [Cohen, Ehrlich 1963], rozdz. 5.

31Zob. [Birkhoff, Mac Lane 1957], rozdz. IV; zob. tez rozdz. Aksjomaty, pkt. 2.
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gorycznoéci aksjomatyki liczb rzeczywistych;?® zawarto$é ta moze byé réw-
niez przedstawiona jako ciato topologiczne, a wéwczas zachodzi twierdzenie
— twierdzenie Pontriagina — analogiczne do twierdzenia o kategorycznoéci
aksjomatyki liczb rzeczywistych.36 Tak wiec w opisie liczb rzeczywistych
pierwszenstwo przyznajemy zasadzie ontologicznej, bo w ramach ontologii
mozemy postawi¢ pytanie: czym jest owo coé, co raz jest ujmowane jako ciato
uporzadkowane, raz jako cialo unormowane, a raz jako ciato topologiczne.

35Z0b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 15.
36Z0ob. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 18-19.
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Niestandardowe liczby rzeczywiste

1. Niech R = (R, +,-,0,1, <) bedzie cialem uporzadkowanym w spos6b
ciagly. Niech F' bedzie ultrafiltrem na zbiorze N zawierajacym filtr Frecheta,
tj. zbior:

{ACN:N\ A jest zbiorem skoficzonym}.!

W zbiorze RN definiujemy relacje
(an) = (by) <¢r {n€N:a, =b,} € F.

Pokazuje sie, ze = jest relacjg réwnowaznosci.
Niech R* oznacza zbiér ilorazowy RY /=, N* =4 {[(n;)] : (n;) € N},
Q" =g {[(a))] : (¢j) € Q"}.

W zbiorze R* definiujemy dzialania oraz porzadek:

[(an)] +r [(0n)] =4f [(an + )], [(@n)] -F [(bn)] =ar [(an - bn)],

[(an)] <F [(bp)] <qf {n € N:a, < by} € F.

Niech r € R. Przyjmujemy, ze r* oznacza klase réwnowaznosci ciagu
stalego (r,7,7,...), tj. r* = [(r,r,7,...)]. Pokazuje sie, ze

9{* = (R*? +r, ‘F?O*a 1*7 <F>

jest cialem uporzadkowanym; cialo to nazywamy cialem niestandardowych
liczb rzeczywistych.?

'Rodzina F podzbioréw zbioru N jest filtrem gdy: (1) A,B € F — ANB € F, (2)
Ae FNACB—BeF,(3)0¢F. Gdy F jest filtrem i (4) VA C N[A € FVN\A € F],
to F jest ultrafiltrem. Korzystajac z aksjomatu wyboru dowodzi sig, ze kazdy filtr jest
zawarty w pewnym ultrafiltrze. Zob. [Capinski, Cutland 1995], s. 13, [Robinson 1966],
s. 15-17. Konstrukcja ciala R* zalezy oczywiscie od wyboru ultrafiltru, pokazuje si¢ jed-
nak, ze przy zatozeniu 2%° = R, cialo $3* nie zalezy od wyboru ultrafiltru w tym sensie, ze
wybierajac inny ultrafiltr (niegtéwny) otrzymujemy cialto izomorficzne z R*; zob. [Prestel
1995], s. 326.

2Zob. [Capinski, Cutland 1995], rozdz. 2, [Goldblatt 1998], rozdz. 1.
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1.1. Z faktu, ze w ciele R spelniony jest aksjomat Archimedesa w wersji

Va,b € Ry3n € N[na > b], gdzie na=ga+---+a,

n—razy
wynika, ze w ciele 8* spelniony jest aksjomat Archimedesa w wersji:
Va,bc RiIn € N*[n-pa >p b].

Sa dwie réznice miedzy tymi wersjami aksjomatu Archimedesa:
(1) w pierwszej formule n € N, w drugiej — n € N*, (2) symbol na jest
definiowany na podstawie twierdzenia o definicjach indukcyjnych,® symbol
n -p a oznacza mnozenie w ciele SR*.

2. Wartos$¢ bezwzgledng w R* definiujemy tak, jak w dowolnym ciele
uporzadkowanym:

la] = a, dlaa>p0*
| —a, dla a <p 0*.

Zbiér
O={zreR":30 e R[|z| <p 0]}
nazywamy zbiorem liczb ograniczonych. Mozna pokazaé, ze O = (O, 4+, )
jest pierscieniem.
Zbiér
Q={eeR": V0 e R[le| <p €]}
nazywamy zbiorem nieskonczenie malych. Biorac pod uwage definicje po-
rzadku <p, przyjmujac, ze (a,) C R, otrzymujemy:
Q={[(an)] eR*: V0 e Ry [{n € N: |a,| < 0} € F}.

Przyklad nieskoficzenie malej: ¢ = [(1)] = [(1,3,3,...)], czy ogdlniej:
gdy (a,) C R1i lim a, = 0, to [(a,)] € Q. Istotnie, dla dowolnego 0 € R
n—oo

istnieje takie ng, ze dla n > ng jest |a,| < 6. Stad wynika, ze
{neN:l|a,| <0} D{neN:n>ny}€F,
i ostatecznie {n € N : |a,| < 0} € F.

2.1. Mozna pokazaé, ze struktura (2, +p,-p) jest pierScieniem, zas§ Z =
(Q,+F) idealem maksymalnym pierscienia O. Stad wynika, ze w zbiorze (2
nie ma liczby najwiekszej, ani najmniejszej oraz to, ze w zbiorze dodatnich

3Zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. III, §2.
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liczb ograniczonych O, nie ma liczby najmniejszej. W rezultacie przekrdj
(A, B) zbioru (R*, <p), gdzie A = R* UQ, B = R*\ A, wyznacza luke, zatem
ciato JR* nie jest uporzadkowane w sposéb ciggly.t

Mozna pokazaé, ze pierécien ilorazowy O/7 jest izomorficzny z cialem
liczb rzeczywistych (R, +,-,0,1).

2.2. Mozna pokazaé, ze zbiér wszystkich przekrojéw zbioru (R*, <p)
wziety z takim porzadkiem, jak w oryginalnej konstrukcji Dedekinda, jest
ciaggly w sensie Dedekinda.® Jednoczeénie tak jak (R*, <r) nie jest prze-
strzenig osrodkowsa tak i powstaly zbiér nie jest przestrzenia o$rodkowa,
a wiec 1 nie jest izomorficzny z (R, <).

Jakkolwiek nasladujac konstrukcje Dedekinda tatwo otrzymaé zbiér upo-
rzadkowany w sposéb ciagly, to powtorzenie definicji dziatan na przekrojach
nie prowadzi do struktury ciata. Dlaczego?

Wezmy wyzej zdefiniowany przekrdj (A, B). Liczby nieskoniczenie male sg
zamkniete na dodawanie i mnozenie, dlatego zgodnie z definicja dodawania
oraz mnozenia przekrojéw bedzie:”

(A,B) + (A,B) = (4, B),
(A,B)o (A, B) = (A, B).

Tak wiec zbiér przekrojéw z wyzej zdefiniowanym dzialaniami nie tworzy
ani grupy addytywnej, ani multiplikatywne;j.

Przyktad ten pokazuje, ze konstrukcji Dedekinda nie da sie sprowadzi¢ do
Jwstawiania w luki brakujacych elementéw”.8 W Stetigkeit und irrationale
Zahlen znajduje sie sposéb na rozszerzenie ciala liczb wymiernych, a nie
samego zbioru liczb wymiernych.

3. W zbiorze R* definiujemy relacje
TS g —s €
Latwo zobaczy¢, ze = jest relacja réwnowaznosci. Pokazemy, ze zachodzi:

Twierdzenie 1. Ciato R jest ciagle w sensie Dedekinda wtedy i tylko wtedy,

gdy
Va € O3lr € Rla =~ r*].

4Lub inaczej: w dowolnym ciele uporzadkowanym w sposéb ciagly spetniony jest aksjo-
mat Archimedesa. Ciato R* nie jest archimedesowe, ergo nie jest ciatem uporzadkowanym
w sposéb ciggly; zob. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 2.

®Zob. [Goldblatt 1998], s. 54, [Robinson 1966], s. 56-57; zob. tez nizej Twierdzenie 1.

6Zob. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 18 (1).

"Zob. [Dedekind 1872], §6; zob. tez wyzej rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 16.

8Zob. np. [Batég 2000], s. 30-31, [Bell 2005], s. 149-151, [Boyer 1949], s. 408-413.
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Istotnie. Przyjmijmy, ze cialo R jest ciggle.? Niech a € O. Przyjmijmy
A={zeR: 2" <pa}, B={xeR:z">pa}l.

Para (A, B) stanowi przekréj zbioru (R, <) i wyznacza pewna liczbe rzeczy-
wistg 7. Mozna pokazaé, ze r* =~ a. Wprost z definicji relacji ~ wynika, ze
doktadnie jedna liczba rzeczywista r spelnia warunek a = r*.

Niech teraz para (A, B) bedzie przekrojem zbioru (R, <). Z aksjoma-
tu Archimedesa wynika, ze zbiér utamkéw Q jest gesty w (R, <), stad zas
dostajemy: 19

Vn € Na € AIbe Blb—a <n™ .

Na podstawie tej wlasnosci pokazujemy, ze istnieje taki ciag liczb rze-
czywistych (r,), ze ror, € A, rogs1 € B, Tog11 — rop < % oraz podciag (raf)
jest niemalejacy, a podciag (ror11) jest nierosnacy. Wtedy niestandardowa
liczba rzeczywista a = [(ry,)] jest ograniczona oraz

Vo € AVy € Blz* <p a <p y*].

Niech r € R bedzie ta jedyna liczba, dla ktorej zachodzi r* ~ a. Wowczas
r jest albo najwieksza liczbg w klasie A, albo najmniejsza liczba w klasie B.

Liczbe rzeczywista r wyznaczona w Twierdzeniu 1. nazywamy czescia
standardowy liczby a i oznaczamy jako st(a).'!

4. Mozna pokazaé, ze ({r* : r € R}, +p, r,0%, 1%, <p), gdzie porzadek
<p jest odpowiednio zawezony, jest cialem izomorficznym z cialem liczb
rzeczywistych R. Na tej podstawie przyjmujemy, ze R jest podcialem ciata
R*, a dziatania i porzadek w R* oznaczamy tymi samymi symbolami, co
dziatania i porzadek w fR.

Przyjmujac te konwencje kazda liczbe ograniczong a € O mozna zapisaé
w postaci a = st(a) + ¢, gdzie ¢ € Q. Gdy a € O, to monada p(a) na-
zywa sie zbiér tych liczb ograniczonych, ktore leza nieskonczenie blisko a,
tj. wla) = {x € O : a = x}. W ten sposéb zbiér liczb ograniczonych
O mozna przedstawié¢ jako sume nieprzeliczalnej ilosci monad p(r), gdzie

reR:
0= J ur).

reR

9W konstrukeji ciata 5* wykorzystujemy jedynie fakt, ze 9 jest ciatem uporzadkowa-
nym. Twierdzenie to mozna zatem rozumie¢ jako charakterystyke ciala uporzadkowanego
R: Cialo R jest ciagle w sensie Dedekinda wtedy i tylko wtedy, gdy K jest cialem archi-
medesowym i Va € O3k € K[a =~ k*].

1070b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 1.3.

17Zob. [Capinski, Cutland 1995], s. 16-17, [Prestel 1995], s. 314-315, gdzie dowodzona
jest pierwsza cze$é twierdzenia. Por. [Goldblatt 1998], s. 55-56, gdzie réwnowaznosé jest
dowodzona bez zatozenia o archimedesowosci ciata.
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Stad za$ wynika, ze przestrzen (JR*, 7-) nie jest osrodkowa.

5. W tym punkcie pokazemy, jak klasycznie rozumiang zbieznosé ciagu
liczb rzeczywistych (a,) mozna wyrazi¢ w strukturze R*.

Niech f bedzie funkcja rzeczywista, tj. f : R — R. Przez f* oznaczamy
funkcje z R* do R* zdefiniowana jak nastepuje:

fr(ral) = [f(rn)],  gdzie [(rn)] € RY.
Gdy r € R, to f*(r) = [(f(r), f(r), f(r),.. )] = (f(r))"

Niech (a,) C R. Przez (ay,)* rozumiemy funkcje z N* do R* zdefiniowana
jak nastepuje:

ay = [(an,)], gdzie N € N*, N =[(n;)], (n;) C N
Przyjmijmy oznaczenie Ny, =q¢f N*\{n* : n € N}. Na podstawie faktu:
AiU...UA, e FF— 34 <TL[A1 S F], gdzie AiﬂAj :(Z), dla i # j, (1)

mozna pokazaé, ze gdy K = [(kj)] € Ny, to ciag (k;) zawiera podciag
rosnacy (kj,) taki, ze {j, : n € N} € F. Gdy {jn, : n € N} € F, to na
podstawie (1) dostajemy, ze {j, > k:n € N} € F, gdzie k € N.

5.1. Niech (a,) CR1i lim a, = a. Pokazemy, ze zachodzi:
n—oo

Twierdzenie 2.
lim a, =a < VK € Nylak ~ a.

n—oo

Niech lim a, = a, niech K = [(k;)] € Ny, niech (k;,) bedzie takim

n—oo
rosngcym podciagiem ciagu (k;), ze {jn : n € N} € F. Pokazemy, ze a} = a,
tzn.
VO € Ry[lay —al < 6].

Niech 6 € Ry. Nieréwnosé |aj, — a| < 6 zachodzi wtedy, gdy
{kjENZ \ak].—a\ <0}€F.

Z warunku lim a, = a dostajemy, ze istnieje takie ng, ze dla n > ng jest
n—oo
lan, —a| < 6, astad {j, > no : |aj, —a| <0} € F, co oznacza, ze aj ~ a.
Przypusémy teraz, ze lim a, # a. Istnieje zatem takie 0 € R, ze
n—oo

Vk3n[n > kA |an, —al > 6].
Istnieje wowczas taki ciag rosnacy (jn), ze dla kazdego n zachodzi

|ajn - a“’ > 9
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Liczba K = [(jn)] spelnia warunek K € N, oraz zachodzi

N={neN:laj, —a|l >0} € F,
co znaczy, ze |a} — a| > 6. Ostatecznie IK € N [~(a} ~ a)].1?

6. Podobnie jak w poprzednim punkcie mozna udowodni¢ wiele innych
podstawowych faktéw klasycznej analizy. Niech (a,) C R, niech a,b € R,
niech f: R +— R.

Twierdzenie 3.
(an) jest ciagiem Cauchy’ego «» VK, L € Nylaf ~ a}].
Twierdzenie 4.
b jest punktem skupienia ciagu (a,) < IK € Nylaj =~ b)].
Twierdzenie 5.
f jest claglawa < Ve e R* [z ~a — f*(z) = f(a)].

Twierdzenie 6.

frlate) = f(a)

f'(a) =b< Ve e Q .

~b|, gdzie Qp=Q\ {0}

Podobnie i catke Riemanna mozna przelozyé na odpowiednia formute
analizy niestandardowe;j.!3

Majac na uwadze te fakty méwimy, ze klasycznag analize mozna rozwijaé
w ciele R stosujac pojecie granicy, albo w ciele SR* stosujac pojecie nie-
skoniczenie maltej. W tym sensie podstawowe fakty klasycznej analizy mozna
wyrazi¢ w ciele uporzadkowanym, ktore nie jest ciaggte w sensie Dedekinda.

7. W niniejszym szkicu w ogdle nie przywoltywalidmy kluczowej zasa-
dy analizy niestandardowej — zasady transferu. Majac konstrukcje ciata SR*
zasade transferu (w istocie twierdzenie Losia o ultrapotedze) mozna udowod-
ni¢, a wowczas Twierdzenia 2—6 w prosty spos6b mozna otrzymac jako wnio-
ski z zasady transferu. W aksjomatycznej prezentacji analizy niestandardo-
wej zasada transferu jest przyjeta jako aksjomat. Podobnie jest z liczbami

1270b. [Capiniski, Cutland 1995], s. 17.
137Z0b. [Capinski, Cutland 1995], rozdz. 2, [Goldblatt 1998], rozdz. II, [Robinson 1966],
s. b&8-T79.
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rzeczywistymi: gdy cialo R jest konstruowane, to ciaglosé jest dowodzona,
natomiast w ujeciu aksjomatycznym stanowi jeden z aksjomatéw.'4

8. Pokazemy, ze cialo R* jest zupelne w sensie Cauchy’ego.
Twierdzenie 8. Jezeli ciag (an)neny C R* spelnia warunek
Ve € Ry 3kVn[n > k — |ap — an| < €],
to IkVn[n > k — a, = a).

Zacznijmy od szczegdélnego przypadku: niech ciag (a,) bedzie réznowar-
todciowy. Rozwazmy rodzine przedziatéw otwartych {(0, |a; — a;]): i,j €N,
i # j} 1 uporzadkujmy ja w porzadku malejgcym:

(0,71) 2 (0,72) 2(0,73) 2., gdaie rg = [a; — a;].

Z twierdzenia o nasyceniu wynika, ze ({(0,7,) : n € N} # (.16 Niech
r € N{(0,7,) : n € N} i wezmy liczbe . Przyjmujac w warunku Cauchy’ego
e = 7 dostajemy, ze istnieje takie k, ze dla n,m > k i n # m zachodzi
lan — am| < 5, co jest sprzeczne z definicjg liczby 7.

Ogdlnie, jezeli (ay) jest dowolnym ciggiem spelniajacym warunek Cau-
chy’ego, to zbior liczbowy {ai,as,...} jest skonczony lub nieskonczony.
Gdy jest skonczony, to poczynajac od pewnego miejsca (ay) jest ciagiem
stalym. Gdy jest nieskonczony, to istnieje réznowartosciowy podciag (ay, )
ciagu (ay). Ciag (an,) jest ciagiem Cauchy’ego, a to — jak juz wiemy —
prowadzi do sprzecznoSci.

Ostatecznie, gdy ciag (a,) spelnia warunek Cauchy’ego, to poczynajac
od pewnego miejsca, jest ciagiem stalym:

JkVn[n >k — a, = agl,

co znaczy, ze jest on zbiezny w R*.

MDokladne sformutowanie zasady transferu oraz jej dowéd sa podane w [Capinski,
Cutland 1995], Appendiz. Zob. tez rozdz. O przedmiocie matematycznym. Czes$é II, pkt.
12.7.

1570b. ,Istnieja ciala uporzadkowane zupelne w sensie Cauchy’ego i niearchimedesowe.
Odpowiedni przyktad podamy w rozdz. 12, gdzie liczby rzeczywiste beda rozszerzone do
ciala *R liczb niestandardowych. W tym rozszerzonym ciele istniejg liczby nieskoriczenie
male i nieskoniczenie duze, dlatego *R jest niearchimedesowe, a jednoczesnie kazdy ciag
Cauchy’ego jest ciagiem stalym, a wiec zbieznym” [Maizner 1995(b)], s. 50. Rozdzial
12, o ktérym mowa w cytacie to artykul [Prestel 1995]. Ani Mainzer, ani Prestel nie
podaja dowodu zupetnosci ciata niestandardowych liczb rzeczywistych, nie wskazuja tez
odpowiedniej literatury.

1670b. [Goldblatt 1998], s. 138-139. Odcinki sa zbiorami wewnetrznymi (internal)
i spelniaja zalozenie twierdzenia o nasyceniu; zob. [Goldblatt 1998], rozdz. 11.
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Euklides, Elementy

Powstanie Elementow okredla sie¢ tak samo, jak okres zycia Euklidesa:
okoto roku 300 p.n.e. Oryginatu nie odnaleziono. Tekst grecki ustalil i wydat
w latach 1883-1888 dunski filolog klasyczny Johan Ludvig Heiberg. Pod-
stawe tej edycji stanowily manuskrypty datowane na X wiek n.e., przede
wszystkim krytyczna edycja Elementéw Theona z Aleksandrii (IV wiek n.e.),
zapisy wyktadéw tegoz Theona, oraz manuskrypt zrabowany z Biblioteki
Watykanskiej przez wojska napoleoniskie i odkryty w Paryzu w roku 1808
przez Francois Peyrarda. Ustalajac tekst Elementow uwzgledniano przekia-
dy i komentarze arabskie oraz lacinskie.!

Wspolcezesne thumaczenia opieraja sie na edycji Heiberga. Dla nas pod-
stawg jest ttumaczenie Thomasa Heatha.?

Wielko$¢ (pevyefos)
1. Wielkos¢ podpada pod kategorie iloéci. Arystoteles pisze:

,1108¢ jest badz rozdzielna, badz ciagla. [...] Przykladem iloci rozdzielnej
jest liczba i mowa, przyktadem iloéci ciagtej jest linia, powierzchnia, ciato,
a ponadto czas i miejsce”.3

W Elementach znajdujemy dwa rodzaje wielkosci: liczby (wielkosci roz-
dzielne) i wielkosci geometryczne (ciaglte). Odpowiednio rozwiniete sa dwie
teorie proporcji: w Ksigdze VII i w Ksiedze V.

Euklides, Elementy, Ksiega VII

2. Liczba (aptfpos). Liczba to liczba naturalna, przy czym, zero w ogdle
nie wystepuje w Elementach, zas 1 nie jest liczba, tylko jednostka, z ktorej
powstaja liczby;

1Zob. [Fowler 1999], rozdz. VI, [Heath 1956], t. I, Wistep, s. 1-151.

2Z0b. [Heath 1956]. Cytujac Elementy, zgodnie ze zwyczajem, podajemy numer ksiegi
(w notacji rzymskiej) oraz numer twierdzenia lub definicji (w notacji arabskie;j).

3[Arystoteles], Kategorie, 6.4b.
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»An unit (povag) is that by virtue of which each of the things that exist is

called one”;*

»A number is a multitude (7Anfos) composed of units”;?

n=1+---4+1.
—_———

n—razy
Tak wiec liczba to liczba naturalna poczynajac od 2.

2.1. Liczby mozna dodawaé, mnozy¢ i odejmowaé (mniejsza od wiekszej),
przy tym, mnozenie jest definiowane przez dodawanie,® a przemiennoéé mno-
zenia jest dowodzona.”

2.2. Porzadek liczb. Dwie liczby moga by¢ réwne, jedna moze by¢ wieksza
lub mniejsza od drugiej;

»A number is a part (uegos) of a number, the less of the greater, when it
measures the greater; but parts (ueon) when it does not measure it”.%

Liczba n stanowi ,part” liczby m, lub inaczej: n ,mierzy” m, gdy dla
pewnego k jest
———

k—razy

Liczba n stanowi ,parts” liczby m, gdy
JuIk, l[ku = n, lu=m)],

gdzie u jest liczba lub 1, a k, [ to liczby (w rozumieniu Euklidesa).
7 dowodu twierdzenia VII.4

,Any number is either a part or parts of any number, the less of the gre-

ater””

4[Euklides], VII, def. 1, ,Jedno to to, dzigki czemu kazda z rzeczy, ktére sa jest na-
zywana jedna”’; ,Jednoécia jest to, na mocy czego kazda z rzeczy istniejacych nazywa sie
jedng” [Widomski 1996], s. 73.

®[Euklides], VII, def. 2, ,Liczba to wieloéé zlozona z jednodci”; ,Liczba zatem jest
wieloscig z jednosci” [Widomski 1996], s. 73.

6Zob. [Euklides], VII, def. 15.

"Zob. [Euklides], VII, tw. 16.

8[Euklides], VII, def. 3, 4, ,Liczba jest czescia liczby, mniejsza wickszej, gdy mierzy
wieksza, a cze$ciami, gdy nie mierzy jej”.

°[Euklides], VII, tw. 4, ,Kazda liczba jest albo czeécia, albo cze$ciami innej liczby,
mniejsza wiekszej”.
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wynika, ze réwniez wtedy, gdy n i m sa wzglednie pierwsze, liczba mniejsza
stanowi ,parts” wiekszej.'? Zatem porzadek i dodawanie liczb zwigzane sg
prawem:

n >m < Jk[m + k = n|,

gdzie k jest liczbg lub 1.

Ponadto, porzadek liczb jest implicite scharakteryzowany przez aksjo-
mat indukcji w wersji: w dowolnym niepustym podzbiorze liczb naturalnych
istnieje element najmniejszy. Czytamy bowiem:

»Any composite number is measured by some prime number. [...] For, since
A is composite, some number will measure it. [...] let it be B. Now, if B is
prime, what was enjoined will have been done. But if it is composite, some
number will measure it. [...] let it be C. [...] if C' is prime [...]. But if it
is composite [...]. Thus, if the investigation be continued in this way, some
prime number will be found which will measure the number before it, which
will also measure A. For, if it is not found, an infinite series of numbers

will measure the number A, each of which is less than the other: which is

impossible in numbers”.!!

Aksjomat indukcji jest de facto stosowany juz w pierwszym twierdzeniu
Ksiegi VII. Czytamy:

,ITwo unequal numbers being set out, and the less being continually sub-
tracted in turn from the greater, if the number which is left never measures

the one before it until an unit is left, the original numbers will be prime to

one another” .12

1070b. ,First, let A, BC be prime to one another. Then, if BC' be divided into units in
it, each unit of those in BC will be some part of A; so that BC' is parts of A” [Euklides],
dowdd tw. VIL.4.

11[Euklides], VII, tw. 31, ,Liczba zlozona jest mierzona przez pewna liczbe pierwsza.
[...] Albowiem, gdy A jest zlozona, to mierzy ja pewna liczba, niech to bedzie B. Gdy
B jest pierwsza, to osiggneliémy to, co byto zamierzone. Gdy za$ jest ztozona, to bedzie
mierzona przez pewng liczbe. [...] niech to bedzie C. [...] gdy C jest pierwsza |[...]. Gdy za$
jest ztozona [...]. Stad, gdy rozumowanie to bedzie prowadzone w ten sposéb, to znajdziemy
pewna liczbe pierwsza, ktéra mierzy liczbe ja poprzedzajaca i ktéra bedzie tez mierzyta A.
Bo gdyby nie bylo takiej, to bytby nieskoniczony ciag liczb mierzacych A, z ktérych kazda
jest co raz mniejsza, a dla liczb nie jest to mozliwe”. Historia zasadniczego twierdzenia
arytmetyki zaczyna si¢ wlasnie od tego twierdzenia Euklidesa; zob. [Birkhoff, Mac Lane
1957], rozdz. I oraz [Goksel, Ozkan 2001].

12[Euklides], VII, tw. 1, ,Niech dane sa dwie nieréwne liczby i mniejsza jest kolejno
odejmowana od wickszej. Gdy liczba, ktéra jest resztg nigdy nie mierzy tej, ktéra ja po-
przedza do czasu, az reszta bedzie jedno, to dane na wstepie liczby sa wzglednie pierwsze”.
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W samej tezie, a nastepnie w dowodzie podany jest algorytm nazywany
dzisiaj algorytmem Euklidesa. W twierdzeniu nastepnym algorytm ten stuzy
wyznaczeniu najwiekszego wspélnego dzielnika:

,Given two numbers not prime to one another, to find their greatest common
5 13

measure” .

W rezultacie, w Ksiedze VII jest przyjete, ze algorytm opisany w twier-
dzeniu VII.1 po zastosowaniu do dowolnej pary liczb zakoriczy sie — ostatnig
resztg bedzie albo 1, albo pewna liczba naturalna.

W dzisiejszej matematyce fakt, ze algorytm Euklidesa zastosowany do
liczb naturalnych musi sie zakonczyé jest tak uzasadniany: w wyniku za-
stosowania algorytmu powstaje malejacy ciag reszt, a ciag taki musi by¢
skonczony. '

Fakt, ze malejacy ciag liczb naturalnych musi byé¢ skoniczony to wilasnie
aksjomat indukcji w wersji wyzej przedstawionej.!®

2.3. Algorytm Euklidesa byl znany na dilugo przed Euklidesem i byt
stosowany do badania stosunkéw wielkosci geometrycznych.'6 Euklides naj-
pewniej jako pierwszy zastosowal go do liczb.

7 matematycznego punktu widzenia, réznica miedzy liczbami a wielko-
Sciami geometrycznymi w Elementach polega na tym, ze algorytm Euklidesa
zastosowany do liczb musi sie zakornczycé, a w przypadku wielkoéci geome-
trycznych tak by¢ nie musi, doktadniej: gdy wielkosci sg niewspélmierne, to
algorytm nie zakonczy sie, gdy wielkoéci sa wspdlmierne, to algorytm za-
konczy sie; taki wlasnie jest sens cytowanego wyzej twierdzenia VII.4 oraz
twierdzen X.2 i X.5:

13[Euklides], VII, tw. 2, ,Znalezé najwigksza wsp6lna miar¢ dwéch danych liczb, ktére
nie sg wzglednie pierwsze”.

1470b. [Birkhoff, Mac Lane 1957], s. 27-28.

15WWéréd historykéw matematyki greckiej trwa spér o to, czy Grecy ,$wiadomie” stoso-
wali indukcje matematyczna; zob. [Acerbi 2000]. Problem pochodzi stad, ze zasada induk-
cji jest réznie formulowana. ,Istnieje powszechna zgoda co do tego, ze Indukcja Zupelna
[...] po raz pierwszy zostala $wiadomie uzyta jako metoda dowodzenia w Traite du triangle
arithmétique Blazeja Pascala (1623-1662)” [Acerbi 2000], s. 57. Przez ,indukcje pasca-
lowska” rozumie sie schemat (P): (¢(1) AVn € N[p(n) — ¢(n+1)]) — Vn € N[p(n)],
gdzie ¢(n) jest formuly arytmetyki liczb naturalnych. Gdy za ,indukcje pascalowska’
przyjmiemy zdanie (P’): VM C N[(1 € M AVne Nne M —-n+1€ M]) - M = NJ,
to otrzymamy, ze (P’) jest réwnowazne temu, ze zbiér (N, <) jest dobrze uporzadkowany;
zob. [Rasiowa 1979], rozdz. II. Ale réwnowazno$¢ ta zostata ustalona nie wezesniej niz pod
koniec XIX wieku.

16Zob. [Fowler 1999], [Knorr 1978]. Ksiazki te niemal w catodci po$wigcone sg odtworze-
niu pre-Euklidesowej teorii proporcji, opartej na algorytmie ,powtarzania odejmowania”
(anthyphairesis), ktory w Elementach jest opisany w twierdzeniach VIIL.1, 2 oraz X. 2, 3.
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»If, when the less of two unequal magnitudes is continually subtracted in

turn from the greater, that which is left never measures the one before it,

the magnitudes will be incommensurable”, 7

,,Commensurable magnitudes have to one another the ratio which a number

has to a number” .18

Twierdzenia te mozna powiazaé¢ z twierdzeniami teorii liczb, w ktérych
ustalona jest odpowiednio$¢ miedzy nieskonczonymi utamkami tancuchowy-

mi i liczbami niewymiernymi oraz skofczonymi utamkami tancuchowymi
i liczbami wymiernymi.'?

3. Punktem wyjscia teorii proporcji rozwijanej w Ksiedze VII jest defi-
nicja:

,2Numbers are proportional when the first is the same multiple, or the same
part, or the same parts of the second that the third is is of the fourth”;?°

m:n kg Iplpn =m,pl = k] vV Ipjpm =n,pk =1V

\/Elu17u25|p7 Q[m = pui,n = quy, k= p’LLQ,l = un]’

gdzie w1, us to liczby lub 1, a p, ¢ to liczby.2!

3.1. W Ksiedze VII twierdzenia 6-10 traktuja o pojeciach ,part” oraz
,parts”, twierdzenia 11-22 — o proporcjach,?? pozostale — wprost o liczbach
naturalnych.?3

17 Gdy mniejsza z dwoch nieréwnych wielkosci jest kolejno odejmowana od wigkszej,
a to co zostaje nigdy nie mierzy tego, co przed nim, to wielkosci te sa niewspotmierne”.

18 Wielkosci wspétmierne sa do siebie w takim stosunku, jak liczba do liczby”.

19Z0b. wyzej rozdz. 11, pkt. 15.

20 [Euklides], VII, def. 20, ,Liczby sa proporcjonalne, gdy pierwsza z nich jest ta sa-
ma wielokrotnoscia, lub ta sama czescig, lub tymi samymi czesciami drugiej, co trzecia
czwartej”.

21\ sprawie oznaczen m : n oraz m : n :: k : | zob. przypis 47 na str. 200.

22Np. ,If four numbers be proportional, the number produced from the first and fourth
will be equal to the number produced from the second and third; and if the number
produced from the first and fourth be equal to that produced from the second and third,
the four numbers will be proportional”, VII.18; symbolicznie: m : n :: p : ¢ < mq = np,
znane dzisiaj z definicji liczby wymiernej. Por. ,,Ogélnie, x/y jest taka relacja dowolnej
liczby z do dowolnej liczby naturalnej w, ze y X z = x X w” — i dalej, w przypisie — , Takie
okreslenie stosunku w zasadzie pochodzi od Peano” [Quine 1974], s. 260. ,/Takie okreslenie
stosunku pochodzi” — jak widzimy — od Euklidesa.

ZNp. ,Given two numbers, to find the least that they measure”, VII. 34.
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Teoria proporcji oparta na definicji VII.20 stuzy dowodzeniu twierdzen
o liczbach naturalnych — tych w Ksiedze VII, a nastepie w VIII i IX.24

3.2. Teoria proporcji z Ksiegi VII czesto, zwlaszcza wtedy, gdy przepro-
wadzana jest analogia miedzy konstrukcja liczb rzeczywistych za pomoca
przekrojow Dedekinda a teorig proporcji z Ksiegi V, jest interpretowana ja-
ko teoria liczb wymiernych: proporcja to réwnos¢ stosunkéw, stosunek liczb
to utamek i w rezultacie proporcja m : n :: p : ¢ to réwnos¢ utamkéow 7 = %’.

Trzymajac sie faktéw mozemy powiedzieé co nastepuje:

(1) Ani w Ksiedze VII, ani w Ksiedze V nie jest zdefiniowane pojecie
stosunku.?’

(2) Nawet gdy przyjaé, ze stosunek liczb jest ulamkiem, a proporcja
rownoscia, to i tak nigdzie w Elementach owe ,utamki” nie sg ani dodawane,
ani mnozone, co wiecej, w dobie Euklidesa operacje takie nie byly nawet
znane. Tej jednej kwestii David Fowler poswiecit odrebny rozdzial — rozdziat
VII — swej ksigzki The Mathematics of Palto’s Academy. Czytamy tam:

»W rozdziale tym pokaze, ze w greckich tekstach matematycznych, nauko-
wych, finansowych, pedagogicznych pochodzacych z okresu przed Heronem
i Diofantesem nie znajdujemy ani pojecia utamka zwyklego p/q, ani ope-
racji na ulamkach takich jak np. p/q x r/s = pr/qs, czy p/q +r/s =
(ps + qr)/ps” .2

(3) Dodajmy, ze nigdzie w Elementach owe ,ulamki” nie sa poréwnywane
w sensie relacji mniejszy—wiekszy, oraz jeszcze i to, ze (4) jako pierwszy
definicje p/q < r/s <>qf ps < qr podal Heinrich Weber w roku 1895.27

W rezultacie, nawet gdy przyja¢, ze stosunek m : n jest utamkiem 7,

to réznica miedzy dzisiejszym rozumieniem liczb wymiernych, a tym, co
mozna znalezé w Elementach jest taka, jak miedzy cialem uporzadkowanym
0 =(Q,+,-,0,1,<) a zbiorem Q. W zadnym wiec razie nie mozna przyjaé,
ze w Elementach wystepuja przekroje zbioru (Q, <).

2ANp. ,Given three numbers, to investigate when it is possible to find a fourth propor-
tional”, IX.19, ,,Prime numbers are more then any assigned multitude of prime numbers”,
1X.20, czy twierdzenie I1X.35 o sumie wyrazéw postepu geometrycznego.

2570b. nizej pkt. 4.

*6[Fowler 1999], s. 227. Por. ,Dow6d niewymiernoéci v/2 pojawia si¢ w Analitykach
pierwszych Arystotelesa (41a). Przyjmujemy istnienie utamka ¢, gdzie a,b sa liczbami
calkowitymi, ktérego kwadrat byltby réwny 2” [Widomski 1996], s. 34. Ale przeciez Ary-
stoteles nie mégt zapisa¢ réwnania § - § = 2.

2T70b. nizej pkt. 9.
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FEuklides, Elementy, Ksigga V

Ksiega V Elementow zawiera wyklad teorii proporcji wielkosSci cigglych.
Jej autorstwo przypisuje sie Eudoxosowi z Knidos i dlatego jest nazywana
teoria proporcji Eudoxosa.?® Euklides stosuje ja w teorii figur podobnych
(Ksiega VI) do klasyfikacji wielko$ci wspotmiernych i niewspdlmiernych
(Ksigga X) oraz do badania stosunkéw bryt (Ksiegi XI i XII).

4. Stosunek (Aoyos). Stosunek to relacja ze wzgledu na wielkosé
(size, TpAkoTneS) miedzy wielkoSciami (magnitudes, peyefos) tego samego
rodzaju;

A ratio is a sort of relation in respect of size between two magnitudes of
the same kind”.??

Jak dotad nikomu nie udalo sie rozszyfrowaé, nada¢ matematycznego
sensu tej definicji; majac to na uwadze moéwimy, ze w Flementach nie ma
definicji stosunku. Z drugiej strony, w interpretacjach, w ktérych teoria pro-
porcji z Ksiegi V jest poréwnywana z teorig liczb rzeczywistych, to wtasnie
stosunkowi przypisywana jest liczba rzeczywista. Historycznie jest to uspra-
wiedliwione tym, ze przed sformulowaniem teorii Eudoxosa w matematyce
greckiej funkcjonowaly co najmniej dwie teorie proporcji, w obydwu zdefi-
niowany byt stosunek, a proporcja polegala na poréwnaniu stosunkéw.3°

Faktem jest, ze w FElementach stosunki nie wystepuja samodzielnie,
a jedynie w proporcji i tylko od intepretacji zalezy, czy bedzie ona uznana
za réwnosé stosunkéw, czy tez za relacje miedzy parami wielkosci.

4.1. Wielkosci wystepujace w stosunku sa wielko$ciami tego samego ro-
dzaju. Doskonale ilustruje to twierdzenie VI.1:

,Iriangles [...] which are under the same hight are to one another as their

bases” .31

W proporcji wystepuja tu z jednej strony tréjkaty (Th, Ts), z drugiej —
odcinki (by, bg) i twierdzenie mozna zapisa¢ w postaci 17 : 1o :: by : bo.

270b. [Heath 1956], t. II, s. 113.

29[Euklides], V, def. 3, ,Stosunek to pewna relacja z uwagi na mierzenie miedzy wielko-
$ciami tego samego rodzaju”; ,,Stosunek iest, wzaiemne dwéch wielkosci iednego rodzaiu,
co do ilosci, poréwnanie” [Czech 1817], s. 136.

307Z0b. [Berggren 1984], [Fowler 1999], [Knorr 1978].

31Euklides], VI, tw. 1, ,Tréjkaty [...] o tych samych wysokosciach maja si¢ tak do
siebie, jak ich podstawy”; ,Troykaty [...] maiace tez same wysoko$é sg miedzy soba iak
podstawy” [Czech 1817], s. 179.
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Ivor Grattan-Guiness skatalogowal wielko$ci geometryczne wystepuja-
ce w Elementach.?? 1 tak dla przykladu wielkoéciami tego samego rodzaju
sa: (1) odcinki prostoliniowe, (2) katy ptaskie, (3) tréjkaty, (4) prostokaty,
(5) tuki ustalonego okregu; odpowiednio wielkodciami réznego rodzaju sa:
odcinek i kat, prostokat i odcinek, prostokat i tuk okregu.

4.2. Wielkosci geometryczne réznego rodzaju nie sg porownywane; wiel-
kosci tego samego rodzaju sa uporzadkowane: jedna jest wieksza, mniejsza,
badz réwna drugie;j.

Wielkosci tego samego rodzaju mozna dodawaé, w szczegdlnosci mozna
tworzy¢ wielokrotnosci danej wielkosci A; ,multiple of A” oznacza:

nA=A+---+A.
N———’

n—razy

Zwiazek miedzy dodawaniem a porzadkiem wielkosci (tego samego ro-
dzaju) dany jest w definicji V.4:

»2Magnitudes are said to have a ratio to one another which are capable, when

multiplied, of exceeding one another”;33

VA, Bin[nA > B].

W nowozytnosci definicja ta zyskala nazwe aksjomatu Archimedesa.?*

4.3. Przyjmujac, ze wielkosci tego samego rodzaju nalezg do struktury
M = (M,+,<) i biorac pod uwage to, co w Ksiedze V powiedziane jest
wprost lub implicite dostajemy, ze dodawanie jest (1) dziatlaniem wewnetrz-

3270b. [Grattan-Guiness 1996].

33[Euklides], V, def. 4, ,O wielkosciach méwimy, ze jedna jest w stosunku do drugiej,
gdy biorac wielokrotnosé jednej mozna przekroczyé¢ druga”; ,,Mowi sie, ze wielkosci maig,
stosunek miedzy soba, kiedy mnieysza z nich powtdérzona wielokrotnie, moze przewyzszy¢
wigkszg” [Czech 1817], s. 136.

34W istocie aksjomat podany przez samego Archimedesa ma juz inna postaé, miano-
wicie: ,,Of unequal lines, unequal surfaces, and unequal solids, the greater exceeds the less
by such a magnitude as, when added to itself, can be made to exceed any assigned ma-
gnitude among those which are comparable with [it and with] another one” [Archimedes],
Book I, s. 4; symbolicznie: A < B — 3n[n(B — A) > B, n(B — A) > A]. Mozna wskaza¢
strukture, w ktérej zachodzi aksjomat Archimedesa w mysl definicji V.4 i nie zachodzi
aksjomat Archimedesa w wersji Archimedesa; zob. nizej pkt. 5.2. Natomiast w zbiorze
jednoelementowym zachodzi aksjomat Archimedesa w wersji Archimedesa i nie zachodzi
aksjomat Archimedesa w mysl definicji V.4.
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nym,*® (2) tacznym i przemiennym?39, (3) porzadek jest liniowy.3” Zwiazek
dodawania z porzadkiem zadany jest aksjomatami:

(E1) 3n € N[nA > B,
(E2) A>C —-3EeMC+E=A]*
(E3) A>C —-A+B>C+ B3

Ponadto do aksjomatow charakteryzujacych strukture 90 nalezy zaliczy¢:

(E4) YAVn3B[nB = A],40
(E5) VA,B,C € M3X € MA: B:: C: X]. 4

Strukture 9 bedziemy nazywaé dalej struktura wielkosci. O 9 przyj-
mujemy, ze spelnione sa zalozenia (1)-(3), natomiast aksjomaty z grupy
(E1)-(E5) bedziemy przyjmowaé w zaleznosci od kontekstu.

(E1) to definicja V.4. Aksjomat (E2) zostal zauwazony w dwoch ko-
mentarzach.*? Aksjomat (E3) nie zostal — o ile nam wiadomo — nigdzie
zauwazony; bedzie on bohaterem drugiej czesci niniejszego rozdziatu.

Aksjomat (E4) wystepuje jako zalozenie dowodu twierdzenia V.5. W ko-
mentarzach nie przywiazuje si¢ don znaczenia, bo twierdzenie V.5 moze by¢
udowodnione i bez tego zalozenia, a z drugiej strony nigdzie w FElementach
Euklides nie powotuje si¢ na twierdzenie V.5. Ale (E4) znajdujemy tez jako
zatozenie dowodu twierdzenia X.6., ktére jest o tyle ciekawe, ze spotykajg
sie¢ w nim teorie proporcji z Ksiegi V i VII. Dodajmy wreszcie, ze aksjomat
(E4) jest dyskusyjny z uwagi na zagadnienie trysekcji kata, a katy — przy-
pomnijmy — sa wielko$ciami geometrycznymi, do ktérych odnosi sie teoria
proporcji z Ksiegi V.43

Element X wystepujacy w aksjomacie (E5) to tak zwana czwarta pro-
porcjonalna. W Ksiedze XII, gdzie teoria proporcji jest powiazana z meto-
da wyczerpywania, zalozenie o istnieniu czwartej proporcjonalnej odgrywa

35Z0ob. [Euklides], V, passim. W istocie dopuszczamy sie tu pewnego uproszczenia, ktére
w ogole pozwala opisaé teorie proporcji jezykiem wspoélczesnej matematyki.

367Zob. [Euklides] dowéd twierdzenia V.1.

3"Przechodnio$é jest zakladana w dowodzie twierdzenia V.8, spéjnosé — w dowodach
twierdzen V.9, V.10, V.18.

38Zob. dow6d twierdzenia V.8.

39Z0b. dowody twierdzen V.12 1 V.25.

4970b. dowdd twierdzenia V.5.

4170b. dowdd twierdzenia V.18. Definicje proporcji A : B : C' : X podajemy nizej
w pkt. 5.

4270b. [Bourbaki 1966(b)], [Mainzer 1995(a)]. David Joyce natomiast interpretuje (E2)
jako definicje porzadku: A > C <4 IE € M[C + E = A]; zob. [Joyce 1997].

43Zob. [Euklides], VI, tw. 33.
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kluczows role. We wspotczesnych komentarzach zatozenie o czwartej pro-

porcjonalnej jest kojarzone z aksjomatem ciagtodci.*

5. Proporcja (avaloyia). Definicja V.5 to definicja proporcji:

,2Magnitudes are said to be in the same ratio, the first to the second and
the third to the fourth, when, if any equimultiples whatever be taken of the
first and third, and any equimultiples whatever of the second and fourth,

the former equimultiples alike exceed, are alike equal to, or alike fall short

of, the latter equimultiples respectively taken in corresponding order”.*

Definicja V.6 ustala nazwe:

,Let magnitudes which have the same ratio be called proportional” .46

Zgodnie ze zwyczajem, stosunek wielkosci A i B zapisujemy jako A : B,
zaé proporcje — jako A : B :: C : D.A7 Definicje V.5 mozna wiec tak przed-
stawic:

(1) A:B:C:D <4 Ym,n[(nA >3 mB,nC >3 mD)V

V(nA =mB,nC =mD)V (nA <1 mB,nC <g mD)],

41Zob. [Stein 1990].

“3[Euklides], V, def. 5, ,O wielkoéciach méwimy, ze sa w tym samym stosunku, pierw-
sza do drugiej i trzecia do czwartej, gdy biorac dowolne wielokrotnosci pierwszej i trzeciej
oraz dowolne wielokrotnosci drugiej i czwartej, pierwsze wielokrotnosci beda jednoczesnie
wieksze, jednoczesnie réwne lub jednoczesnie mniejsze od odpowiednio wzietych drugich
wielokrotnosci”; ,Moéwi sie, ze wielkosci sa w jednym i tymze samym stosunku, pierwsza
do drugiey, i trzecia do czwarty, kiedy wzigwszy pierwszey i trzeciey rownie wielokrotne,
drugiej i czwartey réwnie wielokrotnie; w kazdey odmianie wielokrotnego wielokrotych
powtoérzenia, kazda z dwdch pierwszych wielokrotnych, kazda z dwoch drugich wielokrot-
nych, albo zarazem iedna druga przewyzsza, albo zarazem jednej drugiej jest réwna, albo
zarazem iedna od drugiej iest mnieysza, to iest gdy wielokrotna pierwszey wielkosci iest
rowna lub mnieysza od wielokrotney trzeciey wielkosci, iest tez wielokrotna drugiey wiel-
kosci wieksza, réwna lub mnieysza od wielokrotney czawartey wielkosci” [Czech 1817],
s. 136-137; zob. tez [Kulczycki 1973], s. 264. Zob. tez tlumaczenie z greckiego na angielski
dokonane przez Fabio Acerbi: ,,Magnitudes are said to be in the same ratio, first to second
and third to fourth, when the equimultiples of the first and third at the same time exceed
or at the same time are equal to or at the same time fall short of the equimultiples of second
and fourth, compared to one another, whatever [is] each multiple of each [magnitude]”
[Acerbi 2003], s. 194.

“6[Euklides], V, def. 6, ,Wielkoéci, ktére sa w tym samym stosunku nazwijmy propor-
cjonalnymi”; ,,Wielkosci, ktére maia jeden i tenze sam stosunek, zowia si¢ proporcyonalne”
[Czech 1817], s. 137.

4TZwyczaj ten zostat zapoczatkowany w XVII wieku przez Vicenta Winga (stosunek)
i Williama Outgethered (proporcja); zob. [Grattan-Guiness 1996], s. 365-366.
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gdzie wielkoéci A, B oraz C, D sg parami tego samego rodzaju, co zapisujemy
jako A, B € My = (Ml, -+, <1) oraz C, D € My = (M2,+, <2).48
W literaturze przedmiotu mozna tez spotkac i takie wersje:

(2) A:B:C:D g Vm,n[(nA >3 mB— nC >y mD) A
A(nA =mB — nC =mD) A (nA < mB — nC <y mD)],

oraz
(3) A:B:C:D <4 Vm,n[(nA >3 mB « nC >y mD) A
AN(nA=mB < nC =mD) A (nA <1 mB < nC <y mD)].

Przyjmujac, ze porzadki w 2 i s sa liniowe, definicje te sg réwnowazne.
5.1. Porzadek stosunkéw. Definicja V.7 to definicja porzadku:

»When, of the equimultiples, the multiple of the first magnitude exceeds the
multiple of the second, but the multiple of the third does not exceed the
multiple of the fourth, then the first is said to have a greater ratio to the
second then the third has to the fourth”;

A:B > C:D <4 3Im,nnA > mB, nC < mD],
gdzie A, B € 20, oraz C, D € 205.

5.2. Przyjmijmy teraz, ze w 91 spelniony jest aksjomat Archimedesa
i pominmy (E2) oraz (E3). Pokazemy, ze nie musi wtedy zachodzi¢ prawo
trychotomii tak rozumiane:

A:B<C:DVA:B:C:DVA:B>=C:D"

Przyjmijmy 9 = (M, +, <), gdzie M to zbiér niestandardowych liczb
rzeczywistych ograniczonych, o czeéci standardowej dodatniej;>!

M ={zeR":st(x) >0, Ir e Ry[0 < |z| <]},

48Pomijamy indeksy przy symbolu dodawania.

“[Euklides], V, def. 7, ,,Przy réwnych wielokrotnosciach, gdy wielokrotnoéé pierwszej
wielko$ci przekracza wielokrotnosé drugiej, a wielokrotnosé trzeciej nie przekracza wielo-
krotnosci czwartej, wtedy méwimy, ze pierwsza jest w wigkszym stosunku do drugiej niz
trzecia do czwartej”; ,,Jezeli za$ z rownie wielokrotnych, wielokrotna pierwszey przewyzsza
wielokrotna drugiey, lecz wielokrotna trzeciey nie przewyzsza wielokrotney czawartey; na
ten czas méwi sie, pierwsza do drugiey wigkszy ma stosunek, niz trzecia do czwartey, lub
co iedno iest, ze trzecia do czwartey mnieyszy ma stosunek, niz pierwsza do drugiey”
[Czech 1817], s. 137.

50Por. [Joyce 1997], gdzie prawo trychotomii jest dowodzone jedynie przy zalozeniu
(E1).

5170b. rozdz. Niestandardowe liczby rzeczywiste.
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a dodawanie i porzadek w M sg takie, jak w ciele niestandardowych liczb
rzeczywistych. Stad od razu otrzymujemy, ze dodawanie jest taczne i prze-
mienne, a porzadek jest liniowy i zgodny z dodawaniem.

W I spelniony jest aksjomat Archimedesa. Istotnie, jezeli A > B, to
st(A) > st(B) iistnieje taka liczba naturalna n, ze zachodzi nst(B) > st(A),
a wowczas nB > A.

Tak wiec w strukturze relacyjnej 9t spelnione sa aksjomaty (E1) oraz
(E3); mozna pokazaé, ze nie jest spelniony aksjomat (E2).

Niech teraz e bedzie dodatnig nieskonczenie mala, niech A = 3 — ¢,
B=2,C =3, D = 2. Zachodzi 3%5 < % Miedzy liczbami % i % nie lezy
zadna standardowa liczba wymierna, dlatego gdy m # 3k lub n # 2k, gdzie
k € N, to

3—e m
—_—
n

<
2

N

m 3—¢ m
n n

< oraz >
2

lub w réwnowaznej postaci
n-3—e)<m-2-n-3<m-2 oraz n-(3—¢)>m-2-n-3>m-2.

Gdy m =3k in =2k, to

3—¢ m 3 m
<7 _
2 n n

lub w réwnowaznej postaci
n-3—e)<m-2An-3=m-2.
Stad, ostatecznie dostajemy:
—(A:B<C:D)A=(A:B:C:D)A-(A:B»=C:D).>
Equimultiples (roAamAaoia)
6. Elementy, Ksiega X, twierdzenie 5:

,Commensurable magnitudes have to one another the ratio which a number

has to a number”.?3

520mawiajac teorie proporcji Heinricha Webera, pokazemy, ze relacja proporcji nie jest
zwrotna. Zob. nizej pkt. 20.

33[Euklides], X, tw. 5, ,Wielkoéci wspétmierne sg do siebie w takim stosunku, jak liczba
do liczby”.
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To wazne twierdzenie, bo traktuje o proporcji, w ktorej z jednej strony
wystepuja wielkosci geometryczne (commensurable magnitudes), a z drugiej
— liczby. Heath pisze w komentarzu, ze w dowodzie tego twierdzenia Eukli-
des przyjmuje definicje VII.20 i wielkoSci geometryczne traktuje, jak liczby,
chociaz powinien zastosowa¢ definicje V.5 i liczby potraktowaé, jak wielkosci
geometryczne. Dalej za$ czytamy:

,Dlatego jest tu pewna luka. Euklides powinien udowodnié, ze wielkosci
proporcjonalne w sensie definicji VII.20 sg takze proporcjonalne w sensie
definicji V.5, lub, ze proporcja liczb jest szczegdlnym przypadkiem proporcji
wielko$ci. Udowodnil to Simson w Twierdzeniu C' dodanym do Ksiegi V.54

Biorac pod uwage tylko tekst Elementow nic, poza sugestiami Heatha,
ktéry na marginesie podaje numery twierdzen i definicji zastosowanych
w dowodzie, nie wskazuje na to, ktéra definicja zostata uzyta. Sam Eukli-
des nie pisze, z jakiej definicji korzysta i na jakie twierdzenie sie powoluje.
Mozna pokazaé, ze w dowodzie twierdzenia X.5 korzysta z ustalen obu Ksiag,
V i VII, ale szczegdtowe uzasadnienie zbyt daleko odwiodloby nas o zasad-
niczego watku.

6.1. Robert Simson zamiescit wspomniany przez Heatha dowdod we wta-
snej edycji Elementow. Rzecz ukazala si¢ po raz pierwszy w roku 1756,
w Glasgow® pod tytulem: The Elements of Euclid viz. The First Siz Bo-
oks, Together with the the Eleventh and Twelfth. The Errors by Which Theon
and Others Have Long Ago Vitiated These Books, are Corrected and Some
of Euclid’s Demonstrations Are Restored.?®

W wydaniu Simsona nie ma wigc — jak wida¢ — Ksiegi VII i juz cho-
ciazby dlatego liczby wystepujace w proporcji zostaly potraktowane, jak
wielkosci geometryczne. Ciekawe jest natomiast to, ze dla przeprowadzenia
wspomnianego ,,dowodu” Simson przyjmuje dwa aksjomaty:

Vn[A < B < nA < nB,

Vn,mnA < mA < nB < mB].>"

4[Heath 1956], t. III, s. 25.

55Edycja Simsona byla wznawiana ponad 70 razy, ostatnie wydania miaty miejsce w ro-
ku 1933 (Londyn, Toronto) i 1944 (Sao Paolo), i przez dlugie lata stanowita podstawe pod-
recznikéw geometrii; zob. http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Simson.

56Doktadniej: Simson wydat Elementy po tacinie, natomiast wyzej przytoczyliémy tytul
angielskiego ttumaczenia z roku 1810 (Philadelphia); zob. [Goldstein 2000], s. 52-53.

>Zob. [Heath 1956], t. II. s. 126-131.
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Dla poréwnania, pod koniec XX wieku, zwiazek miedzy definicja VII.20
i V.5, jest dowodzony przy zalozeniu, skadinad nawet nie podanym wprost,
a jakby oczywistym samym przez sie:

nA <mB —n < m.8

Roéznica jest wyrazna: we wspotczesnym ujeciu, wspotczynniki w multi-
ples sa po prostu liczbami naturalnymi i moga byé¢ odrywane od wielkosci
geometrycznych. Patrzac z tej perspektywy, edycja Simsona nalezy do innej
epoki — znacznie blizszej Euklidesowi.

6.2. Szes¢ pierwszych twierdzen Ksiegi V traktuje o multiples. Czytamy,
dla przyktadu:

,If there be any number of magnitudes whatever which are, respectively,
equimultiples of any magnitudes equal in multitude, then, whatever multiple
one of the magnitudes is of one, that multiple also will be of all”;>?

,If two magnitudes be equimultiples of two magnitudes, and any magnitudes

subtracted from them be equimultiples of the same, the remainders also are

either equal to the same or equimultiples of them” .69

W potowie XIX wieku, po blisko stu latach od edycji Simsona, jezyk
equimultiples stal sie juz niezrozumialy. Twierdzenia V.1-V.6 August De
Morgan opatrzyl takim komentarzem:

proste twierdzenia arytmetyczne, wyrazone w jezyku zupelnie niezrozu-
mialym dla wspolczesnego czytelnika. Pierwsze, dla przyktadu, nie moéowi

5870b. ,Jedli a : b jest (dowolna) proporcja [...]. Mamy m-p-a<m-q-b=n-q-a,
skad p-m < n-¢” [Mioduszewski 1996], s. 64.

*[Euklides], V, tw. 1, ,Gdy dana jest dowolna ilo$¢ dowolnych wielkosci, ktére sa
odpowiednio tymi samymi wielokrotno$ciami tej samej ilosci wielkosci, bez wzgledu na to
jaka wielokrotnoscia jednej z nich jest druga, beda one tg sama wielokrotnoscia wszyst-
kich”; ,Jezeli ilekolwiek wielkosci sg ilukolwiek w réwney liczbie wielkosci, kazda kaz-
dey réwnie wielokrotnemi; ilekrotna iest wielkosé iedna wielkosci iednej, tylekrotne beda
i wszystkie wszystkich” [Czech 1817], s. 141.

60 [Euklides], V, tw. 6, ,Gdy dwie wielkosci sa tymi samymi wielokrotnosciami pewnych
wielko$ci, a dowolne odejmowane od nich wielkosci sa tymi samymi wielokrotnosciami tej
samej, to reszty tez sa albo réwne tej samej, albo jej rownymi wielokrotnos$ciami”; ,,Jezeli
dwie wielkosci sg réwnie wielokrotne dwéch drugich wielkosci, i pewne czeéci pierwszych
sg réwnie wielokrotne wielkosci drugich; beda i pozostale cze$ci pierwszych wielkosci,
albo réwne wielkosciom drugim, albo wzgledem nich réwnie wielokrotne” [Czech 1817],
s. 146-147.
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nic wiecej niz to, ze dziesieé akréw i dziesieé roods [1 rood=10,117 ara —

P.B.] to tyle samo, co jeden akr i jeden rood dziesieé¢ razy wziete”.6!

Heath zas dopowiada:

,Dlatego jednym z zadan uwag, jakie dotaczamy do tych i do pozosta-
tych twierdzen Ksiegi V, jest to, aby wyjasni¢ czytelnikowi znaczenie tych
twierdzen, w ten sposob, ze zamieszczamy obok nich te same prawdy, ale
wyrazone w duzo prostszej i bardziej zrozumialej (algebraicznej) notacji.
Tak wiec, wielkoéci bedziemy oznaczaé pierwszymi literami alfabetu a, b, c
itd., przyjmujac male litery, aby odrézni¢ je od oznaczen przyjmowanych
przez Euklidesa; male litery m,n, p itd. beda reprezentowaly liczby catko-
wite. Tym sposobem ma zawsze bedzie znaczylo m razy a, czy tez m-ta
wielokrotnoéé a [m! multiple of a] (przyjmujac 1.a jako pierwsza, 2.a jako
drugg wielokrotnosé itd.)”.%2

Zgodnie z ta konwencja, twierdzenia V.1-V.6 sa intepretowane jak na-
stepuje:
(1) ma+mb+me+---=m(a+b+c+...),
(2) ma+na = (m+n)a,
(3) m.na = mn.a,
(4) a:b=c:d— ma:nb=mc:nd5
(5) ma —mb=m(a—b),
(6) ,jezeli n jest mniejsze od m, to ma — na jest ta sama wielokrotnoscia
a, co mb — nb wielokrotnoécia b” .64

Dowody podane przez Euklidesa polegaja na podziale wielkosci, ktéra
jest multiple (wielokrotnoscia): jezeli AB jest wielokrotnoscia E, to AB
mozna podzieli¢ na wielkosci AG i GB przystajace do E (istotnie, w do-
wodach Euklides zwykle przyjmuje, ze wielokrotnos¢ skiada sie z dwbdch
czesci);

61 Cytowane za [Heath 1956], t. 11, s. 139, przy czym Heath nie podaje zrédla; zdanie to
pochodzi albo z A. De Morgan, Supplementary Remarks on the first six Books of Euclid’s
Elements (1849), albo z broszurki A. De Morgan, First Notions in Logic (1839).

52[Heath 1956], t. II, s. 139.

53Proporcje a : b :: ¢ : d Heath zapisuje jako réwnosé a: b= c: d.

54Z0b. [Heath 1956], t. II, s. 138-148. Zmienne, ze twierdzenia V.6. nie udato sie zapisaé
tak gladko, jak pie¢ poprzednich. Przyjmujac konwencje zapisu algebraicznego nalezaloby
je przedstawié¢ jako ma — mb = m(a — b). Réznica polega na tym, ze w twierdzeniu V.6
wielko$ci a, b oraz a—b sa wspdélmierne, zas w V.5 — dowolne. Dla Euklidesa jest to powdd,
aby przypadki te rozpatrzy¢ jako osobne twierdzenia.



206 EUDOXOS versus DEDEKIND

,For, since AB is the same multiple of E [...]. Let AB be divided into
magnitudes AG, GB equal to E”.%

Wedlug Heatha jest natomiast tak, ze to ,m jest dzielone na jednostki
[units]”, ale w Elementach to, ze m sklada sie z jednostek” bedzie powie-
dziane dopiero w definicji VIIL.2.

6.3. Dzisiaj, to prawda, trudno jest interpretowac¢ twierdzenia V.1-V.6.
inaczej niz Heath, ale nie mozna tez nie zauwazy¢, ze jednak dokonujemy tu
interpretacji, wszak Euklides ani nie definiuje dziatania nA, ani twierdze-
nia V.1-V.6 nie sa aksjomatami charakteryzujacymi to dzialanie, ani Eu-
klides nie méwi o wspotczynnikach liczbowych wystepujacych w multiples,
a wreszcie faktem jest, ze definicja liczby oraz dodawanie i mnozenie liczb
sa okreslone dopiero w Ksiedze VII.

Gdybysmy chcieli wspétezynniki wystepujace w multiples uznaé za licz-
by, to wydaje sie, ze miast prostej identyfikacji, zwiagzek ten trafniej by-
loby ujmowaé przez analogie do zwiazku, jaki zachodzi miedzy liczbami
naturalnymi w teorii i liczbami naturalnymi w metateorii, stad zapis, ktéry
przyjeliSmy w opisie teorii proporcji z Ksiegi V:

nA=A+---+A.
—_——

n—razy

Tak czy inaczej, identyfikacja, ktorej dokonat Heath winna by¢ uzasad-
niona. Z punktu widzenia matematyki przemawia za nig powazny argument:
tak, jak liczby, tak i wspotczynniki w multiples charakteryzuje aksjomat in-
dukcji. Nie jest on oczywiscie explicite sformulowany, ale jest stosowany.
Otéz w dowodzie twierdzenia V.8 mamy, ze wielko$¢ D jest mniejsza od
wielkosci K i w odniesieniu do tych wielko$ci Euklides pisze:

Llet L be taken double of D, M triple of it, and successive multiples incre-
asing one by one, until what is taken is a multiple of D and the first that is
greater than K7 .66

7 zalozenia, wielkosci D i K sa archimedesowe, a stad wynika, ze dla
pewnej liczby n zachodzi nD > K. Euklides natomiast przyjmuje takie n,

55[Euklides], V, tw. 1, ,,Albowiem, skoro AB jest ta sama wielokrotnoscia F [..]. Niech
AB bedzie podzielona na wielkosci AG i BG réwne E”;  Poniewaz wielko$¢ AB, réwnie
iest wielokrotna wielkosci F [...]. Podzielmy AB, na czesci réwne E, te niech beda AG,
GD” [Czech 1817], s. 141.

66[Eulides], V, tw. 8, ,niech L bedzie podwojeniem, M — potrojeniem D, a kolejne
wielokrotno$ci niech zwiekszaja sie o jeden tak dlugo, az otrzymamy taka wielkrotnosé D,
ktora jest wieksza od K”; nie przytaczamy tlumaczenia Czecha, bo wystepuja tam inne
oznaczenia literowe, zob. [Czech 1817], s. 153.
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ktore spelnia warunek: (n + 1)D > K > nD. Element taki istnieje przy
zalozeniu, ze w dowolnym niepustym podzbiorze wspotczynnikow multiples
istnieje element najmniejszy.

Ale nawet przy tej optymistycznej interpretacji pozostaje pewne residu-
um: aksjomat indukcji charakteryzuje porzadek liczb naturalnych, natomiast
w Elementach o porzadku wspolczynnikow wystepujacych w multiples nic
nie jest powiedziane.



Teza Heatha

Pochodnosé bytowa. Z tym aspektem przedmiotu intencjonalnego wiaze
sie prosta, wrecz banalna my$l: przedmiot intencjonalny powstaje i zaczy-
na istnie¢ w czasie historycznym. W konsekwencji trzeba jednak przyjac,
ze tak jak przed rokiem 1872 nie byto rozprawy Dedekinda, tak tez przed
rokiem 1872 nie bylo przedmiotu, do ktérego odwotujemy sie — wprost lub
posrednio — majac na uwadze liczby rzeczywiste. Takie ujecie jest w oczy-
wistej sprzecznosci z tym, co znajdujemy w pracach z historii matematyki,
czy w okazjonalnych uwagach zamieszczanych w ksiazkach matematycznych,
a wypowiadanych zwykle w zwiazku z konstrukcja lub definicja ciata liczb
rzeczywistych. Powszechnie bowiem uwaza sie, ze konstrukcje liczb rzeczy-
wistych metodg przekrojéw liczb wymiernych jako pierwszy zarysowal, prze-
prowadzil, czy tez odkryl grecki matematyk Eudoxos z Knidos. Doskonata
ilustracja tej mysli sg stowa Johna Conway’a z pierwszych kart jego ksiazki
On Numbers and Games:

,Dedekind (a przed nim autor piatej ksiegi [Elementéw — P.B.] Euklidesa
— uwaza sie, ze byl to Eudoxos) skonstruowal liczby rzeczywiste z liczb
wymiernych. Konstrukcja polegala na podziale liczb wymiernych na dwa
takie zbiory L i R, ze zaden element zbioru L nie jest wickszy od zadnego
elementu zbioru R, i na ustaleniu, ze wtedy, gdy w klasach L i R nie ma
elementéw skrajnych, to za pomoca ‘podziatu’ {L, R} definiowana jest nowa

liczba” .67

Dla przyktadu przytoczymy jeszcze dwie inne wypowiedzi tego typu:

,Cialo liczb rzeczywistych bylo znane juz w starozytnosci (Eudoksos), choé
dopiero R. Dedekind w roku 1858 (drukiem w roku 1872) podal pierwsza
definicje liczby rzeczywistej — za pomoca przekroju w ciele Q”; 68

57[Conway 2001], s. 3.
58 Maurin 1991], t. TT, s. 319.
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»,Wazna mozliwosé zdefiniowania dowolnych liczb rzeczywistych przez liczby
wymierne zostala odkryta przez greckiego matematyka Fudoksosa, ktory
znalazl metode wyznaczania, kiedy dwa rézne stosunki wyrazajace sie licz-
bami rzeczywistymi sa réwne. [...] W terminologii nowoczesnej ta definicja
Eudoksosa opisuje liczbe rzeczywista dodatnia r = a/b za pomoca zbioru
S wszystkich dodatnich stosunkéw wymiernych n/m, dla ktérych ma > nb,
nastepujaco: r jest wieksze niz kazdy stosunek n/m z S i jest najmniejsza
liczba rzeczywista wicksza od wszystkich tych stosunkow” .5

W cytowanych uwagach, jak i w pracach, ktore dalej przywolujemy, jest
respektowany fakt historyczny, ze Grecy nie méwili o liczbach rzeczywistych,
ale o stosunkach wielkosci geometrycznych. W rezultacie, w tezie o zwigzku
teorii Eudoxosa z teorig liczb rzeczywistych chodzi o to, ze istnieje zalez-
nos¢ miedzy teoria proporcji a teoria liczb rzeczywistych. Zupelnie jasno
przedstawia to Nicolas Bourbaki:

,to Grekom zawdzieczamy pierwsza, $cisty i spdjna teorie stosunkéw wiel-
koéci, czyli w istocie liczb rzeczywistych”.™

Zwiazek miedzy teoria proporcji a teorig liczb rzeczywistych ma polegaé
na tym, ze kazdemu stosunkowi wielkosci mozna przyporzadkowaé liczbe
rzeczywista, acz powszechnie przyznaje sig, ze przyporzadkowanie takie nie
jest bijekcjg.”t Czasami pokazuje sie, ze na gruncie teorii proporcji mozna
zdefiniowaé¢ mnozenie,”® a nawet dodawanie stosunkéw,” co ma chyba su-
gerowac, ze Eudoxos mogt znaé nie tylko liczby rzeczywiste, ale i ciato liczb
rzeczywistych.

Nizej zajmiemy sie jedynie teza, ze stosunkowi wielko$ci mozna przypo-
rzadkowac liczbe rzeczywista. My$l ta jasno i wyraznie zostala przedstawio-
na juz na poczatku XX wieku przez Thomasa Heatha i dlatego nazwali$émy
ja tezg Heatha.

Rozumowanie Heatha mozna krotko tak przedstawié: Stosunkowi wielko-
$ci geometrycznych x : y przyporzadkowane s dwa zbiory Az, By y C Q4.
Para (Ag,y, Bz,y) stanowi przekr6j zbioru (Q4, <) i definiuge, czy po prostu
jest dodatnig liczbg rzeczywista. Na tej podstawie przyjmuje sie, ze kaz-
demu stosunkowi wielkos$ci geometrycznych mozna przyporzadkowadé liczbe
rzeczywista.

59[Birkhoff, Mac Lane 1957], s. 99-100; a/b oznacza tu stosunck a : b odcinkéw a i b.
(W miejsce ma > nb, w tekscie stoi ma < nb, co jest oczywista pomytks.)

"°[Bourbaki 1966(b)], s. 406.

""Wyjatkiem jest [Stein 1990].

"2Z0b. [Baszmakowa 1975(b)], [Stein 1990].

"3Z0ob. [Stein 1990].
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Znamienne sa tu dwa momenty: (1) definicja zbioréw A, ,, By 4, (2) za-
lozenie, ze para (A, Bzy) jest przekrojem zbioru (Qy, <).

Zbiory A, By, moga by¢ definiowane na dwa sposoby: albo na grun-
cie Elementow, albo na gruncie czysto matematycznym bez odwotlania do
teorii proporcji Eudoxosa. W zwiazku z tym wyrdzniamy dwie wersje tezy
Heatha: historyczng i matematyczna. Ich wspdélnym zalozeniem jest to, ze
para (A, By y) stanowi przekréj zbioru (Qy, <). Wskazujac odpowiedni
kontrprzyktad pokazemy, ze z zalozen przyjmowanych o strukturze 9t by-
najmniej to nie wynika. Ostatecznie pokazemy wiec, ze teza Heatha tak
w wersji historycznej, jak i matematycznej jest btedna.

W tej czedci przyjmujemy, ze w strukturze 90 spelniony jest aksjomat
Archimedesa. Tylko ten jeden aksjomat jest explicite podany przez Eukli-
desa i tylko ten jeden aksjomat jest explicite zakladany w opracowaniach,
w ktérych szkicowana lub dowodzona jest teza Heatha. Definicje proporcji
V.5. przyjmujemy w wersji (3).

Komentarz Heatha do definicji V.5, 1908

Elementy w opracowaniu Heiberga na jezyk angielski jako pierwszy prze-
tozyl Sir Thomas Heath. Pierwsze wydanie tego tlumaczenia miato miejsce
w roku 1908, drugie (zmienione i poprawione) — w 1926. W roku 1956 wy-
dawnictwo Dover Publications na mocy porozumienia z dotychczasowym
wydawca Cambridge University Press wznowito drugie wydanie i od tego
czasu ksigzka jest wydawana w sposéb ciagty, jako reprint.™

Obok samego tlumaczenia edycja Heatha zawiera mnéstwo objasnien
i komentarzy o charakterze filologicznym, historycznym i matematycznym;

to monumentalne i wybitne dzieto.
7. Definicje proporcji z Ksiegi V Heath opatrzyl takim komentarzem:

»Jest oczywiste, ze istnieje Scista odpowiednios$¢, niemal zgodno$é, miedzy
Euklidesa definicja rownych stosunkéw i wspodtczesna teorig liczb niewymier-
nych pochodzaca od Dedekinda. Zaktadajac, ze liczby naturalne sa uporzad-
kowane rosnaco, rozszerzajac nastepnie dziedzing liczb tak, by zawierala (1)
zar6wno liczby ujemne, jak i dodatnie, (2) utamki a/b, gdzie a, b sa liczbami
naturalnymi, pod warunkiem, ze b jest rézne od zera, porzadkujac utamki
wraz z innymi liczbami na podstawie definicji:

% <=> 2 wtedy i tylko wtedy, gdy ad <=> cd,

"7Z0b. [Heath 1956].
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Dedekind podaje nastepujaca definicje liczby niewymiernej”.”™

Na czym polega ,zgodnos¢ definicji réwnych stosunkéw z teoria liczb
niewymiernych”?

7.1. Rozumowanie Heatha jest nastepujace. Rozwazmy dwa przypadki:
(1) ,niewymierny” i (2) ,wymierny”.

Ad (1). ,Niech z/y i 2’/y’ beda réwnymi stosunkami w sensie Euklide-

sa. Wéwczas %

podzieli wszystkie liczby wymierne na dwa zbiory A i B;
z—: podzieli wszystkie liczby wymierne na dwa zbiory A’ i B'”;76

x ) a a x a a
—+— (A, B), gdzie A:{€Q+:<}, B:{€Q+:>},
Y b b vy b by

i analogicznie w przypadku g—: — (A, B).
Pary (A, B) i (A, B’) sa réwne, mianowicie:

»Niech § bedzie takg liczba wymierna z A, ze § < % To znaczy, ze ay < bx.
Lecz wéwezas, na podstawie definicji Euklidesa zachodzi takze ay’ < bz’
Stad za$ dostajemy ¢ "”,; dlatego kazdy element A jest takze elementem

A ] Tak wige, innymi slowy, A1 B sag odpowiednio réwne A’ i B; dlatego
§ = y,, zaréwno wedtug Dedekinda, jak i wedlug Euklidesa”.””
Roéwnosé A = A’ zachodzi na mocy implikacji:
/
%<§—>ay<bx%>ay'<bm’—>%<%, (1)
/
%<%—>ay’<b:ﬂ'<—>ay<bx—>%<£ (2)

Podobnie jest z réwnoscia B = B', ergo (A, B) = (A", B').

Ad (2). ,Gdy z/y, ' /y' sa wymierne, to jeden ze zbioréw, powiedzmy A,
zawiera x/y, oraz jeden ze zbioréw, powiedzmy A’, zawiera z'/y’. Wowczas

7 moze by¢ rowne %, tj. ¢ = %, co znaczy, ze ay = bz. Dlatego, na podstawie

[l =

definicji Euklidesa, ay’

réwne”; .78

ba'; czyli § = ;”—: Tym sposobem zbiory znéw sa

X a
,:—Hay:bxe)ay/:bx,e)g:—/‘ (3)
Yy
"5[Heath 1956], t. II, s. 124-125.
"6[Heath 1956], t. II, s. 125.
""[Heath 1956], t. II, s. 125.
"8[Heath 1956], t. II, s. 125-126.



212 EUDOXOS versus DEDEKIND

Ostatecznie, w przypadku ,niewymiernym” i ,wymiernym” zachodzi, ze
,definicja Euklidesa wyznacza w zbiorze wszystkich liczb wymiernych réw-

ne przekroje i dlatego definiuje réwne stosunki, w sposob, ktory doktadnie

odpowiada teorii Dedekinda”;™

(A,B)=(A,B)—z:y=2":9.

7.2. Komentarz Heatha odnosi sie, z jednej strony, oczywiscie do Elemen-
tow, z drugiej — do rozprawy Stetigkeit und irrationale Zahlen.
W przejsciach (1)—(3) réwnowaznosci

ay < br «— ay <bx', ay=br — ay = bx

oparte sg na definicji V.5, natomiast implikacje i rownowaznosci

a x r _a
- < — —ay < bz, ay < br — — < —,
by y b
a " a
E<?—>ay'<bx, ay < bx' — /<B’

/
a x ), a T
g—gHay—bx, ay—bmHg——/,

to zalozenia pochodzace od Heatha.
W zwiazku z Elementami rozumowanie Heatha oparte jest wigc na dwdch
zalozeniach:
m:n=2zc:y < my=n, (4)

m:n<zx:y<— my<n, (5)
gdzie w (4) x, y sa wielkoSciami wsp6tmiernymi (stosunek x : y jest ,wymier-
ny”), w (5) — niewspéimiernymi (stosunek x : y jest ,niewymierny”). Dodaj-
my, ze stosunek wielkosci = : y Heath oznacza za pomoca kreski utamkowej
o> natomiast ulamek 7 przedstawiliSmy we wzorach (4), (5) jako stosunck
liczb m : n. Bedzie to wyjasnione nizej w punkcie 9.

W odniesieniu do Stetigkeit rozumowanie Heatha polega na przypisaniu
Dedekindowi definicji

m p m p m _p
— <= egmg<np, — == g mg=mnp, — >= g mq>np, (6)
n q n q n_ q

oraz na pomysle, aby z przekrojem osi liczb wymiernych (Q4, <) wiazad,
czy tez utozsamiaé liczbe rzeczywista.

"[Heath 1956], t. II, s. 126.
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Teza Heatha. I

8. Niech zachodza réwnowaznosci (4) i (5) oraz z,y, o',y € M =
(M, +, <); gdy znak proporcji zastapimy znakiem réwnosci, wtedy definicja
V.5 przyjmie postaé:

x:y:x':y'deVm,n

) z m . m m xr m m
S>> —JAlt=me S == A (T — o <—].
y n Yy n y n Yy n y n Yy n

Roéwnosé stosunkow mozna teraz interpretowaé jako réwnosci zbiordw:

!
m m p p z
— € g e = <
{n Q+ n y} {q Q+ y’}

/

x D T
~21{Peq.:2-Z},

noy q 9 Y

/

m m X p P x
{€Q+I>}:{€Q+Z>/}.
n ny q q Y

—N
S[3
m
(]
+
E
(S

Na tej podstawie stosunkowi « : y odpowiada para zbioréw (A, By y),

21y = (Asy, Buy), (H1)

. m X X
girie Ay ={"eQ:T<2h By, ={lca.:l>],
n Yy q q Y
>

m

lub, przyjmujac w miejsce 7+ parg (m,n), a w miejsce T+ < % i g i, via
réwnowaznosci (4) i (5), nieréwnosci my < nz oraz py > q:
Agy = {(m,n) :my <nxz}, Buy={(p,q) :py > qr}. (7)

Zakladajac, ze kazda para (Agy, By,y) jest przekrojem osi liczb wymier-
nyCh (Q-‘r? <)7 t.]

Vz,y € MVm,n,p,q € N[((m,n) € Ayy, (p,q) € Bay) — mq <np], (C)

dostajemy, ze odwzorowanie (H;) stosunkowi x : y przyporzadkowuje liczbe
rzeczywista.

Teze, ze kazdej parze wielkosci geometrycznych (z,y) mozna przypo-
rzadkowaé liczbe rzeczywista (Agy, Byy) nazywam tezq Heatha. Jest ona
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powtarzana, acz w réznych wariantach, przez caly wiek XX.89 Heath by-
najmniej nie oglosit jej jako pierwszy,?! ale ze wzgledu na zasieg jego edycji
Elementow znaczaco przyczynil sie do jej rozpowszechnienia.

W zwiazku z tezg Heatha dowodzi sie tez, ze stosunkom ,réwnym
w sensie Euklidesa” odpowiadajg rowne liczby rzeczywiste, a ,réznym” sto-
sunkom — rézne liczby rzeczywiste. Te aspekty pomijamy i nie bedziemy sie
nimi zajmowac.

8.1. Teza Heatha zwigzana jest z definicjg zbioréw A, ,, B;,, to za$
prowadzi do jej dwojakiego rozumienia. Definicja zbioréw A, ,, B, moze
byé¢ uzasadniona albo na gruncie Elementéw, i tak jest w komentarzu He-
atha, albo w oderwaniu od kontekstu historycznego, na gruncie czysto ma-
tematycznym, i tak jest w cytowanym wyzej fragmencie z Przeglgdu algebry
wspolczesnej:

W terminologii nowoczesnej ta definicja Eudoxosa . ..” .52

Otéz formuly my = nz i my < nx moga by¢ traktowane albo jako
formuty teorii proporcji, albo jako formuly teorii opisujacej strukture 91.
W pierwszym przypadku méwimy o tezie Heatha w wersji historycznej,
w drugim — o tezie Heatha w wersji matematycznej. Te pierwszg zapisujemy
jak nastepuje:

kazdemu stosunkowi wielko$ci geometrycznych x : y, via odwzorowanie
(Hi), odpowiada liczba rzeczywista (Az .y, By y)-

Ocena zalozen tezy Heatha w wersji historycznej

9. Rozumowanie Heatha jest btedne zaré6wno w tej czesci, w ktorej odnosi
sie do Elementow, jak i w tej, w ktorej odnosi sie do Stetigkeit und irrationale
Zahlen.

80Zob. [Baron 1969], s. 27, [Baszmakowa 1975(a)], s. 107, [Baszmakowa 1975(b)],
s. 121, [Birkhoff, Mac Lane 1957], s. 99-100, [Boyer 1949], s. 55, [Claphan, Nichol-
son 2005], s. 157, [Conway 2001], s. 3, [Dummett 1991], s. 283, [Edwards 1979],
s. 14, [Hartshorne 2000], s. 166-167, [Kordos 1994], s. 69, [Kostin 1954], s. 28,
[Kulczycki 1973], s. 196, [Mainzer 1995(b)], s. 34, [Mioduszewski 1996], s. 69,
[Maurin 1991], t. II, s. 316, [Nikoli¢ 1974], s. 230, [Russo 1998], s. 208, [Struik
1960], s. 31, [Weyl 1949], s. 39, [Wieslaw 1997], s. 38, [Wygodski 1956], s. 78-79.

810 zwigzku miedzy definicjg V.5, a teorig liczb rzeczywistych Dedekinda pisat juz
Otto Holder w artykule Die Aziome der Quantitdt und die Lehre von Mass (1901).
Podajemy za [Dummett 1991], s. 281-283; zob. takze rozdz. Archimedes, Archimedes,
pkt. 11.

8270b. [Birkhoff, Mac Lane 1957], s. 99.
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W zwiazku ze Stetigkeit rozumowanie Heatha jest bledne w oczywisty
sposéb: w rozprawie Dedekinda nie ma definicji (6). Dalej pokazemy, ze
definicje te zostaly podane dopiero w roku 1895 przez Heinricha Webera.?3

W zwiazku z Elementami jest ono oparte na réwnowaznosciach (4) i (5).
Nie sa to ani twierdzenia, ani definicje Euklidesa, z kolei Heath ich tez nie
dowodzi. Pokazemy, ze rownowaznosci tych nie da sie uzasadni¢ na gruncie
FElementow. Przedstawione nizej argumenty mozna tak stresci¢: W komen-
tarzu Heatha wyrazenie 7% wystepuje raz jako liczba wymierna, raz jako
stosunek liczb m : n. Ta dwuznaczno$¢ rzutuje na cate rozumowanie. W réw-
nowaznosci (4) réwnos¢ 7 = + ma by¢ réwnoscig stosunkéw m i n @ :y.
Ale, po pierwsze, stosunki liczb nie moga by¢é uznane za liczby wymier-
ne, po drugie, stosunki liczb sa poréwnywane na podstawie definicji VII.20
w ramach odrebnej teorii proporcji i nie wiadomo na gruncie jakiej teorii
maja by¢ porownywane stosunki liczb ze stosunkami wielkosci geometrycz-
nych. Wyrazenie 7 < % wystepujace w réwnowaznosei (5) jest rozumiane
jako nieréwno$é stosunkéw m : n < x : y. Ale, po pierwsze, w Elementach
stosunki liczb w ogdle nie sa poréwnywane ze stosunkami wielkosci geome-
trycznych w sensie relacji mniejszy—wiekszy, po drugie, nawet jesli stosunki
liczb potraktowac jako stosunki wielkosci geometrycznych, to winny byé one

poréwnywane z x : y na podstawie definicji V.7, a nie réwnowaznosci (5).

9.1 W Elementach rozwiniete sg dwie teorie proporcji: teoria proporcji
wielkosci geometrycznych (Ksiega V) i teoria proporcji liczb (Ksiega VII).
Teorie te spotykajg sie w Ksiedze X, w twierdzeniach X.5 i X.6:

,,Commensurable magnitudes have to one another the ratio which a number

has to a number” ;%4

LIf two magnitudes have to one another the ratio which a number has to

a number, the magnitudes will be commensurable” .8

Twierdzenia te mozna razem zapisaé¢ jako réwnowaznoscé:
x:y =m:n < wielkoSci z,y sg wspdlmierne. (8)

Osobnym pytaniem — tylko go tu sygnalizujemy — jest to, na gruncie kto-
rej definicji jest ustanawiana ta proporcja. Wystarczy przesledzi¢ dowody,

83Z0b. nizej pkt. 14.

84 [Euklides], X, tw. 5, ,Wielkosci wspétmierne sg do siebie w takim stosunku, jak liczba
do liczby”.

85[Euklides], X, tw. 6, ,Gdy dwie wielkosci sa do siebie w takim stosunku, jak liczba
do liczby, to wielkosci te sa wspdlmierne”.
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aby zauwazy¢, ze FKuklides powoluje si¢ zaréwno na twierdzenia Ksiggi V,
jak i Ksiegi VII.

W twierdzeniu X.5. stosunki liczb sa poréwnywane ze stosunkami wiel-
kosci geometrycznych. Nie sg to jednak dowolne wielkoéci, ale wielkosSci
wspélmierne (commensurable). Pojecie wspolmiernosci jest wprowadzone
definicja X.1:

Those magnitudes are said to be commensurable which are measured b
b
the same measure”;

AC € MIp, qlx = pC, y = qC], gdzie z,y € M.

Druga czesé definicji X.1. to definicja wielkosci niewspéimiernych (incom-
mensurable magnitudes):

~and those incommensurable which cannot have any common measure” .86

9.2. Réwnowaznosé (4) ma odpowiadaé przypadkowi, gdzie ,x/y, z'/y
happen to be rational”, ale nie chodzi tu o wymierno$¢ w rozumieniu Eu-
klidesa. Pojecie ,odcinek wymierny” (rational straight line) wprowadza Eu-
klides definicja X.3:

,With these hypotheses, it is proved that there exist straight lines infinite
in multitude which are commensurable and incommensurable respectively,
some in length only, and others in square also, with an assigned straight
line. Let then the assigned straight line be called rational, and those straight
lines which are commensurable with it, whether in length or in square only,
rational, but those which are incommensurable with it irrational”.87

Pojecie odcinka wymiernego wiaze sie z wyrdznieniem pewnego odcinka a
(the assigned straight line), w stosunku do ktérego dany odcinek b moze byé
rational in length, tj. a i b sa wspotmierne w mysl definicji X.1, lub rational
in square, tj. kwadraty zbudowane na odcinkach a i b sa wspdlmierne w mysl
definicji X.1.

86[Euklides], X, def. 1, ,Wspélmiernymi nazywamy te wielkosci, ktére sa mierzone
wspoélna miarg, a niewspétmiernymi te, ktére nie moga mieé zadnej wspolnej miary”.

87[Euklides], X, def. 3, ,Przy tym zalozeniu pokazuje sie, 7e istnieje nieskoficzenie wiele
linii prostych, ktore sg wspéitmierne, i odpowiednio niewspéimierne, z pewna ustalona
linig, jedne tylko co do dlugosci, inne takze co do kwadratu. Te ustalong lini¢ nazwijmy
wymierna, a linie proste, ktére sg z nig wspdlmierne, czy to, co do dtugosci, czy tylko
co do kwadratu wymiernymi, te za$, ktére sa z nia niewspélmierne — niewymiernymi”.
Zob. takze: ,Straight lines are commensurable in square when the squares on them are
measured by the same area, and incommensurable in square when the squares on them
cannot possibly have any area as a common measure” [Euklides|, X, def. 2.
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Tak wiec przypadek, w ktérym stosunki = : y i 2’ : ¢/ sg ,wymierne”
nalezy rozumieé tak, ze x,y i 2/, 1y’ sa parami wielkos$ci wspéimiernych.

9.3. Aby na podstawie (8) udowodni¢ (4) nalezaloby pokazaé, ze zacho-
dzi:

wielkoéci x, y sa wspolmierne «— nx = my.

Gdy x,y sa wspolmierne, to dla pewnego C oraz pewnych p, q zachodzi
x =pC, y=qC, a wtedy qr = py. Ale jak na gruncie Elementow wykazaé
implikacje odwrotna

qxr = py — 3CIm,njlzr = mC, y =nC| ? (9)

Implikacje (9) mozna uzasadni¢ w przypadku, gdy z i y sa odcinkami: via
twierdzenia VI.288 i V1.9.89 przyjmujac C = % dostajemy x = pC', y = qC.
Ale nawet w tym szczegélnym przypadku réwnowazno$é (4) bylaby twier-
dzeniem, ktore mozna udowodnié¢ na gruncie teorii proporcji i aksjomatow
geometrii. Jest bowiem tak, ze w dowodzie twierdzen VI.2, VI.9 wykorzy-
stywany jest postulat o prostych rownolegtych.

Reasumujac: réwnowaznosé (4) mozna uzasadni¢ na gruncie Elementdw,
ale po pierwsze, tylko w przypadku odcinkéw, a nie dowolnych wielkosci
geometrycznych, po drugie, na podstawie dodatkowych innych zatozen niz
tylko aksjomat Archimedesa.

10. O réwnowaznosci (5). Zacznijmy od zidentyfikowania nieréwnosci

wystepujacych w wyrazeniu
m T

— < — < my < nx.
n

7 jednej stony mamy tu nieréwnosé wielkosci: my <; nzx, gdzie x,y €
My = (M, +, <1). Druga nier6wno$¢ mozna natomiast rozumieé tylko jako
nierownosé¢ stosunkéw w mysl definicji V.7:

m

— =<

= (10)

Nieréwno$¢ (10) jest bezpodstawna, po pierwsze dlatego, ze w Elemen-
tach stosunki wielkosci geometrycznych nie sa poréwnywane ze stosunkami

8870b. ,If a straight line be drawn parallel to one of the sides of a triangle, it will cut the
sides of the triangle proportionally; and, if the sides of the triangle be cut proportionally,
the line joining the points of section will be parallel to the remaining side of the triangle”
[Euklides], VI, tw. 2.

8970b. ,From a given straight line to cut off a prescribed part” [Euklides], VI, tw. 9.
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liczb w sensie relacji <. Po drugie, nawet gdy przyjaé, ze stosunek x : y jest
poréwnywany ze stosunkiem m : n na podstawie definicji V.7, to zamiast
m

x
— < — <= my <1 nz,
noy

powinno by¢:
m x
i 3p, qlgr >1 py, np > mq],

gdzie z,y € My, myn € N = (N, +, <).%

Po trzecie, w Ksiedze V przyjete sa, co prawda implicite, dwa zalozenia
o strukturze wielkosci, ktore nie odnosza sie do struktury 91, mianowicie
aksjomaty (E4) i (E5). Euklides wyraZnie stawia pytanie o istnienie czwartej
proporcjonalnej w odniesieniu do struktury 91 i odpowiedz jest negatywna:
nie dla kazdej tréjki n, m, p istnieje takie g, ze n : m :: p : ¢ w sensie definicji
VII1.20.91

Reasumujac: nie znajdujemy w FElementach podstaw do uzasadnienia
réwnowaznosci (5).

Teza Heatha. 11

11. Pokazemy teraz, ze zbiory A, ,, By, moga by¢ zdefiniowane inacze;
niz to zrobil Heath. Niech z,y, 2/, y" € 9 = (M, +, <). Przyjmijmy na mocy
definicji:

Ax,y = {(ma n) tmy < n:z:}, B:Jc,y = {(p, Q) ipy = q:L‘}. (11)

W rozumowaniu Heatha formuty my < nx, my = nz, na mocy réw-
nowaznoéci (4) i (5), maja nalezeé¢ do teorii proporcji i wladnie to zostalto
przez nas zakwestionowane. W definicji (11), w odr6znieniu od (7), for-
muty te naleza do teorii opisujacej strukture 1. W miejsce tajemniczego
x : y przyjmuje sie teraz pare uporzadkowana (z,y), w miejsce m : n — pa-
re (m,n). Aksjomat Archimedsa jest przyjmowany nie dlatego, ze tak jest
w Elementach, ale po to, aby wykluczy¢ ewentualnosé, ze ktorys ze zbiorow
Az y, Bz jest pusty; aksjomat o prostych réwnolegtych w ogdle nie ma tu
zastosowania. Pozostaje tylko pytanie: jaki jest zwiazek definicji (11) z teoria
proporcji Eudoxosa?

Otéz zapiszmy definicje V.5 podobnie, jak w punkcie 8:

99Przyjmujac p = m, ¢ = n, dostajemy =< 5 — (my <1 nx A nm = mn), co znaczy,
ze réwnowaznosé (5) jest szczegdlng interpretacja definicji V.7.
91Zob. [Euklides], IX, tw. 19.
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($7 y) = (.’Bl, y,> = df vm: n
(nz>my < na’ >my') A (nt=my < nax’ =my’) A (nx <my < naz’ <my’).
Réwnosé (z,y) = (2',y') mozna teraz interpretowaé jako réwnosci zbioréw:
Y Y J
{(m,n) € N? :my < nz} = {(m,n) € N*: my’ < na'},
{(m,n) € N? : my = nz} = {(m,n) € N? : my = nz'},
{(m,n) € N? :my > nz} = {(m,n) € N* : my’ > na'}.

Parze (z,y) przyporzadkujmy pare (A .y, Bzy),

(#,y) = (Az,ys Bey)- (Hz)

Zakladajac, ze kazda para (Agy, By,y) jest przekrojem osi liczb wymier-
IlyCh (Q-‘r) <)7 t.]

V:E,y S Mvman7p7q € N[((man) € A:v,ya (p7 Q) € BfE,y) - mq < np]’ (C)
dostajemy tezqg Heatha w wersji matematycznej:

kazdej parze wielkodci geometrycznych (x,y), wvia odwzorowanie (Hs),
odpowiada liczba rzeczywista (A, By y)-

Kontrprzyktad

12. Teza Heatha jest zazwyczaj jedynie formutowana, ale czasami jest
tez dowodzona; dowody zwykle sa tylko szkicowane, ale zdarzaja sie tez
i szczegblowe uzasadnienia.”? Milczacym zalozeniem tezy Heatha w oby-
dwu wersjach — historycznej i matematycznej — zalozeniem, ktérego zaden
z podanych w przypisie 76. autorow nie sprawdzil jest domniemanie, iz pa-
ra zbioréw (A, Bzy) zdefiniowana réwnaniami (7), lub (11) jest istotnie
przekrojem zbioru (Qy, <), tj. ze zachodzi warunek:

\V/fL‘, y € MV’I?’L, n>p> Q[((mvn) € Ax,ya (p7 Q) € B:v,y) - mq < np]7 (C)
lub inaczej
Va,y € MVm,n,p,q[(my < nz, qz < py) — mq < np|.
9270b. [Nikoli¢ 1974], [Mioduszewski 1996], s. 63-69.
9BW [Mioduszewski 1996] warunek ten jest owszem sprawdzany, ale (1) przy milcza-

cym zalozeniu, ze w strukturze 9 dodawanie jest zgodne z porzadkiem, (2) przyjete sa,
najwyrazniej nieSwiadomie, definicje z teorii proporcji Webera, a nie Eudoxosa.
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Wskazemy teraz taka strukture 9 = (M, +, <), gdzie dodawanie jest
dziataniem wewnetrznym, tacznym i przemiennym, porzadek jest liniowy,
w ktérej spelniony jest aksjomat Archimedesa i nie zachodzi warunek (C),
tj.:

dz,y € M3Im,n,p,q € Nimy < nx A gz < py A mq = np). (=C)

12.1. Niech £ bedzie liczba niewymierna z przedzialu [0, 1], to jest & €
IQ N [0,1]. Definiujemy ciag {&,} jak nastepuje: &, = n& — E(nf), gdzie
E(x) oznacza czes$é catkowita liczby x. Niech I bedzie przedzialem zawartym
w [0, 1], niech |I| oznacza dlugosé przedziatu I, za$ n(I) — moc zbioru {i < n :
& € I}. Pokazuje sie, ze zachodzi:

Twierdzenie (o ekwipartycji). Dla dowolnego przedziatu I C [0, 1] jest

I
lim nl) =|1| .9

n—oo N

Dla naszych celéw wystarczy skromny wniosek z tego twierdzenia: dla
dowolnego przedziatu I C [0, 1], istnieje takie n, ze &, € I.

Jest oczywiscie tak, ze &, € IQN]|0,1]. Przyjmujac w twierdzeniu
o ekwipartycji za & liczbe &, dostajemy, ze dla dowolnego przedziatu I C
[0, 1], istnieje takie m, ze m&, — E(m&,) = (§n)m = &um € 1.

12.2. Przyjmijmy M, = (Mg, +, <), gdzie M¢ = {£,}. Elementy zbioru
M dodajemy mod 1, a porzadek w M, pokrywa si¢ z porzadkiem osi liczb
rzeczywistych. Fakt, ze w 9¢ spelniony jest aksjomat Archimedesa otrzy-
mujemy jak nastepuje: gdy dla pewnych n,m jest &, < &, to dla pewnego
k, na podstawie twierdzenia o ekwipartycji, jest k&, = &kn € (§m, 1), cO
oznacza, ze k&, > &m.

Przyjmijmy £ = % Niech z = %, y = % — 1. Oczywiscie z,y € M%

Mozna sprawdzi¢, ze zachodzi
Jy<dbx A3z <yA3-3>5-1,

co daje zaprzeczenie warunku (C).
Mozna pokazaé, ze w strukturze ¢ porzadek nie jest zgodny z dodawa-
niem i na tym w zasadzie polega istota przedstawionego kontrprzyktadu.

94[Niven 1956], s. 71-75. Twierdzenie o ekwipartycji w ogélniejszej postaci jest dowo-
dzone w [Narkiewicz 1977], rozdz. VIII.
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Dedekind o zalozeniach Ksiegi V Elementow

13. W jednym z listéw Dedekinda do Rudolfa Lipschitza czytamy
o zalozeniach, jakie nalezy przyjaé¢ o strukturze 9 w zwiazku z definicja
V.5:

,Aby ta definicja miata w ogdle jakikolwiek sens, to o rzeczach zwanych
tu wielkosciami trzeba zalozy¢ tylko, ze: (1) z dwéch réznych wielkosci tego
samego rodzaju jedna zawsze moze by¢ uznana za wieksza, a druga za mniej-
sza, (2) jezeli A jest wielkoscia, to istnieje zawsze obiekt nA tego samego
rodzaju co A, ktory jest wielokrotnoécig A odpowiadajaca liczbie n. W dziele
FEuklidesa poza milczaco przyjetymi zalozeniami oraz poza zalozeniami za-
wartymi w Panskich lacinskich slowach [chodzi o definicje V.4 — P.B.] nie
znajdujemy nic na temat rozciggtoéci 7.9

Warunek (1) oznacza liniowos¢ porzadku, warunek (2) oznacza, ze
a€M—nae M.

Warunek (2) to oczywidcie mniej niz wewnetrznosé dodawania, dlatego
przy zalozeniach przyjmowanych przez Dedekinda nie mozna udowodnié tezy
Heatha.

95[Dedekind 1932], s. 150-151.



Heinrich Weber, Lehrbuch der Algebra, 1895

We Wprowadzeniu do Lehrbuch der Algebra (1895) Heinrich Weber po-
daje zupelnie oryginalng konstrukcje ciata liczb rzeczywistych. Generalny
zamys! polega na tym, aby definicja liczby rzeczywistej byta oparta na defini-
¢ji stosunku. Przedtozona konstrukcja nawigzuje z jednej strony do Elemen-
tow, z drugiej do Stetigkeit und irrationale Zahlen. Novum w stosunku do
teorii Eudoxosa polega na tym, ze w jednej definicji powiazane zostalty sto-
sunki liczb ze stosunkami wielkosci geometrycznych. Ponadto Weber wprost
sformutowal aksjomaty charakteryzujace zwiazek dodawania z porzadkiem
Swielkosci”. Zakltadajac, ze porzadek ,wielkoSci” jest ciagly w sensie Dede-
kinda, udowodnil twierdzenie o istnieniu czwartej proporcjonalnej i na tej
podstawie zdefiniowal mnozenie oraz dodawanie stosunkow.

W rozprawie Webera znajdujemy definicje porzadku utamkoéow, ktéra
Heath przypisal Dedekindowi, natomiast réwnowaznosci (4) i (5), stanowia-
ce zalozenia tezy Heatha w wersji historycznej, w teorii Webera zachodza
ex definitione.

Nie bedziemy dociekaé¢, czy Heath znal Webera teorie proporcji i nie za-
uwazyl réznic miedzy nig a teorig Eudoxosa. Przy pobieznej lekturze istotnie
nie trudno tu o pomytke. Konstruujac na gruncie teorii proporcji ciato liczb
rzeczywistych Weber podaje (zwykle bez dowodéw) twierdzenia, ktére w
zapisie algebraicznym sa takie, jak odpowiednie twierdzenia Ksiegi V FEle-
mentow, a i sama definicja proporcji, jesli tylko zapisaé ja algebraicznie, jest
taka, jak u Euklidesa.

W teorii proporcji rozwinietej przez Webera mozna udowodnié teze
Heatha, w istocie wynika ona z przechodnio$ci porzadku stosunkéw. Ale
Weber w zadnym miejscu nie sugeruje, ze ustanawia jaki§ zwiazek miedzy
Stetigkeit und irrationale Zahlen a Ksiega V Elementow i wyraznie wskazuje
na zaleznosé¢ przedktadanej konstrukeji od Elementéw i Stetigkeit.
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14. Utamki i ich porzadek.”S

»W rozwazaniach naszych przyjmujemy jako wiadome: liczby naturalne 1, 2,
3,... oraz prawidla dzialan na liczbach. Temi podstawowemi |[...] sa doda-
wanie, mnozenie wraz z potegowaniem”.%”

»Mnogo$¢ nazywa sie uporzadkowana, gdy z dwdch réznych jej elementéw
zawsze jeden w zupelnosci oznaczony poczytujemy za wiekszy w tem zna-
czeniu, ze ze zwiazkéw a > bi b > ¢ wynika zawsze a > ¢”.98

»2Mnogos¢ uporzadkowana, majaca te wlasnosé, ze pomiedzy kazdemi dwo-
ma jej elementami mozna znalezé inne, nazywa sie gesta. Mnogo$é¢ gesta
mozna utworzy¢, zbierajac liczby naturalne w pary i uwazajac te pary jako
elementy mnogosci. Te pary nazywa¢ bedziemy utamkami i oznaczaé przez
m :n lub ™. Dwa takie utamki m : n i m/ : n/ bedziemy uwazali za réwne,
jezeli m - n' = n - m/. Jezeli wszystkie réwne sobie ulamki ujmiemy jako
element, otrzymamy mnogoé¢, ktora bedzie uporzadkowana, jezeli jeszcze
ustalimy, ze m : n ma by¢ wieksze niz m’ : n/, gdy m-n' > n-m’. Ze ta

mnogo$é jest gesta przekonaé sie latwo” ;%

m:n=p:q<q mg=np, (12)

M :in > p:q g mg > np. (13)

14.1. Po pierwsze, definicje (12) odnajdujemy w Elementach jako twier-
dzenie VII.18.190 Weber znosi pytanie, czym jest stosunek m : n i zauwaza,
ze wystarczy rozwazaé pary liczb (m,n), (p,q); istotna okazuje si¢ nie defi-
nicja stosunku, ale definicja relacji miedzy parami.

Po drugie, poréwnajmy pary (m,n) i (p, q) na podstawie definicji V.7:101

m:n = p:q < 3k 1[lm > kn, kq > lp)|,

gdzie m,n, k,l,p,q € M = (N, 4+, <). Gdy w miejsce pewnych k, [ przyjmie-
my p, g, to otrzymamy:

m:n>=p:q< (gm>pn, pg> qp),

96Konstrukcja utamkéw przedtozona przez Webera funkcjonuje we wspdtczesnej mate-
matyce jako konstrukcja ciata utamkéw pierscienia catkowitego; zob. np. [Biatynicki-Birula
1971], rozdz. VIIL

9 Weber 1925], s. 1.

98[Weber 1925], s. 4.

99 [Weber 1925], s. 4-5.

10070b. wyzej pkt. 3.

10170b. wyzej pkt. 5.1.
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lub krétko

M N> DP:q g gqm > pn.

14.2. Tak wiec ,mnogo$¢ uporzadkowana utamkéw” to zbiér (Q4, <);
uwzgledniajac jednak symbole stosowane przez Webera bedziemy ja ozna-
czaé jako (R, <;).

.Ze ta mnogosé jest gesta, przekonaé sie latwo” 102

Fakt ten — co ciekawe — jest dowodzony. Gdy = m:n, p’ = m' : n’/

oraz p' <, i, to

»Mozna zawsze obraé liczbe h tak, ze pomiedzy liczbami hmn’ i hm/n beda
jeszcze liczby; jezeli p jest taka liczba, to p : hnn' znajduje sie pomiedzy

liczbami g i p/”.103

15. Ciaglosé¢. Czytamy:

wJezeli kazdy przekrdj w mnogodci gestej zostaje wytworzony przez oznaczo-
ny element u, mnogo$é¢ nazywa sie ciggta. Przyktad mnogosci gestej przed-
stawiaja utamki wymierne. Mnogo$¢ ta, ktéra oznaczaé¢ bedziemy przez R,
nie jest ciggta. Lecz mnogos¢é R moze nam postuzyé do zbudowania mnogo-
Sci ciaglej. Zbiér wszystkich przekrojéw w mnogosci R jest oczywiscie tez
mnogo$cia; oznaczmy ja przez S”.104

Ulamek p wyznacza dwa przekroje, mianowicie ((0, p], (i, +00)) oraz
((0, ), [pr, +00)). Na mocy definicji sa one utozsamiane;

,Powstaja wtedy, wlasciwie méwiac, dwa przekroje, ktore wszakze uwazaé

bedziemy zawsze jako réwne” .10

Weber, podobnie jak Dedekind, nie chce odrézniaé przekroju wymiernego
((0, u], (i, +00)) od liczby wymiernej u i zgadza si¢ na ich utozsamienie:'%®

»Jezeli przekroje, utworzone przez ulamki wymierne, uwazaé¢ bedziemy za
rownowarte tym utamkom i nazwiemy je krétko wymiernymi, to mnogosé

192 [Weber 1925], s. 5.

103 [Weber 1925], s. 5.

104 Weber 1925], s. 6-7. (1) ,Przekréj mnogoéci” to oczywiscie przekréj Dedekinda
zbioru liniowo uporzadkowanego. (2) Tam, gdzie w polskim ttumaczeniu wystepuja znaki
M, R, S, w oryginale stoi odpowiednio: I, R, &.

105 Weber 1925], s. 5.

10676b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 11.4.
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S zawiera w sobie mnogos¢ R, a mnogos¢ S jest w kazdym razie mnogoécia
» 107

gesta. Ale jest ona takze ciggla”.

15.1. Dodawanie oraz porzadek w S — oznaczmy je odpowiednio jako
+, oraz <, — definiowane sg tak, jak dodawanie i porzadek przekrojéw zbioru
(Q, <) w Stetigkeit und irrationale Zahlen.'%®

Pamietajac, ze utamki sa utozsamiane z przekrojami, ktére ,,wyznacza-
ja”, gestosé zbioru R w (S, <) nalezy tak zapisaé: gdy o, o’ € S, i a0 <; o,
wtedy istnieje taki utamek p € R, ze

a<gp<ga

Weber pokazuje, ze porzadek < jest ,ciagly”, a dowdéd prowadzony jest
podobnie jak w Stetigkeit: Niech (A, B) bedzie przekrojem zbioru (S, <j).
Wowczas para (A, B), gdzie

A={peR:peA}, B={ueR:pueB}

jest przekrojem zbioru (R, <,) oraz jest albo najwiekszym elementem
w klasie A, albo najmniejszym elementem w klasie B.1%° W dowodzie drugiej
wlasnosci Weber korzysta z faktu, ze zbiér R jest gesty w (S, <), to za$,
ze porzadek < jest gesty przyjmuje jako oczywiste.

16. ,Mnogos¢ mierzalna”.

»2Mnogo$¢ uporzadkowana M nazywa sie mierzalna, przy nastepujacych
}fa,lll

zalozeniac
krotko mozemy je tak zapisaé¢: ,mnogo$¢ mierzalna uporzadkowana” to
struktura relacyjna 9 = (M, +, <), gdzie dodawanie jest (1) dzialaniem we-
wnetrznym, (2) lacznym i przemiennym, (3) porzadek jest liniowy, a zwiazek
miedzy dodawaniem i porzadkiem dany jest aksjomatami:

(W1) 3n[na > b,
(W2) a>c—3be M[b+c=al,
(W3) a+b>a,

gdzie na oznacza a + --- + a.
———

n—razy

107 Weber 1925], s. 7.

10870b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 16.1 oraz 11.5.
10970b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 13.1.

110Stad tez oczywiscie wynika gestosé porzadku <.

11 Weber 1925], s. 8.
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Z (W3) dostajemy, ze 2a > a i w rezultacie
n > m < na > ma, (14)

gdzie n > m oznacza porzadek liczb naturalnych, za$ na > ma to porzadek
w strukturze M. Z zaleznosci tej skorzystamy dalej dowodzac tezy Heatha.

16.1. Przyjmijmy, ze w strukturze 9% spelnione sa warunki (1)—(3). Po-
kazemy, ze zachodzi:

(W1) A (W2) A (W3)  (E1) A (E2) A (E3), (15)

gdzie (E1)—(E3) to aksjomaty charakteryzujace strukture wielkosci z Ksiegi
V Elementéw.!1?
Latwo zobaczy¢, ze (W2) A (W3) — (E3). Pokazemy, ze zachodzi

(E1) A (E2) A (E3) — (W3).

Istotnie. Przypusémy, ze dla pewnych a,b € M jest a + b < a. Wtedy
a+2b < a—+b < aina mocy indukcji, dla dowolnego n jest a +nb < a + b.
7 drugiej strony dla pewnego m jest mb > b, a stad a + mb > a + b.
Sprzecznogé. '3
Majac na uwadze réwnowaznosé (15) aksjomat (W3) nazywamy zgod-

noscig porzadku z dodawaniem.

16.2. Weber bez sprawdzenia przyjmuje, ze w strukturze R = (R, +, <)
spelnione sa aksjomaty (W1)—(W3). Pokazemy teraz, jak dowodzi, ze struk-
tura & = (S, +4, <s) jest ,mnogoscia mierzalng ciagla’.

Ad (W2). Gdy (8 <s a, to element v speliajacy réwno$é o = 545y jest
wyznaczony przez przekrdj (A, B) zbioru (S, <), gdzie

A={zeS:f+sx<sa}, B={zxeS:a<;0B+sz}.

Ad (W3). Dowdd tej wlasnosci poprzedzony jest lematem: Dla dowolnego
(A, B) € S zachodzi

Vi € R3d € Ald' + p € BJ. (16)

Dowo6d lematu. Niech p € R i wezmy dowolne ¢ € A oraz b € B.
Istnicje wtedy taka liczba naturalna m, ze b — a <, mu.''* Zatem zbiér

H1270b. wyzej pkt. 4.3.

W strukturze (R, +, <) zachodzi (E2) A (E3) A—(W3), co pokazuje, ze aksjomat (E1)
jest istotny w tym dowodzie.

H4Weber implicite przyjmuje — o czym juz wspominaliSmy — ze w zbiorze ulamkéw
spelniony jest aksjomat Archimedesa.
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{m € N : mu + a € B} jest niepusty. Niech n bedzie najmniejsza licz-
ba w tym zbiorze.'® Przyjmujac o =4 (n — 1)u + a, dostajemy o’ € A
i ostatecznie u + o’ € B.

Korzystajac z wlasnosci (16) Weber pokazuje, ze:

o <s o+ 0.

Dowéd jest tak prowadzony: Niech a = (A,B), f = (C,D), niech
(E,F) = (A,B) +s (C,D). Wlasno$¢ (W2) zachodzi w (R, +, <), stad
wynika, ze Va € AVc € Cla + ¢ € E|, a na podstawie (16) jest

Ve € Cda € Alc+a € B,
stad ostatecznie dostajemy, ze
Ja,a’ € Ade,d € Cla+c#d +¢, a+ce B, d + € B

Istnieja zatem dwa rézne elementy zbioru E\ A, czyli (A, B) <5 (E, F).

Ad (W1). Weber nie sprawdza tego warunku, ale korzystajac z dowodu
wlasnosci (16) mozna to latwo uzupelnié¢. Niech zatem o = (A, B), § =
(C; D), niech <5 « i niech p € C bedzie takie, ze u <5 5. Gdy w dowo-
dzie lematu za ,dowolne a € A” przyjmiemy utamek u, to dostaniemy, ze
(n—1)p+p e Aoraz nu+ pu € B, czyli a <; (n+ 1)u. Ostatecznie, na
podstawie przechodnioéci porzadku <g, jest:

a<s(n+1Du<s(n+1)p.

17. ,Przechodzimy teraz do definicji stosunku, ktéry od czaséw staro-
zytnych uwazany byt za nauke o liczbach. Przedstawimy najprzod rzecz te,

idac za Euklidesem”.116

(a) Stosunki wymierne.

»Jezeli elementy cigglej mierzalnej mnogosci polaczymy w pary i pary te
uwazaé bedziemy jako nowe elementy, to powstanie nowa rozmaito$¢. Ozna-
czmy pare taka przez a : b, lub tez przez ¢. [...] Pary te nazwijmy stosun-
kami i postarajmy sie te nowa mnogosé uporzadkowaé. Jezeli przyjmiemy
najprzod, ze istnieja dwie liczby catkowite m,n takie, ze na = mb [...]; gdy
P, q sa dwie liczby catkowite, to wtedy i tylko wtedy qa = pb, jezeli mq = np.
[...] W tym przypadku stosunek a : b nazywamy wymiernym i uwazamy za

H15W tym kroku Weber korzysta z zasady indukeji, chociaz w Lehrebuch der Algebra nie

zostata ona explizite sformutowana
H6[Weber 1925], s. 10.
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rowny utamkowi wymiernemu m : n lub p : ¢. Utamki wymierne moga by¢
przeto uwazane za stosunki liczb calkowitych” ;7

a:b=m:n g na=mb. (17)

,Wszystkie réwne stosunki wymierne tworza jedng liczbe wymierna, a liczby
wymierne, podobnie jak utamki wymierne, stanowig gesta i mierzalna roz-
maito$¢. Do mnogosci liczb wymiernych wtaczaja sie liczby naturalne, jezeli
przez liczbe naturalna m bedziemy rozumieé stosunek m : 17.118

(b) Poréwnanie stosunku z ulamkiem.

,2Powroémy teraz do jakiejkolwiek mierzalnej rozmaitoéci M i wyjmijmy
z niej dwa elementy a i b. Jezeli — co zawsze jest mozliwe — wybierzemy
dwie liczby naturalne m i n takie, ze na > mb, to stosunek a : b nazywa sie
wigkszym od stosunku m : n, tj. § > " i jezeli m : n > p : q, bedzie tez
a:b>p:ql..]. Podobnie, jezeli n'a < m'b, bedzie tez § < ’7’:—,/”;119

a:b>=m:n g na>mb, a:b<m:n g na < mb. (18)
(c) Porzadek stosunkéw.

,Gdy wiec a : b i« : [ sa jakiekolwiek dwa stosunki, ktére dla krotnosci
oznaczymy przez e i €, a ktérych elementy naleza do jednej lub tez do roz-
nych rozmaitosci, to mozliwe sa dwa przypadki: 1) nie ma zadnego stosunku
wymiernego p pomiedzy e i g, lub 2) istnieje stosunek wymierny pomiedzy e
i e. W przypadku 1) oba stosunki nazywaja sie réwnemi [...] W przypadku
2) stosunki e i € nazywaja sie nieréwnemi. Moze wiec by¢ albo e < p < ¢,
albo e > /' > ¢7;120

a:b>c:deg Im,nna > mb, md >3 nc|, (19)

gdzie a,b € M, = (M, +,<1), ¢,d € M, = (Ma,+,<2). Stosunki a : b, ¢ : d

sg réwne, gdy nie sg roézne:
a:b=c:deg(a:b>c:d)A-(a:b=<c:d). (20)

Stad, uwzgledniajac przypadek (17), otrzymujemy definicje proporcji:

17 Weber 1925], s. 10-11.
H8[Weber 1925], s. 11
H19Weber 1925], s. 11.
120[Weber 1925], s. 12
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a:b=c:d g Ym,n (21)

[(na <1 mb, nc <a md)V (na =mb, nc=md)V (na >1 mb, nc >3 md)].
To za$ jest Euklidesa definicja proporcji V.5. w wersji (1).12!
17.1. W teorii Webera zachodzi prawo trychotomii. Na mocy definicji
jest:
(a:b<a:B)V(a:b=a:6)V(a:b=a:f),

za$ na podstawie (14) mozna pokazaé, ze zachodzi doktadnie jeden z tych
warunkow.
Przechodnio$é¢ relacji < wynika z zaleznosci

(m:n<a:b<p:q)— mqg<np.

Zauwazmy, ze dzieki temu w teorii Webera mozna udowodni¢ teze He-
atha. Niech bowiem a,b € My = (M, +, <1). Przyjmijmy:

Agp =ar {(m,n): m:n <a:b},  Bap=g4{(p,q): p:qg=a:b}
Pokazemy, ze zachodzi:
va’ bvm? n7p7 q[((m7 n) E Aa,b? (p7 q) E Ba,b) - mq < np]' (C)

Istotnie. Niech (m,n) € Aqyp oraz (p,q) € Bgp. Na mocy (17) i (18) ozna-
cza to, ze mb <q na oraz qa <1 pb. Stad, na mocy zgodnosci dodawania
z porzadkiem, dostajemy, ze mqgb <1 nqga, nqga < npb. Z przechodniosci
relacji <; wynika, ze mgb <; npb. Ostatecznie, na podstawie (14), jest
mqg < np.

18. Dzialania na stosunkach. Definicje dzialan poprzedzaja cztery twier-
dzenia:
(W4) a>b—a:c>b:c,
(W5) b>c—a:c>a:b,
(W6) a:b=c:d—a:c=b:d.

Biorac pod uwage algebraiczna postaé formul, twierdzenia (W4) i (W5)
odpowiadajg twierdzeniu Euklidesa V.8:

AB>C —=AB:D>C:D, AB>C —D:C> AB: D,
za$ (W6) — twierdzeniu V.16:

A:B:C:D—A:C:B:D.
121760b. wyzej pkt. 5.
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(WT7) ,Twierdzenie gléwne. Jezeli z pomiedzy czterech wielkosci a,b,c,d
ciaglej mierzalnej mnogosci trzy sa dane dowolnie, wtedy mozna czwarta
wyznaczy¢ w tejze mnogoéci tak, aby bylo a : b= c: d”.1%?2

Spojrzmy na dowdd.

»Jezeli bowiem element x mnogosci M umieécimy w klasie A lub w klasie
B, stosownie do tego, czy x : b jest mniejsze czy tez wieksze niz c : d, otrzy-
mamy przekrdj, wytworzony przez element a, czyniacy zado$é¢ warunkowi
a:b=c:d" 1%

Tak wiec, gdy dane sa trzy elementy b, c,d € 9 = (M, +, <), to istnieje
doktadnie jedno takie a, ze zachodzi a : b = ¢ : d. Element a jest wyznaczony
przez przekréj (A, B) zbioru (M, <), gdzie A={z € M : c:d > z:b},
B={xeM: x:b>c:d}.

Para (A, B) istotnie jest przekrojem. Z definicji proporcji wynika, ze
AN B = . Z prawa trychotomii

(x:b=c:d)V(x:b=c:d)V(x:b=<c:d),

otrzymujemy, ze x € AV x € B. Zaleznosé¢ (x € A,y € B) — x < y wynika
z przechodniodci relacji < i twierdzenia (W4).

18.1. Twierdzenie (W7) traktuje o ,mnogosci ciaglej mierzalnej”, za$
w Lehrbuch der Algebra jedynym przykladem takiej ,,mnogosci” jest struk-
tura & = (S, +s,<s) 1 kolejne ustalenia Webera nalezy odnosi¢ wlasnie
do tej struktury. W tym ujeciu — jak zobaczymy — liczba rzeczywista jest
stosunkiem przekrojéw Dedekinda zbioru (R, <,), tj. a : b, gdzie a,b € &.
By¢ moze opisywana tu konstrukcja zostalta przeprowadzona po to, aby licz-
ba rzeczywista zostala zdefiniowana jako stosunek, bo — jak pisze Weber —
Lstosunek, od czaséw starozytnych uwazany byl za nauke o liczbach”.1?4

18.2. Dodawanie stosunkéw. Przy ustalonym ¢, na podstawie twierdzenia
(WT), dla dowolnego stosunku e : f mozna znalez¢ réwny mu stosunek b : c.
Na tej podstawie definiowane jest dodawanie:

@, 0 adse S22 (22)
C

P

S~

122[Weber 1925], s. 14.
128[Weber 1925], s. 14.
124[Weber 1925], s. 10.
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,,To prawidlo obejmuje jako przypadek szczegdlny dodawanie utamkéw. Aby

je uprawnié ogélnie nalezy tylko wykazaé”:12

(W8) (a:c=d:d,biec=V:)—=(a+b):c=(d+V):,
co z kolei odpowiada twierdzeniu V.24 z Elementow:
(A:B=:C:D, E:B:F:D)— (A+E):B:(C+F):D.

18.3. Pokazemy teraz, ze zbiér stosunkéw A = {a : b : a,b € M}, wziety
z porzadkiem < oraz dodawaniem @, jest ,ciagla mierzalng mnogoscia”, tj.
ze w strukturze (A, ®, <) spelnione sa aksjomaty (W1) — (W3), a porzadek
< jest ciagly w sensie Dedekinda.

Korzystajac z twierdzenia (W8) mozna wykazaé tacznosé i przemiennosé
dziatania @. Porzadek stosunkéw < — jak juz pokazaliSmy — jest liniowy,
natomiast warunki (W1)—(W3) sprawdzamy, jak nastepuje.

Ad (W1). Niech dane beda stosunki a : ¢, e : f. Dla ¢, e, f — na podstawie
(WT7) — znajdujemy takie b, ze b:c=e: f. Z zalozenia, w strukturze I
spelniony jest aksjomat Archimedesa, zatem dla pewnego n jest na > b.
Stad, na podstawie twierdzenia (W5) zachodzi (na) : ¢ > b: c. Z definicji
dodawania stosunkéw dostajemy:

a:c+---+a:c=(na):c,

n—razy

co oznacza, ze (na) : ¢ = n(a : ¢). Ostatecznie n(a : ¢) = b:c=e: f, co
oznacza, ze zachodzi (W1).

Ad (W2). Niech teraz a : ¢ = e: f. Tak, jak wyzej przyjmujemy b : ¢ =
e: f,zatem a : ¢ > b:c. Z (W5) wynika, ze a > b, a stad, na podstawie
(W2), dostajemy, ze dla pewnego d € M zachodzi a = b+ d. Ostatecznie
a:c=((b+d):c=(b:c)®(d:c), co oznacza, ze w strukturze A spelniony
jest aksjomat (W2).

Ad (W3). Dla dowolnych a, b € 91 z zalozenia jest a+b > a. Na podstawie
(W5) jest (a :¢c)® (b:c) > a:c, gdzie, jak poprzednio, b : ¢ = e : f, co
oznacza, ze w strukturze A spelniony jest aksjomat (W3).

Ciaglo$¢ porzadku <. Niech para (Ay, B)) bedzie przekrojem zbioru
(A, <). Ustalajac pewne ¢ € 9, na podstawie (W7), mozna przyjaé, ze
elementy zbioru Ay sa postaci a : ¢, zas elementy By — postaci b : c. Wowczas
para (A, B), gdzie

A={aeM: a:ce Ay}, B={beM: b:ce B)},

125 Weber 1925], s. 14.
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jest przekrojem zbioru (M, <). Niech d € M bedzie albo najmniejszym
elementem w zbiorze A, albo najwiekszym w zbiorze B. Wéwczas d : ¢ jest
albo najmniejszym elementem w zbiorze Ay, albo najwiekszym w zbiorze
B,.

19. Struktura (A, @, <) jest — jak pokazaliSmy — ,,mnogoscia ciagta mie-
rzalna”, mozna zatem zdefiniowaé w niej, dokladnie tak samo, jak
w strukturze 9, réwnosé¢ a : B = v : 6 oraz porzadek v : B <p v : 6,
gdzie a, B,7,6 € A. Do elementéw struktury A stosuja sie tez twierdzenia
(W4)-(W8).

Gdy a € M, wtedy na, ma € M, dla dowolnych n,m € N. Do struktury
(A, ®, <), naleza stosunki na : ma, te zas sa réowne utamkom m : n. Majac to
na uwadze méwimy, ze do struktury (A, @, <) naleza utamki, w szczegdlnosci
liczby naturalne, utozsamiane ze stosunkami n : 1.

19.1. Pokazemy, jak w strukturze (A,®, <) Weber definiuje mnozenie
oraz dzielenie.

W dalszym ciggu referujemy prace Webera, z tym jednym odstepstwemn,
ze tam, gdzie Weber pisze ,liczba” bedziemy pisaé ,stosunek”. Webera po-
jecie liczby przedstawimy w kolejnym punkcie.

(a) Mnozenie.
wJezeli a, 3,7, 9 sa stosunkami [liczbami], to z proporcji a : f =« : § mozna

dowolng z czterech liczb wyznaczyé przez trzy pozostate. Jezeli, ktadac d = 1

szukamy liczby «, dochodzimy do mnozenia o = 3 ® ;26

a=pF@yecga:f=y:1 (23)

Gdy dane sa wielkosci 3,7, 1, na podstawie twierdzenia (W7), wnosimy
o istnieniu iloczynu.
Przemienno$¢ mnozenia ® wynika z twierdzenia (W6), zachodzi bowiem

a:f=y:loaiy=0:1,
stad, na mocy definicji,
a:y=p:leoa=yp0.
Zachodzi tez rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania:

a® (oY) =(2p0) & (a®7y).

126[Weber 1925], s. 15.
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Istotnie, na mocy definicji (23) jest

(@@pf):a=p4:1, (a®7y):a=7y:1,

a stad, na podstawie twierdzenia (W8),
(@)@ (a®y)):a=(Bo7):1,
co, znéw na mocy definicji (23), daje
(@®P) & (@) =a® (8&7).
Mozna tez pokazaé, ze iloczyn ® jest zgodny z porzadkiem <, tj.:
a=<f—(a®q) < (B

(b) Dzielenie. Wychodzac od proporcji a: = : 1,

wJezeli szukamy liczby 7, dochodzimy do dzielenia”;!2®

arf=yeoga:f=y:1 (24)

Mamy zatem o : f = (a = () : 1, czyli a = S ® (o + ), w szczegdlnosci
1=08®(1+p).

(c) Elementy ujemne.

»,Niechaj = oznacza element wyzej zdefiniowanego uktadu stosunkéw [liczb],
ktére nazwijmy teraz ukladem stosunkéw [liczb] dodatnich. WeZmy ten
uktad stosunkéw [liczb] po raz drugi, i dla odrdéznienia, w tym drugim ukla-
dzie, ktéry nazwiemy uktadem stosunkéw [liczb] ujemnych, oznaczmy kazdy
element przez —z. Ten drugi uklad uporzadkujemy wprost przeciwnie niz
pierwszy, to jest, ze wszedzie gdzie w ukladzie pierwszym x jest ‘wigksze’,
w drugim —x ma by¢ ‘mniejsze’ i odwrotnie. [...] Oba uklady zestawiamy
razem, przyjmujac, ze kazde —z ma by¢ mniejsze od kazdego x”.1%9

Pozwalajac sobie na uproszczenia, bo w tej czesci wyktad Webera jest
zupelnie jasny, przyjmijmy £ = —AUA, gdzie —A = {—a : a € A}, i zobacz-
my jak Weber definiuje 0. Ot6z jeden jedyny przekrdj zbioru (£, <) tworzy
luke, mianowicie (—A, A).130

127Tego prawa Weber w ogéle nie wymienia.

128 Weber 1925], s. 15.

129 Weber 1925], s. 15-16.

139Przyjmujac np. przyporzadkowanie o — (A, @) =4 —«, mozna uznaé, ze —A jest
zbiorem, ktéry powstaje ze zbioru A na mocy aksjomatu zastgpowania. Porzadek ze zbioru
(A, <) w ,naturalny” sposéb przedtuzany jest na £.
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»Aby te przerwe usunaé, musimy przekrojowi (—z, x) przyporzadkowaé licz-
be o znaku 0, ktéra witadnie jest przez ten przekrdj zdefiniowana. Wtedy
otrzymamy mnogo$é¢ uporzadkowang ciggla, z obu stron nieograniczonag, tj.
uktad zupelny liczb rzeczywistych”.13!

W zbiorze £, za pomoca regul na znakach, jak np. z(—y) = (—x)y =
—(zy), definiuje Weber dodawanie i mnozenie. Dalej czytamy:

,Uktad liczb rzeczywistych uzmystawiamy sobie za pomoca punktéw, od-
ktadajac od punktu stalego, oznaczonego przez 0, na linji prostej liczby
dodatnie jako odcinki po jednej stronie, np. po prawej, liczby ujemne po
drugiej lewej. Obraz sumy dwodch liczb z1 + 29 otrzymamy, gdy od punktu
z1 odlozymy odcinek +2z;, po prawej lub lewej stronie, zaleznie od tego czy
25 jest dodatnie czy ujemne”.132

20. Liczba. Weber podaje kilka przyktadéw ,mnogosci mierzalnych”:

S<typowa dla mnogosci mierzalnych jest rozmaito$é¢ odcinkéw prostolinjo-
wych lub dtugos¢ linji, ktore dodajemy wprost przez przyktadanie. I mnogo-
Sci materji, poréwnywane za pomocg wagi, oraz przedzialy czasu, mierzone
przy pomocy zegara, daja przyktady mnogosci mierzalnych”.!33

O ,mierzeniu”.

,Rodzaj mierzenia lezy nie w samej naturze rozmaitosci, lecz zostaje ustano-
wiony w nich przez myslacego spostrzegacza. Tak np. bytoby rzecza zupelnie
dopuszczalng przez sume a + b dwoch odcinkéw rozumieé przeciwprostokat-
na tréjkata prostokatnego, ktorego przyprostokatnymi sa a i b zamiast, jak
to sie zwykle przyjmuje rozumieé przez sume te odcinek, utworzony przez
przylozenie do siebie odcinkéw a i b”.134

Definicja réwnosci i nieréwnosci stosunkéw pozwala poréwnywaé sto-
sunki, ,ktorych elementy naleza do jednej lub tez réznych rozmaitoséci”. To
stanowi podstawe definicji liczby.

»Jezeli zbierzemy wszystkie réwne wzajemnie stosunki, otrzymamy poje-
cie ‘gatunkowe’, ktére nazywamy liczba w ogdlnym znaczeniu tego wyrazu.
Liczba jest wiec nazwa lub znakiem pewnej rozmaitoéci, ktorej elementami
sa stosunki réwne jednemu z nich. To pojecie liczby obejmuje stosunki wy-

131 [Weber 1925], s. 16
132[Weber 1925], s. 16
133 [Weber 1925], s. 9.
134 Weber 1925], s. 9.
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mierne, a wiec i liczby naturalne, jako stosunki m : 1 tworzace razem z nimi
liczby wymierne. Liczby, ktore nie wyptywaja ze stosunkéw wymiernych na-
zywaja sie liczbami niewymiernymi. |[...] Z powyzszych wywodéw wynika,
ze liczby stanowia mnogosé uporzadkowana, ktorej porzadek mozna ustalié,
jezeli za kazda liczbe obierzemy jedne z pomiedzy stosunkow réwnych, ktore

on wyraza” .13?

20.1. Pojecie wymiernosci i niewymiernosci zwigzane jest u Webera
z dzialaniami w strukturze 90 ustanowionymi przez ,myslacego spostrze-
gacza”. Zilustrujemy to przykladem zasugerowanym przez samego Webera.

Niech (R,+,-,0,1,<) bedzie cialem liczb rzeczywistych. Struktura
(Ry,+,<) jest oczywiscie ,ciagla mnogoscia mierzalna’. Struktura
(R, ®, <), gdzie a ® b =4 Va? + b?, takze jest ,ciagla mnogoscig mierzal-
na’. Aby pokazaé, ze spelnione sa w niej aksjomaty (W1)-(W3) wystarczy
zauwazyc, ze

na=a®---da=a-n.

n—razy

Przyjmijmy a = V2, b = 2, wéwczas para (v/2,2) wzieta jako para
elementéw struktury (R;,+, <) nie jest stosunkiem wymiernym, natomiast
jako para elementéw struktury (R, ®, <) jest stosunkiem wymiernym: za-
chodzi bowiem v2 & v/2 = 2, czyli 2a = 1b, lub inaczej a : b= 2: 1.

20.2. Istnieje pokusa, aby Webera definicje liczby usprawnié, stosujac
don relacje réwnowazno$ci, na przyktad w taki sposéb: Przyjmijmy, ze dana
jest rodzina ,ciaglych mnogosci mierzalnych” {9, : t € T}, gdzie M =
(My, 4+, <¢). W zbiorze par |J M; x | M; definiujmy relacje

teT teT
(a,b) = (c,d) —gpa:b=c:d

i za liczbe uznajemy klase réwnowaznosci [(a, b)].
Otéz wyzej podany przyktad pokazuje, ze relacja = nie jest zwrotna.
Przyktad ten odnosi sie réwniez do relacji proporcji, tj.

(A,B)=(C,D) g A: B::C:D.

W komentarzach opisujacych teorie Eudoxosa jezykiem teorii relacji przyj-
muje sie natomiast jako zupelnie oczywiste to, ze relacja proporcji zadana
definicja V.5 jest zwrotna.'36

135 Weber 1925], s. 12-13.

13670b. [Baszmakowa 1975], s. 106-107, [Dummett 1991], s. 290, [Hale 2000], s. 107, [Joy-
ce 1997], [Mioduszewski 1996], s. 64, [Nikoli¢ 1974], s. 232, [Stein 1990], s. 169. Zwracamy
tu uwage na trudnos$é natury matematycznej, bo literalnie rzecz biorac, na podstawie de-
finicji V.9 A proportion in three terms is the least possible”, Euklides explicite wyklucza
mozliwosé A: B:: A: B.
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21. Powszechnie zauwaza sie, ze w Stetigkeit und irrationale Zahlen
przedstawiona jest arytmetyczna teoria liczb rzeczywistych. Istotnie, Dede-
kind wielokrotnie to powtarza, a oznacza to dlan teorie wolng od ,mniej czy
bardziej geometrycznych, czy przez geometrie podsuwanych wyobrazen” 137
Obecnie, gdy przez geometrie elementarng rozumiemy teori¢ skodyfikowana
w Grundlagen der Geometrie Hilberta, a Elementy Euklidesa podawane sa
za wzor metody dedukcyjnej, pejoratywne znaczenie, jakie pojecie geome-
trii miato u Dedekinda jest juz trudno uchwytne. Krétko mozna powiedzie¢
tak: teoria arytmetyczna to wedlug Dedekinda teoria niegeometryczna, co
znaczy, po pierwsze, Scista i rygorystycznie wylozona, po drugie, wolna od
pojecia ,wielkoSci mierzalnej”.

Jeszcze w roku 1921 Ernest Hobson tak pisal o ,arytmetyzacji analizy”:

,Jest obecnie powszechnie przyjete, ze arytmetyzacja to badanie prowa-
dzace do zbudowania analizy na podstawach wolnych od wszelkich pojeé
wywodzacych sie z idei wielkoéci mierzalnej tak, ze utamki, liczby ujemne,
niewymierne sa calkowicie zalezne od pojecia liczby calkowitej”.!3®

Céz to zatem jest ,wielko$¢ mierzalna”? W odpowiedzi mozna wydzieli¢
dwa aspekty: wielko$¢ i mierzalnosé; jeden i drugi prowadzi do Elementow
i teorii proporcji.

21.1. Pojecie ,wielkoéci mierzalnej” pojawia sie, jakby mimochodem,
w trzecim paragrafie Stetigkeit. Czytamy:

»Zmane dotad wprowadzanie liczb niewymiernych nawigzuje mianowicie do
pojecia wielkosSci rozcigglych — ktére jednak same nie sa nigdzie Scile zde-
finiowane — i wyjasnia liczbe jako wynik mierzenia pewnej takiej wielkosci

137 Dedekind 1872], s. 136.
138 Hobson 1921], s. 22.
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za pomocg innej z nig jednorodnej. Zamiast tego zadam, by arytmetyka

rozwijala sie sama z siebie”.!39

I dalej, w przypisie do pierwszego zdania:

,Pozorna zaleta ogélnosci tej definicji liczby znika od razu, kiedy pomy$li
sie o liczbach zespolonych. Wedtug mnie dopiero wtedy mozna jasno okresli¢
pojecie stosunku pomiedzy dwoma wielkoSciami tego samego rodzaju, kiedy
wprowadzone zostaly juz liczby niewymierne” . 140

»Wielko§é rozciagta” to ,wielko$¢ geometryczna’”, z przypisu natomiast
mozna wnosié, ze samo pojecie wielkoSci wigzane jest z porzadkiem, argu-
ment Dedekinda jest przeciez taki: pojecia liczby nie nalezy taczy¢ z poje-
ciem wielko$ci, bo przeciez liczby zespolone, chociaz nie sa uporzadkowane,
to jednak sa liczbami.!*!

21.2. Takie XIX-wieczne kojarzenie wielkosci z porzadkiem odnajduje-
my jeszcze u Hermana Weyla. W Philosophy of Mathematics and Natural
Science (1949) czytamy:'42

,Zamiast genetycznie konstruowac¢ dziedzine liczb, arytmetyke mozna oprzeé
na aksjomatach. [...] Aksjomaty arytmetyki dziela si¢ na dwie grupy: aksjo-
maty algebraiczne i aksjomaty wielkosci. Grupa pierwsza traktuje o operacji
dodawania i mnozenia. |...] Aksjomaty wielkosci (ktére nie przenosza sie na

dziedzine liczb zespolonych) odnosza sie do relacji a > b (a jest wieksze od
b)n ‘143

W roku 1949 dychotomia aksjomaty algebraiczne—aksjomaty wielkosci
jest juz anachronizmem. W istocie aksjomaty struktury wielkosci (E1)—(E3),
jakie znajdujemy w Ksiedze V FElementow, ale przede wszystkim wprost
podane przez Webera aksjomaty ,mnogosci mierzalnej” (W1)-(W3) cha-
rakteryzuja nie sam porzadek, ale zwiazek porzadku z dodawaniem.

Patrzac z tej perspektywy, praca Webera jest ciekawa jeszcze i z tego

139 Dedekind 1872], s. 140.

140 Dedekind 1872], s. 140.

1417y, co dla Dedekinda jest stwierdzeniem faktu, dzisiaj jest twierdzeniem: nie istnieje
w zbiorze liczb zespolonych C porzadek zgodny z dzialaniami w ciele liczb zespolonych
(C,+,-,0,1). Wynika to z faktu, ze w dowolnym ciele uporzadkowanym zachodzi: —1 < 0
oraz a # 0 — a? > 0.

M2Ksigaka [Weyl 1949] jest angielska, znacznie rozszerzona wersjg niemieckiej rozprawy
Weyla Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft, Berlin 1926; zob. [Batog 1997],
s. 448-449.

143 Weyl 1949), s. 32-33. Dychotomia genetyczne-aksjomatyczne ujecie liczby pochodzi
z pracy [Hilbert 1900]; zob. rozdz. Aksjomaty, pkt. 1.
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wzgledu, ze nie wystepuje juz w niej pojecie wielkosci. Z pojecia ,wiel-
ko$¢ mierzalna” u Webera zostato tylko slowo mierzalnosé, ktére oznacza
ni mniej, ni wiecej jak strukture porzadkowo-algebraiczna.

U Dedekinda aksjomaty wiazace porzadek z dzialaniami nie zostaly po-
dane explicite, ale pojecie wielko$ci nie odgrywa juz zadnej roli, zapowiedzia-
ne jest natomiast odwrdcenie zaleznoéci miedzy pojeciem liczby i wielkosci
(geometrycznej), powtérzmy:

,Wedlug mnie dopiero wtedy mozna jasno okresli¢ pojecie stosunku pomie-
dzy dwoma wielkosciami tego samego rodzaju, kiedy wprowadzone zostaly
juz liczby niewymierne”.144

Program ten zostal zrealizowany w Podstawach geometrii Karola Borsu-
ka i Wandy Szmielew, gdzie odcinkom i katom, zdefiniowanym jako obiekty
geometryczne, przypisana jest miara, a wiec liczba rzeczywista.4?

22. XIX-wieczne powiazanie liczby z mierzeniem — ujecie od ktérego
Dedekind wyraznie sie dystansuje — odnajdujemy znéw w Philosophy of
Mathematics and Natural Science Weyla. Czytamy:

,Genetyczne podejscie do konstrukcji dziedziny liczb w punkcie wyjscia
przyjmuje ciag liczb naturalnych 1,2, 3, ... . Pierwszy krok, jaki nalezy pod-
jacé, to przejscie od liczb naturalnych do utamkéw. Historycznie rzecz biorac
utamki powstaly przy przejsciu od liczenia do mierzenia. Wszelkie mierzenie
oparte jest na dziedzinie wielkosci takich, jak odcinki prostej. Zachodzi tu (1)
relacja przystawania a = b [...] (2) operacja, ktéra odcinkom a, b przypisuje
odcinek a + b [...]. W dziedzinie odcinkéw operacja wielokrotnosci odcinka
wiaze sie operacjg odwrotng — podziatem: gdy dany jest odcinek a i pewna
liczba naturalna n, to istnieje jeden i tylko jeden (w sensie przystawania)
taki odcinek x, ze nz = a, oznaczamy go przez a/n. |...| Nie ma potrzeby
wprowadzaé specjalnych utamkéw dla kazdej dziedziny wielkosci, gdyz ich
prawa sa niezalezne od natury tych wielkosci i wygodniej jest zdefiniowaé je

czysto arytmetycznie” .46

I w przypisie:
,wspolczesny punkt widzenia, gdzie wszystkie wielko$ci podpadaja pod ogdl-

144 Dedekind 1872], s. 140.

14570b. rozdz. O cigglosci linii prostey.

16 Weyl 1949], s. 30-31. (1) W sprawie historycznej wartosci tej uwagi zob. wyzej pkt.
3.2. (2) Weyl pisze, ze ,prawa ulamkéw sg niezalezne od natury wielkodci” — nie jest to
oczywiste, bo nie wiadomo, jak wyznaczaé x, gdy zamiast odcinkow, w punkcie wyjscia
przyjete zostana katy.
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ne pojecie liczby zyskal uzasadnienie po tym, jak Dedekind nadal konstruk-
tywny charakter analizie niewymiernosci przeprowadzonej przez Eudoxosa”.

Dla poréwnania, w wyzej cytowanej ksiazce Hobsona czytamy:

,Historycznie zastosowanie ulamkoéw wyniklo z potrzeby mierzenia wielko-
$ci rozciaglych, a zwigzane z tym pojecie utamka, znane z zycia codzienne-
go, stanowi podstawe nauki o utamkach, nawet w najnowszych podreczni-
kach akademickich. Zgodnie z tym podejéciem, jednostka wielkosci pewnego
rodzaju jest dzielona na b réwnych czesci, a nastepnie sposréd nich bra-
nych jest a czeSci; powstajaca w ten sposdéb wielkos¢ jest oznaczana utam-
kiem a/b. Takie rozumienie istoty utamka, jako zalezne od pojecia jednostki
i podziatu tej jednostki na réwne czesci jest niezgodne ze wspdlczesnym po-
gladem, ze Analiza Matematyczna powinna by¢ rozwijana na bazie Czystej
Arytmetyki, catkiem niezaleznie od pojeé¢ zwigzanych z mierzeniem wielko$ci
rozciaglych. [...] Zgodnie z tym pogladem, teoria mierzenia jest zaliczana

nie do podstaw, ale do zastosowan Analizy Matematycznej” . 7

I dalej,

,Ci, ktorzy pod wptywem wspélczesnej tendencji arytmetyzacji, zarzucaja
tradycyjna niearytmetyczna definicje utamka, przyjmuja w to miejsce for-
malng definicje, w ktérej utamek uwazany jest za pare liczb naturalnych.
Przyjmuje sie, ze taka para jest indywidualnym przedmiotem, a nastepnie
podawane sa prawa dzialan na tych przedmiotach”.4®

Po tym nastepuje klasyczny juz, znany z kursu Wstep do matematyks,
wyktad o liczbach wymiernych, a rézny od wyktadu Webera tylko w tym,
ze za ulamek uznaje sie¢ pare (m,n), podczas, gdy u Webera obok (m,n)
wystepuje jeszcze znak proporcji m : n.'4 Przyjmujac, ze praca Webera jest
punktem zwrotnym w dziele arytmetyzacji analizy, opozycje geometryczne
versus arytmetyczne mozna przedstawié¢ tak: oparte na Ksiedze V Elemen-
tow traktujacej o wielkosciach geometrycznych versus oparte na Ksiedze VII
Elementow traktujacej o liczbach.

22.1 Aby zobaczy¢ na czym polega niearytmetycznosé tego ujecia liczb
wymiernych, ktére znajdujemy w Philosophy of Mathematics and Natural

147 Hobson 1921], s. 14.

148[Hobson 1921], s. 14.

149 Jakkolwiek z punktu widzenia matematyki ujecie utamka jako pary (m,n), czy kla-
sy [(m,n)], polega na zerwaniu z antyczna teoriag proporcji, to we wspélczesnym jezyku
pobrzmiewa jeszcze echo teorii proporcji, gdy liczbe wymierna nazywa sie ,zbiorem pro-
porcjonalnych par liczb catkowitych”, czy po prostu w samej nazwie ,rational numbers”,
wszak greckie Aoyos oddawano w przektadach tacinskich jako ratio.
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Science wystarczy spytaé, na jakiej podstawie konstruowany jest odcinek
a/n? Twierdzenie Talesa, oczywiscie.

To, co nazywamy twierdzeniem Talesa w Elementach figuruje jako twier-
dzenie VI1.2:

oIf a straight line be drawn parallel to one of the sides of a triangle, it will
cut the sides of the triangle proportionally; and, if the sides of the triangle
be cut proportionally, the line joining the points of section will be parallel

to the remaining side of the triangle”.'%°

Na podstawie tego twierdzenia dowodzone jest twierdzenie VI.9:
,From a given straight line to cut off a prescribed part”.!>!

I wladnie powtarzajac konstrukcje przedstawiona w dowodzie twierdzenia
VL9, mozna wyznaczy¢ odcinek a/n.

Ksiega VI Elementow oparta jest na teorii proporcji z Ksiegi V i posred-
nio zaktada ,,do$¢ niejasne — jak pisze Dedekind — i skomplikowane pojecie
wielko$ci”, %2 co wiecej, twierdzenia VI.2 i VI.9 dowodzone sg na podstawie
twierdzen geometrii z Ksiegi I (27, 29, 31, 38, 39), i po$rednio, przy zalozeniu
aksjomatu o prostych réwnolegltych. Wiasnie dlatego przedstawione ujecie
liczb wymiernych uwazane bylo za geometryczne, tj. niearytmetyczne.

23. I jeszcze o niearytmetycznym ujeciu liczby, tym razem na podstawie
korespondencji Dedekinda. Rozdziat LXV jego Gessammelte Werke zawiera
listy kierowane do Rudolfa Lipschitza. Sa wérdéd nich i takie, w ktorych
komentowana jest rozprawa Stetigkeit und irrationale Zahlen, a obok uwag
samego Dedekinda znajdujemy tez wyjatki z listéw Lipschitza, dzieki ktérym
mozemy zobaczy¢, jak rozprawa byla odbierana zaraz po jej opublikowaniu.

159[Euklides], Ksigga VI, tw. 2, ,Gdy linia prosta poprowadzona jest réwnolegle do
jednego z bokéw trdjkata, to przetnie boki tego trojkata proporcjonalnie. Gdy boki tréj-
kata sa przecigte proporcjonalnie, to linia laczaca punkty przeciecia jest rownolegla do
pozostatego boku tréjkata”; ,,Jezeli w troykacie poprowadzona bedzie linia prosta réwno-
legta do iednego z bokdéw iego, ta przetnie pozostate boki troykata, lub boki przedtuzone,
proporcjonalnie. I jezeli boki troykata, lub boki przedtuzone przeciete sa proporcjonalnie,
linia prosta taczaca punkta przecie¢, bedzie do pozostatego boku troykata réwnolegta”
[Czech 1817], s. 181.

151 7. danego odcinka odciaé wyznaczona cze$é”; ,Z danej linii prostey odciaé czesé
zadang” [Czech 1817], s. 193.

152 [Dedekind 1932], s. 152. Podobne przekonanie mozemy spotkaé jeszcze i dzisiaj: ,,Zda-
nia nazwane przez niego [Euklidesa — P.B.] pewnikami — jak np. calo$¢ jest wieksza od
cze$ci — maja charakter wypowiedzi o przedmiotach nalezacych do blizej nieokres$lonej
kategorii wielkosci” [Borsuk, Szmielew 1972], s. 10.
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Dyskusja miedzy Dedekindem a Lipschitzem o Stetigkeit krazy wokdl
pytania, czy zasada ciaglosci jest jakas nowa, wcze$niej nieznang zasada,
czy tez jest to tylko inaczej sformulowana zasada, ktéra mozna znalezé juz
w Elementach. Miara niezrozumienia dzielacego tych matematykdéw niech
beda cytowane przez Dedekinda stowa Lipschitza:

»Musze przyznaé, ze nie przecze, iz Panska definicja [aksjomat ciaglosci —
P.B.] jest uprawniona, ale uwazam, ze rézni si¢ ona tylko co do formy ze-
wnetrznej, nie za$ co do istoty, od tego, co stwierdzili juz starozytni. Moge
powiedzieé tylko, ze uwazam definicje umieszczong w ks. V Euklidesa jako
definicja 5, a brzmiaca w wersji tacinskiej: rationem habere inter se magni-
tudines dicuntur, quae possunt multilicatae sese mutuo superare za réwnie
zadowalajaca, jak Panska” .53

Dedekind — jak wynika z kolejnego listu — wie, jest przekonany, ze aksjo-
mat Archimedesa i zasada cigglodci to rézne zasady, acz — trzeba przyznaé
— nie umie tego jasno wytozy¢. Jest bowiem tak, ze ani on, ani Lipschitz nie
dysponuja pojeciem ciala uporzadkowanego i dlatego w referowanej dyskusji
nie padnie argument, ze ciato uporzadkowane i archimedesowe nie musi by¢
cialem uporzadkowanym w sposob ciagty.

23.1. Dzisiaj réznice miedzy Dedekindem i Lipschitzem mozna sprowa-
dzi¢ do dwdch kwestii: (1) rola aksjomatu ciagloéci w definiowaniu dziatan
arytmetycznych, (2) niezaleznosé aksjomatu ciaglosci od pozostatych aksjo-
matow geometrii euklidesowej.

Ad (1). W konticowych partiach przytoczonego wyzej listu Dedekind pisze:

wJezeli ta wlasnosé [ciaglo$é — P.B.| nie miesci sie wyraznie w pojeciu dzie-
dziny wielkosci, to takze cala przynalezna don dziedzina liczbowa pozostaje
niezupelna i juz z tego powodu niemozliwe sa ogdlnie obowiazujace definicje
operacji arytmetycznych, poniewaz w takich pelnych luk dziedzinach licz-
bowych moze nie istnie¢ suma, réznica itd. dwu rzeczywiscie istniejacych
w niej liczb” .15

Tego watku Lipschitz nie podejmuje; najwyrazniej jest on dlan w ogdle
niezrozumialy.
Ad (2). Tu réznice sa wyrazne. Lipschitz pisze:

»,To, co Pan wymienia jako zupelos¢ dziedziny, ktéra to zupetnosé moze

153[Dedekind 1932], s. 149-150; ,rationem habere ..” to aksjomat Archimedesa,
w edycji Heatha jest to wiec definicja V.4. W dokladnie takim brzmieniu i jako definicja
V.5 wystepuje ona w edycji Ch. Claviusa, Fuclidis Elementorum, Frankfurt 1607.

154 Dedekind 1932], s. 152.
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by¢ wyprowadzona z Panskich zasad, to zbiega sie to w istocie z podstawowsg

wlasnoécia linii, bez ktérej nikt nie potrafi jej sobie wyobrazi¢”.!%5

Dedekind za$ odpowiada:

,Gdyby Euklides nie uwazal za zbedne w objasnieniach ks. V, ktére Pan
przytoczyl w swym przedostatnim licie w ttumaczeniu lacinskim, nazwac
tak prosta wlasnosé wielkosci, to z cata pewnoscia zdefiniowalby réwniez
na swoj sposob o wiele bardzie skomplikowang wlasno$é cigglosci, gdyby
tylko potrzebne mu to bylo w jego systemie. Twierdzi Pan, ze ta zupel-
nos¢ czy ciaglodé sa zrozumiale same przez sie i dlatego nie trzeba o nich
explicite méwié [...] Dla mnie pojecie przestrzeni jest catkowicie niezalezne,
dajace sie calkowicie oddzieli¢ od wyobrazenia ciaglosci [...] A jak sprawa
ta przedstawia sie u Euklidesa? Jezeli zanalizuje sie wszystkie zalozenia, te
wyraznie wypowiedziane, jak i te milczaco uczynione, na ktérych opiera sie
caly gmach geometrii Euklidesa, to przypisaé trzeba prawdziwos$é¢ wszystkim
jego twierdzeniom i wykonalno$é wszystkim jego konstrukcjom [...] nigdy,
o ile mi wiadomo, nikt nie doszedl w ten sposéb do ciagtosci przestrzeni jako
pewnego nieroztacznie z geometria Kuklidesa zwiazanego warunku; calty jego
system pozostanie nienaruszony takze bez ciagtosci” .56

Racje w tym sporze latwo dzisiaj przyznajemy Dedekindowi, dowodzi sie
bowiem, ze aksjomat cigglosci jest niezalezny od pozostatych aksjomatow
geometrii euklidesowej.'®” Fakt ten — nie wiedzie¢ czemu — jest jednak igno-
rowany nawet przez matematykow, ktorzy wyglaszaja opinie takie, jak na
przyktad ta oto:

,Dedekinda definicja [ciaglosci — P.B.] daje wyraz naszej geometrycznej in-
259 158

tuicji kontinuum, gteboko siegajacej swymi korzeniami klasycznej Grecji”.
Jezeli twierdzenie o niezaleznoéci aksjomatu ciaglosci nie jest tu wy-
starczajacym argumentem, to dodajmy do tego jeszcze pytanie: co, jakie
zrodlo, jaki zapis, jaki fakt, czy to historyczny, czy matematyczny, miaty-
by swiadczy¢ o tym, ze zasada ciagtosci Dedekinda w jakikolwiek sposob,
w jakiejkolwiek postaci byla obecna w matematyce ,klasycznej Grecji”? Gdy
za$ idzie o ,nasza — w domy$le: rodzaju ludzkiego — geometryczna intuicje

155 Dedekind 1932], s. 152.

156 Dedekind 1932], s. 154.

1577 0b. [Borsuk, Szmielew 1972], §93. Teze te nalezy opatrzyé jednak oczywistym za-
strzezeniem, ze to, co obecnie nazywamy geometrig euklidesowsq jest pewng interpretacja
geometrii zawartej w Elementach — czy, jak pisze Dedekind — ,geometrii Euklidesa”.

158 Mainzer 1995(b)], s. 34.
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kontinuum”, to na pewno w przypadku Dedekinda i Lipschitza byla ona
odmienna.

24. W kolejnych punktach skupimy si¢ na programie Dedekinda ,aryt-
metycznej definicji liczby niewymiernej”. Nie zostal on zrozumiany przez
Lipschitza, gdyz, co pokazemy, w Stetigkeit nie jest on bynajmniej jedno-
znacznie przedstawiony. Przy okazji pokazemy tez, ze Dedekind i Lipschitz
roznie interpretowali pojecie wielkosci w FElementach, co jeszcze bardziej
powigkszalto ich wzajemne niezrozumienie.

24.1. Gdy w lidcie do Lipschitza Dedekind pisze:

,,Calym zamierzeniem mojej pracy jest jedynie to, by pokazaé, uzywajac po-
wszechnie znanego pojecia przekroju (czego, o ile mi wiadomo nigdy wcze-
$niej nie uczyniono), ze bazujac jedynie na arytmetyce liczb wymiernych,
a zatem bez dolaczania tego do$¢ niejasnego i skomplikowanego pojecia
wielkoéci, mozna zdefiniowaé liczby niewymierne” .15

Lipschitz odczytuje to jako nieznajomosé Elementow polegajaca na tym,
ze rozwazane s3 tylko wielko$ci wspdhmierne i odpowiada:

,Definicja réwnosci dwdch stosunkéw [definicja V.5. — P.B.] rozstrzyga wszy-
stko za jednym zamachem. Jezeli nie uzna Pan tego, to moge to sobie wyttu-
maczy¢ tylko tym, ze nie rozwazyl Pan tego, iz Euklides przy wspomnianej
definicji zaktada istnienie stosunkéw, ktére nie sg réwne stosunkowi dwdch
liczb catkowitych. Zdecydowal Pan na poczatku, by zakladaé tylko liczby
wymierne i wielkosci, ktore za ich pomoca moga by¢ mierzone. Euklides
postepuje w rozwazanym fragmencie inaczej — i do tego w istocie sprowadza
si¢ réznica miedzy Euklidesem a Panem. Euklides my$li o wielkosci jako
czyms$ okreslonym za pomoca miary pewnej $cisle zdefiniowanej linii i przy
takim podejsciu moze wskazaé linie, ktore pozostaja do pewnej znanej linii
w stosunku, ktéry nie moze byé wyrazony za pomoca liczb catkowitych”.160

Na co Dedekind, zaklopotany, odpowiada:

»Znam Euklidesa od trzynastego czy czternastego roku zycia i podziwiam go
[...]. Euklides moze stosowa¢ swa definicje réwnych stosunkéw do wszyst-
kich wielkosSci, ktore pojawiaja sie w jego systemie, tzn. ktérych istnienie
daje sie uzasadnié, i to mu catkowicie wystarcza. Nie wystarcza to jednak

159[Dedekind 1932], s. 152.
160 Dedekind 1932], s. 153.
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catkiem do zbudowania arytmetyki w oparciu o pojecie stosunku wielkosci
(co zreszta nie bylo celem Euklidesa)”.16!

24.2. Dzisiaj powtarza sie jak banal, ze punktem wyjscia konstrukcji
przedtozonej przez Dedekinda sa liczby wymierne, Lipschitz natomiast pi-
sze nie o samych liczbach wymiernych, ale o ,liczbach wymiernych i wielko-
Sciach, ktére za ich pomocg moga by¢ mierzone”.

Istotnie, jakkolwiek zadne ,wielkosSci, ktére za pomoca liczb wymiernych
moga by¢ mierzone” nie sg uzyte w konstrukeji liczb rzeczywistych, to jednak
jest w rozprawie Dedekinda miejsce, w ktérym powtarzane jest rozumowanie
Euklidesa zwiazane z pojeciem wielkosci i juz chociazby dlatego deklarowane
»,czysto arytmetyczne” ujecie liczby mogto byé niezrozumiate dla czytelni-
kow. Otéz w Stetigkeit, §2 Poréwnanie liczb wymiernych z punktami prostej
Dedekind odwotuje sie do, skadinad w ogdle nie zdefiniowanego, pojecia linii
prostej. Czytamy:

»,Ta analogia pomiedzy liczbami wymiernymi i punktami prostej staje sie,
jak wiadomo, rzeczywistym zwiazkiem, gdy wybierzemy na prostej pewien
okreslony punkt poczatkowy lub zerowy o i pewna okreslona jednostke diu-
gosci do mierzenia odcinkéw. Za pomoca tej ostatniej mozna dla kazdej
liczby wymiernej a skonstruowaé¢ odpowiadajaca jej dtugosé; jezeli dtugosé
te umiescimy z prawej lub lewej strony punktu o [.. .| to otrzymamy okreslo-
ny punkt koncowy p, ktéry moze byé¢ okreslony jako odpowiadajacy liczbie
a’ ‘162

Rozumowanie to, powtarzane po dzien dzisiejszy, nawiazuje do Euklidesa
definicji wielkosci wymiernej. Czytamy

,With these hypotheses, it is proved that there exist straight lines infinite
in multitude which are commensurable and incommensurable respectively,
some in length only, and some others in square also, with an assigned straight
line. Let then the assigned straight line be called rational, and those straight
lines which are commensurable with it, whether in length and in square
or in square only, rational, but those which are incommensurable with it
irrational” .163

161 Dedekind 1932], s. 153.

162 Dedekind 1872], s. 139-140.

163[Euklides], X, def. 3. ,Przy tym zalozeniu pokazuje sig, ze istnieje nieskoniczenie
wiele linii prostych, ktére sa wspotmierne i odpowiednio niewspotmierne, jedne tylko co
dtugosci, inne takze co do kwadratu, z pewna ustalona linig. Te ustalong lini¢ nazwijmy
wymierna, a linie proste, ktére sa z nig wspotmierne, co do dtugosci i kwadratu, czy tylko
co do kwadratu, wymiernymi, te za$, ktére sa z nig niewspdlmierne — niewymiernymi”.
Roéznica miedzy antycznym a dzisiejszym rozumieniem wymiernosci polega tylko na tym,
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I najwyrazniej to rozumowanie ma na uwadze Lipschitz, gdy pisze:

»HEuklides mysli o wielko$ci jako czyms okreslonym za pomoca miary pewnej
Scidle zdefiniowanej linii i przy takim podejsciu moze wskazac¢ linie, ktére
pozostaja do pewnej znanej linii w stosunku, ktéry nie moze by¢ wyrazony
za pomoca liczb catkowitych” 164

Nieuzasadnione jest jednak stwierdzenie, ze tak wtasnie FEuklides rozumie
wielko$é¢ ,w rozwazanym fragmencie”, tj. w definicji V.5.165

Dla Lipschitza — jak widzimy — pojecie wielkosci lezace u podstaw defi-
nicji proporcji zwigzane jest ze szczegdlng konstrukeja, na podstawie ktorej
w FElementach definiowane jest pojecie odcinka wymiernego i niewymier-
nego. Gdy natomiast Dedekind méwi o zalozeniach jakie leza u podstaw
definicji V.5, to wymienia czes¢ tych aksjomatéw, ktére uznaliSmy za cha-
rakterystyke struktury wielkosci, przypomnijmy:

»Aby ta definicja [definicja V.5 — P.B] miala w ogdle jakikolwiek sens, to
o rzeczach zwanych tu wielko$ciami trzeba zalozy¢ tylko, ze (1) z dwdch
roznych wielko$ci tego samego rodzaju jedna zawsze moze by¢ uznana za
wieksza, a druga za mniejsza, (2) jezeli A jest wielkoscia, to istnieje zawsze
obiekt nA tego samego rodzaju co A, ktéry jest wielokrotnoscig A odpowia-
dajaca liczbie n. W dziele Euklidesa poza milczaco przyjetymi zalozenia-
mi oraz poza zalozeniami zawartymi w Panskich tacinskich stowach [chodzi
o definicje V.4 — P.B.] nie znajdujemy nic na temat rozciggtosci”.166

24.3. Korespondencja Dedekinda z Lipschitzem jest wymownym dowo-
dem ksztaltowania si¢ nowego rozumienia wielkosci, co przejawia sie juz
w dwojakim rozumieniu liczby wymiernej. Z jednej strony, via definicja X.3,
twierdzenie Talesa i fakty geometryczne, liczba wymierna jest pojmowana
na podstawie rozumowan opartych na definicji V.5. i tak jest u Lipschitza.
7 drugiej strony, Dedekind prébuje przedstawié¢ liczby wymierne ,czysto
arytmetycznie”, ale bynajmniej nie jest tu wszystko jasne: wiemy jedynie,
ze dodawanie i mnozenie liczb wymiernych sa dzialaniami wewnetrznymi, ze
porzadek liczb wymiernych jest liniowy i gesty.'®” Ta niedookreslonosé zo-
stala wypelniona na dwa sposoby: tak, jak to uczynit Weber, przez podanie

ze obecnie wymierny znaczy ,rational in length”, podczas gdy u Euklidesa wymierny to
yrational in length or rational in square”, tj. nie tylko 7=, ale takze \/g .

64 Dedekind 1932], s. 153.

165 Fuklidesa rozumienie wielkodci przedstawiamy wyzej w pkt. 4.

166[Dedekind 1932], s. 150-151.

16770b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 7.
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modelu oraz tak, jak to uczynil Hilbert w Uber den Zahlbegriff, przez wyod-
rebnienie zasad zaktadanych w dowodach, tj. przez podanie aksjomatéw.6®
Jednoczesnie pojecie wielkosci zyskato charakter porzadkowo-algebraiczny,
czy to jako ,mnogos¢ mierzalna” u Webera, czy jako cialo uporzadkowane
u Hilberta.

Opisujac Ksiege V Elementow, gdy podajemy charakterystyke struktury
wielkosci i odstaniamy zalozenia przeprowadzanych dowodéw, przyjmujemy
taki sposéb odczytywania tekstu matematycznego, ktory w Stetigkeit und
wrrationale Zahlen dopiero kietkuje. Jednoczesnie jestesmy $wiadomi, ze jest
to tylko jeden z mozliwych sposéb interpretowania tekstu matematycznego.

7 czasem, gdy uznano, ze liczby rzeczywiste sa cialem uporzadkowanym
w sposéb ciagly odkryto, ze Dedekind w swojej konstrukcji wprost nawia-
zuje do teorii proporcji Eudoxosa. Gdy pojecie liczby wyparto juz antyczne
pojecie wielkosci, a rozprawa Stetigkeit und irrationale Zahlen odczytywana
jest przez pryzmat wspoélczesnej konstrukeji, gdzie liczby wymierne sg de-
finiowane tak, jak to uczynil Weber, za interesujace uwaza si¢ powiagzanie
teorii liczb rzeczywistych z teorig Eudoxosa. To natomiast, ze w Stetigkeit
dopiero ksztaltuje sie nowy, ,arytmetyczny” sposéb definiowana liczb zry-
wajacy z antyczna teoria proporcji i zwiazang z nia teoria wielkosci jest juz
zapoznanym faktem.

16870b. rozdz. Aksjomaty, pkt. 1-2.



Richard Dedekind, Was sind und was sollen
die Zahlen? 1888

25. Pokazalisémy, ze bez uwzgledniania zalozen (E2) i (E3) teza Heatha
jest bledna. Przez dekady byla ona jednak nie tylko powtarzana i dowo-
dzona, ale czasami nawet uwiarygodniana slowami samego Dedekinda. Oto
na przyktad Michael Dummett w ksiazce Frege. Philosophy of Mathematics,
w zwiazku z definicja V.5 pisze:

,Wktad Holdera polega na tym, ze zauwazyl on Scisty zwiazek miedzy ideami
Euklidesa i Dedekinda. Istotnie, przyjmujac aksjomat Archimedesa, stosu-
nek wielkoéci wyznacza pewien przekrdj Dedekinda osi liczb wymiernych
i w ten sposob zwiazany jest z liczba rzeczywista odpowiadajaca temu prze-

krojowi” .16

I dalej, w przypisie:

,Holder trafnie zauwaza, ze sam Dedekind w Przedmowie do Was sind und
was sollen die Zahlen? przyznaje, iz taki zwiazek [affinity]| zachodzi”.

25.1. Powyzsze zdania pochodza z rozdziatu Fregego Teoria Liczb Rzeczy-
wistych, z paragrafu, w ktérym Dummett omawia prace Otto Holdera Die
Aziome der Quantitit und die Lehre von Mass (1901). W pracy tej — jak
podaje Dummett — Holder rozwija ,jogélna teorig wielkosci mierzalnych”.

,Wielko§¢ mierzalna” wedlug Holdera to struktura relacyjna
W = (W, +, <), gdzie dodawanie jest laczne, a porzadek — liniowy, gesty
i ciagly w sensie Dedekinda oraz zgodny (prawo- i lewostronnie) z dodawa-
niem, tj.

a>b—a+c>b+c, a>b—c+a>c+hb,

Y59 Dummett 1991], s. 283. Zob. takze ,To, ze istnieje bliski zwigzek migdzy liczbami
rzeczywistymi i stosunkami wielko$ci wiadomo juz od dawana. W Ksiedze V Elementéw
Euklidesa jest préba ustanowienia teorii stosunkéw dowolnych wielkosci, w ktérej nie
zaktada sie liczb. Zaréwno Dedekind jak i Weierstrass zdaja sie by¢ dtuznikami Euklidesa”
[Simons 1987], s. 32.
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ponadto w 2J nie ma elementu neutralnego.'™
Dalej Dummett pisze:

~Holder nie stosuje explicite jezyka teorii grup; wyglada na to, ze jako
pierwszy poprawnie udowodnil, ze z ciaglodci porzadku wynika aksjomat
Archimedesa; pokazal tez, ze z aksjomatu Archimedesa wynika przemien-
noéé¢ dodawania”. 17!

25.2. W odréznieniu od Fregego, Holder nie buduje teorii liczb rzeczywi-
stych na pojeciu stosunku. Dummett znajduje jednak miedzy nimi pewne
podobienstwo, otéz obydwaj rozwijaja aksjomatyczne ujecie pojecia wielko-
Sci:

,Postepuje on [Holder — P.B.] w ten sposob, ze charakteryzuje pojecie sto-
sunku dwoéch wielkosci i z kazdym takim stosunkiem wiaze liczbe rzeczy-
wista. Jednak, inaczej niz Frege, nie korzysta z tego w konstrukcji liczb
rzeczywistych, a raczej najpierw definiuje liczby wymierne dodatnie [...],
a liczby rzeczywiste definiuje metoda Dedekinda [...] identyfikujac liczbe
rzeczywistg z odpowiednim przekrojem osi liczb wymiernych”.172

Dalej padaja przytoczone wyzej zdania o tym, ze Holder ,,zauwazy? $cisty
zwiazek miedzy ideami Euklidesa i Dedeinda”, po czym Dummett pisze:

»To wielka szkoda, ze Frege i Holder nie znali swoich prac. Gdyby [Frege

— P.B.] musial odnies¢ si¢ do teorii Holdera [...], to nie méglby tak latwo,
jak to w istocie zrobit, odrzuci¢ teorii Dedekinda: jasno ona pokazuje, jak
moze byé zastosowana do stosunkéw wielkosci. [. .. ] Holder, jak kazdy z wy-

jatkiem Fregego, najpierw definiuje liczby wymierne, w istocie jako stosunki
dodatnich liczb catkowitych, a nastepnie poprzez liczby wymierne definiuje

liczby rzeczywiste” .13

I nastepnie,

,Jest istotna réznica metodologiczna [w podejéciu Dedekinda i Fregego —
P.B.]: wedlug Fregego teoria wielkosci jest niezbywalna czescia podstaw ana-
lizy, a nie dodatkiem do matematyki stosowanej. Ale matematyczna réznica
jest znacznie mniejsza. W szczegdlnosci, gdyby Frege doszedl do zdefinio-
wania stosunkéw [...], musialby uzyé definicji Euklidesa, czy jakiej$ innej

17070b. [Dummett 1991], s. 282.

' Dummett 1991], s. 282; zob. tez nizej rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 3, 11.
12 [Dummett 1991], s. 282.

13 Dummett 1991], s. 283.
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bardzo podobnej, i w ten sposéb bardzo by sie zblizyl do Dedekinda kon-
h” .174

cepcji liczb rzeczywistyc

25.3. W cytowanych zdaniach interesuje nas nie filozofia Gottloba Fre-
gego, ale interpretacja, doktadniej: dezinterpretacja rozprawy Stetigkeit und
wrrationale Zahlen, jakiej dopuszcza sie Dummett.

Po pierwsze, oryginalnos¢ swojej konstrukcji Dedekind upatruje przede
wszystkim w zasadzie ciagloéci oraz w zerwaniu z tradycja definiowania
liczby na podstawie pojecia stosunku. Tak wiec w tym punkcie podejscie
Dedekinda i Fregego sg diametralnie rézne. Dummett nie zauwazyl tego, bo
jakkolwiek Frege wychodzi od archaicznej kategorii wielkosci mierzalnej, to
jednak traktuje ja w zupelnie nowy, abstrakcyjny sposob i na tej podstawie
moze by¢ wpisany w nurt rodzacej sie algebry. Istotnie, w pracach pionie-
réw wspolczesnej algebry Webera, Holdera, Hahna!™,  wielko$é mierzalna”
zostata przeksztalcona w pojecie grupy uporzadkowane;j.

Po drugie, piszac, ze ,,Holder, tak jak wszyscy z wyjatkiem Fregego,
najpierw definiuje liczby wymierne, w istocie jako stosunki dodatnich liczb
caltkowitych, a nastepnie poprzez liczby wymierne definiuje liczby rzeczywi-
ste”, Dummett nie docenia trudnosci zwiazanych z definicja liczby wymier-
nej. Pod koniec XIX wieku albo ktos, tak jak Weber, wiedzial jak zdefiniowaé
liczby wymierne i ich porzadek, albo jak ¢ma krazyl wokoét gasnacego juz
blasku antycznej teorii proporcji.!”®

Jest mato prawdopodobne, aby Holder nie znal Lehrbuch der Algbera
Webera i chyba dlatego przedstawiona przezen konstrukcja liczb rzeczywi-
stych tak bardzo jest podobna do konstrukcji Webera. Dummett natomiast
zdaje sie sugerowacl, ze Holder przedstawia konstrukcje Dedekinda, a jego
oryginalnos¢ i ,wktad polega na tym, ze zauwazyl on $cisty zwiazek miedzy
ideami Euklidesa i Dedekinda”. Dummett najwyrazniej jest przekonany, ze
tak wlasnie, tj. wychodzac od liczb wymiernych, Dedekind konstruuje liczby
rzeczywiste, a w XX wieku dodano do tego konstrukcje liczb naturalnych
i catkowitych. Istotnie, jest to wrecz powszechne przekonanie. Dla przyktadu
zobaczmy:

»Precyzyjna konstrukcja liczb rzeczywistych z liczb wymiernych zostata po-

1 Dummett 1991], s. 283.

17570b. Hans Hahn, Uber die Nichtarchimedischen Gréssensysteme (1907), zob.
[Ehrlich 1995] oraz [Ehrlich 1994], s. xviii.

Y6W zwiazku z fraza ,liczba wymierna jest w istocie stosunkiem liczb catkowitych” za-
uwazmy, ze w matematyce liczba wymierna jest klasa abstrakcji, a nie stosunkiem. Mozna
owszem pokazaé zwigzek miedzy stosunkiem liczb, w rozumieniu Euklidesa, a wspélczesnag,
definicja liczby wymiernej; zob. wyzej pkt. 14. Ale Dummett najwyrazniej nie zna tych
zaleznosci.



250 EUDOXOS versus DEDEKIND

dana w drugiej polowie XIX wieku niezaleznie przez Cantora, Meray’a, De-
dekinda i Weierstrassa. Przyjmujemy, ze czytelnik zna standardowa kon-
strukcje liczb rzeczywistych, w ktérej wychodzac od zbioru wszystkich liczb
naturalnych, przechodzi si¢ do liczb catkowitych i nastepnie do liczb wymier-
nych, a ostatni krok polega na uzupelnieniu jaka$ metoda zbioru wszystkich
liczb wymiernych” 177

,Dedekind (a przed nim autor piatej Ksiegi [Elementow — P.B.] Euklidesa
— uwaza sie, ze byl to Eudoxos) skonstruowal liczby rzeczywiste z liczb
wymiernych” 178

Wiemy juz, ze klasyczna konstrukcja liczb wymiernych pochodzi nie od
Dedekinda, ale od Webera.

Po trzecie, zauwazmy istotna modyfikacje tezy Heatha w wersji przyjetej
przez Dummetta: stosunkowi wielkosci x : y odpowiada tu nie przekrdj
(Azy, Bry), ale ,zwiazana z nim liczba rzeczywista” r, symbolicznie:

x:y— (Agy, Bey) — 7.

W tym ujecie, przekréj (Az,y, Bzy) jest tylko sposobem identyfikowania licz-
by rzeczywistej r, ktora jest czym$ réznym od przekroju (Agy, Bey);

»Dedekind skonstruowal zbiér, ktérego elementami sa zbiory liczb wymier-

nych, ktore w sposéb jedno-jednoznaczny moga by¢ przyporzadkowane licz-

bom rzeczywistym” .17

177[Cichon et al. 1995], s. 141.

178[Conway 2001], s. 3.

19 Dummett 1991], s. 250. Te samg my$l znajdujemy w paragrafie po§wigconym uwagom
Fregego na temat pracy [Cantor 1872]. Frege rozwaza dwie interpretacje zdania ,ciago-
wi (1) przypisujemy znak b’ (zob. rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 5), co w ksiazce
Dummetta jest tak opisane: ,symbol &’ oznacza dany ciag fundamentalny [...] przy tej
interpretacji symbole takie, jak b’ sa zbedne, bo mamy tylko ciagi fundamentalne, a nie
mamy zadnych liczb rzeczywistych. Ciag fundamentalny mégtby wyznaczaé pewng, liczbe
rzeczywista, gdybysmy wiedzieli czym sa liczby rzeczywiste, ale wtasnie tego nam nie
powiedziano. [...] [wedlug drugiej interpretacji — P.B.] nie jest tak, ze Cantor wybiera
etykiety dla kazdego ciaggu fundamentalnego, ale wiaze z nim pewng liczbe, generalnie,
nie bedzie to liczba wymierna. ‘Liczby te’, komentuje Frege, ‘sa po czeici nowe, jak dotad
nie rozwazane, i wyznaczone sa przez zwiazane z nimi ciagi’. Ta druga interpretacja jest
tak oczywista i poprawna, ze czytelnik moze by¢ lekko zirytowany marnowaniem czasu
na szczegdlowe badania teorii Cantora z punktu widzenia starej teorii, jednakze z per-
spektywy Fregego ta druga interpretacja niewiele zmienia na lepsze” [Dummett 1991],
s. 265. Rzecz jednak w tym, ze to, co dla Dummetta jest ,oczywiste i poprawne”, dla nas
jest falszywsg interpretacja: w Cantora teorii liczb rzeczywistych nie ma zadnych innych
obiektéw niz ciggi fundamentalne.
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W Stetigkeit und irrationale Zahlen niczego podobnego jednak nie ma:
w koncepcji Dedekinda nie ma liczb rzeczywistych, ktére by odpowiadaly
przekrojom, bo liczba rzeczywista to przekréj osi liczb wymiernych. Zapisu-
jac to symbolicznie otrzymamy:

Triy— (Az,zﬁ Bz,y) = (Aw,yv Bw,y)v

co wyraznie pokazuje, jak Dummett strywializowal, albo po prostu przeina-
czyl Dedekinda konstrukeje liczb rzeczywistych.80

26. PrzejdZzmy teraz do uwagi, ze ,sam Dedekind w Przedmowie do
Was sind und was sollen die Zahlen? przyznaje, iz zachodzi zwiazek migdzy
ideami Euklidesa i Dedekinda”.'®!

Przy zatozonym w pracy ontologicznym rozumieniu tekstu, opinia same-
go Dedekinda o Stetigkeit und irrationale Zahlen nie ma zadnej wyréznionej
wartosci, tym niemniej nie ma powodu, aby nie sprawdzi¢, jak Dedekind
ocenial swojg rozprawe i czy istotnie dostrzegal jakie$ podobienistwo miedzy
przedlozona konstrukcja a definicja V.5 z Elementow Euklidesa.

Przytoczymy nizej obszerne fragmenty Przedmowy do pierwszego wy-
dania Was sind und was sollen die Zahlen? Pozwoli to nam dokladniej
uchwycié¢ sens zdania, w ktérym Dedekind rzekomo przyznaje, ze istnieje
jakie$ podobienstwo, jakis zwiazek miedzy definicja V.5 a jego konstrukcja
liczb niewymiernych. Czytamy:

W mojej wezedniejszej rozprawie o ciagtosci (1872) pokazalem juz, przy-
najmniej w odniesieniu do liczb niewymiernych, jak postepujac, krok po
kroku — stwarzajac zero, liczby ujemne, wymierne, niewymierne, zespolone
— redukujac zawsze do pojeé¢ wczesniejszych i, co wazne, bez wprowadzania
poje¢ obeych (takich na przyklad, jak wielko$é mierzalna), mozna rozszerzaé
pojecie liczby” .182

,Korzystajac z okazji przedstawie kilka uwag o mojej wczesniejszej, wspo-
mnianej wyzej pracy Cigglosc i liczby rzeczywiste. Przedstawiona tam teoria
liczb niewymiernych, opracowana jesienia roku 1858, jest oparta na zjawisku
wystepujacym w dziedzinie liczb wymiernych (§4), ktére nazwalem przekro-
jem i ktére jako pierwszy dokladnie zbadalem; jej zwieniczeniem jest dowdd
ciaglosci nowej dziedziny liczb rzeczywistych (§5, IV). Moim zdaniem, jest

180W interpretacji, jaka przedstawiliémy w rozdziale Konstrukcja Dedekinda, pkt. 11,
liczba rzeczywista jest aspektem przekroju i w tym sensie jest czym$ ré6znym od przekroju,
ale w komentarzu Dummetta bynajmniej nie o to chodzi, co wyraznie pokazuje jego uwaga
o konstrukcji Cantora.

181 Dummett 1991], s. 283.

182 Dedekind 1888], s. v-—vi.
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ona troche prostsza i latwiejsza, niz dwie inne teorie, rézne od mojej i od
siebie nawzajem, $ciéle i rygorystycznie przedstawione przez Weierstrassa
i G. Cantora. Od tego czasu teoria ta zostata bez zadnych istotnych modyfi-
kacji przyjeta przez U. Dini w jego Fondamenti per la teorica delle funzioni
di variabili reali (Piza 1878). W tym wykladzie moje nazwisko pada, ale nie
w zwiazku z czysto arytmetycznym zjawiskiem przekroju, lecz przy oma-
wianiu istnienia wielkosci mierzalnej odpowiadajacej przekrojowi. Stad ta-
two moze powstaé przypuszczenie, ze moja teoria oparta jest na rozwazaniu
takich wielko$ci. Nic bardziej blednego. W §3 artykulu wyjasniam, podajac
racje, dlaczego catkowicie odrzucam pojecie wielkosci mierzalnej. |...] Aby
to jeszcze jaéniej przedstawi¢ podam nastepujacy przyktad”.!®3

Dalej Dedekind pokazuje, ze przestrzen zlozona z liczb (rzeczywistych)
algebraicznych , jest wszedzie nieciagta”;

»2Mimo tej niecigglosci, mimo luk wystepujacych w tej przestrzeni, wszyst-
kie, o ile mi wiadomo, konstrukcje przeprowadzane w Elementach Euklidesa
moga by¢ przeprowadzone zaréwno w tej, jak i w doskonale ciagtej prze-
strzeni” 184

Co znaczy, ze biorac pod uwage zasade ciagglosci, liczby rzeczywiste sa
czyms$ réznym od ,wielkosci mierzalnych” wystepujacych w Elementach.

I wreszcie fragment, w ktérym wymieniona jest definicja V.5.

,Taka sama teoria liczb niewymiernych oparta na zjawisku przekroju znaj-
duje sie w Introduction d la théorie des fonctions d’une variable autorstwa
J. Tannery (Paryz 1886). Jesli dobrze zrozumialem przedmowe, autor do-
szedl do swojej teorii niezaleznie, to jest zanim poznal nie tylko méj artykut,
ale i wspomniane wczesniej Fondamenti Diniego. Zgodnos$é ta zdaje si¢ po-
twierdzac to, ze moja koncepcja odpowiada naturze rzeczy, fakt uznany juz
wczesniej przez innych matematykow, np. przez Pascha w jego Finleitung
in die Differential- und Integralrechnung (Lipsk 1883). Nie moge sie jednak
catkiem zgodzi¢ z Tannery, gdy pisze, ze teoria ta jest rozwinieciem my-
sli pochodzacej od J. Bertranda i zawartej w jego Traité d’arithmétique —
tej mianowicie, ze liczba niewymierna jest zdefiniowana na podstawie opisu
wszystkich liczb wymiernych mniejszych i wszystkich od liczby, ktéra ma byé
zdefiniowana. Jezeli chodzi o to zdanie (skadinad powtarzane przez Stolza —
najwyrazniej bez doktadnego sprawdzenia — w przedmowie do drugiej czesci

183[Dedekind 1888], s. vi-vii.
184[Dedekind 1888], s. vii. Przyktad ten poda pézniej Poincaré w recenzji pierwszego
wydania Grundlagen der Geometrie Hilberta; zob. [Poincaré 1902].
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jego Vorlesungen tber allgemeine Arithmetik (Lipsk 1886)) o$mielam sie
zauwazy¢ co nastepuje: Przekonanie, ze liczba niewymierna ma by¢ w pelni
zdefiniowana, przez wyzej przedstawiony opis, byto powszechne u wszystkich
matematykow zajmujacych sie pojeciem niewymiernosci na dtugo przed Ber-
trandem. Przeciez w ten wilaénie sposdb aproksymowany jest niewymierny
pierwiastek réwnania. A jezeli ktos, jak Bertrand, zwlaszcza w swej ksiazce
(jej 6sme wydanie z roku 1885 lezy przede mna), liczbe niewymierna trak-
tuje jako stosunek dwu mierzalnych wielkosci, to taki sposéb wyznaczania
jej jest juz w najjasniejszy mozliwy sposoéb przedstawiony we wspanialej
definicji, ktéra Euklides podaje jako réwnosé dwéch stosunkéw (Elementy,
V. 5). To samo przekonanie starozytnych bylo zrédtem i mojej, i Bertranda,
i wielu innych mniej lub bardziej udanych prob ustanowienia podstaw aryt-
metyki liczb niewymiernych. I chociaz dotad mozna byto w pelni zgodzi¢ sie
z Tannery, to po dokladnym zbadaniu, nie mozna nie zauwazy¢, ze koncepcja
Bertranda, w ktérej zjawisko przekroju, w jego logicznej czystosci nie jest
nawet wymienione, w zaden sposéb nie jest podobna do mojej, gdyz od razu
przyjmuje istnienie wielkoSci mierzalnych, pojecie, ktére z powodow wyzej
przedstawionych, catkowicie odrzucam.” 8

26.1. Jedna warstwa, nazwijmy ja prawna, jest tu oczywista: chodzi
o to, kto pierwszy zdefiniowal liczbe niewymierng jako przekrdj osi liczb
wymiernych.

Gdyby pomysty matematyczne byty objete prawem autorskim, to prze-
mowa Richarda Dedekinda w sprawie o plagiat przed Sadem Cywilnym
w Paryzu zapewne tak by wygladala:

Pan Jules Tannery podaje, ze idee zdefiniowania liczby niewymiernej za
pomocg pewnego zbioru liczb wymiernych przejol z ksigzki Josepha Bertranda
Traité d’arithmétique (1849), a nie z pracy Ulisse Diniego Fondamenti per
la teorica delle funzioni di variabili reali (Piza 1878), czy wprost z mojej roz-
prawy Stetigkeit und irrationale Zahlen (1872). Jednakowoz w pracy Pana
Bertranda definicja liczby oparta jest na pojeciu wielko$ci, ale jezeli liczba ma
byé tak rozumiana, to owa idea bynajmniej nie pochodzi od Pana Bertranda;
to, ze liczba niewymierna jest jakos zwigzana z liczbami wymiernymsi jest
rzeczq znang od dawien dawna, ta mysl jest juz zapisana w stawnej definicji
5 z Ksiegi V' Elementow Fuklidesa. Gdy jednak te do$¢ ogdlng mysl, Ze da-
nej liczbie niewymiernej odpowiada jakis zbior liczb wymiernych sprobujemy
wyrazic¢ w sposob Scisty, gdy sprobujemy powiedzieé jakiemu to zbiorowsi liczb
wymiernych ma byc przypisana liczba niewymierna, © gdy wreszcie odpowie-
my, Ze ma to byc przekroj osi liczb wymiernych, to ta idea, wedle mojej naj-

185 Dedekind 1888], s. viii-ix.



254 EUDOXOS versus DEDEKIND

lepszej wiedzy, po raz pierwszy zostata przedstawiona szerokiej publicznosci
w roku 1872 wraz z opublikowaniem mej rozprawy Stetigkeit und irrationale
Zahlen.

To, czy Tannery popetnit plagiat, kazdy moze dzisiaj tatwo ocenié, bo
jego Introduction a la théorie des fonctions d’une variable jest dostepny
w Globalnej Sieci. Dla nas istotne jest, ze w Przedmowie do Was sind und
was sollen die Zahlen? Dedekind nawigzuje do definicji V.5, by podwa-
zy¢ rzetelnosé stéw Tannery’ego: ogédlna myél wigzania liczby niewymiernej
z liczbami wymiernymi pochodzi bynajmniej nie od Bertranda, ale juz od
Euklidesa, natomiast istota koncepcji przedstawionej w Stetigkeit und irra-
tionale Zahlen polega na tym, aby liczbe niewymierng zwiazaé z przekrojem
osi liczb wymiernych, a tego nie ma ani u Euklidesa, ani u Bertranda.!86

26.2. Oceniajac wypowiedZz Dedekinda w plaszczyznie historycznej, wi-
dzimy, co jest akcentowane: definicja liczby podana w Stetigkeit und irratio-
nale Zahlen nie jest zalezna od pojecia wielkosSci. Jezeli wiec przypisuje sie
Dedekindowi swiadome nawiazanie do definicji V.5, to ignoruje sie fakt, kto-
ry on sam uznawal za szczegdlne osiagniecie, mianowicie zerwanie z tradycja
antyczna i oddzielenie pojecia liczby od pojecia wielkosci mierzalnej.

186W  Przedmowie do Stetigkeit Dedekind skrupulatnie wylicza fakty $wiadczace
o tym, ze istote ciggloéci odkryl” na wiele lat przed publikacjami Heine’go i Cantora.
To pokazuje, jak bardzo byl wrazliwy na punkcie pierwszenstwa odkrycia; zob. ,,Chodzi
jeszcze tylko o to, aby [...] uzyskaé jakas rzeczywista definicje istoty ciaglosci. Udato mi
sie to 24 listopada 1858 r. i w kilka dni potem zakomunikowatem o wyniku moich roz-
wazan mego drogiego przyjaciela Durege’a. Pdozniej ttumaczytem tez ten wynik temu czy
innemu z moich uczniéw, a takze tutaj w Brunszwiku na zebraniu towarzystwa naukowego
profesoréw wyglositem poswiecony temu wykltad” [Dedekind 1872], s. 136-137.
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Ciato uporzadkowane

Przypomnijmy, cialo F jest charakterystyki zero, gdy najmniejsze ciato
zawarte w F jest izomorficzne z cialem liczb wymiernych Q = (Q, +,-,0, 1);
F jest charakterystyki p, gdzie p jest liczba pierwsza, gdy najmniejsze ciato
zawarte w JF jest izomorficzne z ciatem Zp.l

1. Od Hilberta pochodzi definicja: cialo przemienne F = (F,+,-,0,1)
jest cialem uporzadkowanym § = (F,+,-,0,1, <), gdy porzadek < jest li-
niowy oraz zgodny z dziataniami, tzn.

a<b—a+c<b+e,

(a <b, 0<c)— ac< be. 2

W ciele uporzadkowanym zachodzi:
(1) a>0— —a <0,
(2) a#0—a®>0,
B)0<a<b—0<bl<al
7 zaleznosci tych wynika, ze 1 > 0, a nastepnie, ze n > 0 oraz n~! > 0,
gdzie n oznacza term
1+1+...41.

n—razy

Stad za$ dostajemy, ze dla dowolnych m,n € N\{0} jest 7 > 0.

W rezultacie z tych prostych faktow otrzymujemy, po pierwsze, ze istnieje
tylko jeden porzadek zgodny z dzialaniami w ciele uporzadkowanym liczb
wymiernych Q. Po drugie, ze cialo uporzadkowane nie jest ciatem skonczo-

nym. Nie istnieje zatem taki porzadek na zbiorze {0,...,p — 1}, aby cialo
Z, byto ciatem uporzadkowanym. Po trzecie, Ze jezeli w ciele F istnieje taki
element a, ze a®> = —1, to nie istnieje porzadek na F, ktéry bylby zgodny

LAby uniknaé powtérzen, przyjmujemy, ze w rozdziale tym litera p oznacza liczbe
pierwsza. Przypomnijmy jednoczesnie, ze ciato Z, to zbiér {0,1,...,p— 1} z dodawaniem
i mnozeniem mod p.

2Zob. [Hilbert 1900]; zob. tez rozdz. Aksjomaty, pkt. 1.
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z dziataniami w F. Nie istnieje zatem porzadek na zbiorze liczb zespolonych

C, ktory bylby zgodny z dzialaniami w ciele liczb zespolonych (C, +, -, 0, 1).
W ciele uporzadkowanym nie ma ani elementu najmniejszego, ani naj-

wigkszego, a porzadek < jest gesty:

(4) a<b—a< L <b.

1.1. W dowolnym ciele uporzadkowanym definiowana jest wartos¢ bez-
wzgledna:

laf = a, dlaa>0
] —a, dlaa<0.

Posiada ona te same podstawowe wlasnosci, co wartos¢ bezwzgledna licz-
by rzeczywistej:

o+ b <la| + o], lab] = lallpl, [la] = |b]| <fa —b].

Na tej podstawie w ciele uporzadkowanym mozna zdefiniowaé ciag Cau-
chy’ego, granice ciagu oraz powtdrzy¢ wszystkie te twierdzenia teorii ciagéw
(np. ciag posiada co najwyzej jedna granice, iloczyn ciagéw Cauchy’ego jest
ciagiem Cauchy’ego, ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego), ktére nie sa
zwigzane ze specyficznymi wlasnosciami porzadku w danym ciele (ciaglosé
w sensie Dedekinda, zupelno$¢ w sensie Cauchy’ego, osrodkowosé).

Cialo uporzadkowane § bedziemy nazywaé cialem uporzadkowanym zu-
pelnym, gdy dla kazdego ciagu Cauchy’ego (a,,) C F istnieje takie a € F,
ze zachodzi

Ve > 03kVnlk <n — |a, —a| < ¢].

1.2. W ciele uporzadkowanym aksjomat Archimedesa jest formutowany
jak nastepuje
Va,b3n [(0 < a < b) — na > b],

lub w wersji rownowaznej
Va3n[n > a.

Ciato uporzadkowane, w ktorym spelniony jest aksjomat Archimedesa
nazywane jest archimedesowym.
7 definicji zbieznosci ciggu w ciele uporzadkowanym otrzymujemy:

1 1
lim — :0<—>V€>03n[ﬁ <egl.

n—oo n

Jednoczesnie mamy

1
Ve > Oﬂn[g < g] & ¥Ye > 03n[n > ¢].
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Tak wiec w ciele uporzadkowanym § zbieznosé ciagu (%) do 0 jest réw-
nowazna temu, ze cialo § jest archimedesowe.

1.3. Niech § bedzie ciatem uporzadkowanym, a §¢ jego cialem utamkoéw;
elementy ciala §g nazywamy ulamkami i oznaczamy jako Qp. W ciele §
aksjomat Archimedesa jest tez réwnowazny warunkowi: zbiér ulamkéw Qg
jest gesty w zbiorze (F, <):

Ya,b€ FIg € Qpla<b—a < q<b.?

Jeden z krokéow dowodu, w ktérym z aksjomatu Archimedesa wyprowa-
dzana jest gestos¢ Qp w (F, <) tak przebiega: Niech bedzie, ze 0 < a < b
oraz a,b ¢ Q. Istnieja takie n, m, ze % < (b—a)oraz ™ < b < mT‘H
Wowcezas zachodzi a < 7t < b.

Jest to standardowe rozumowanie, rzadko jednak zauwaza sie,* ze wy-
znaczajac liczbe m korzysta sie nie tylko z aksjomatu Archimedesa, ale
i z faktu, ze zbiér liczb naturalnych jest dobrze uporzadkowany: m + 1 jest
najmniejsza liczba w zbiorze {k € N : k > nb}, aksjomat Archimedesa
gwarantuje za$, ze zbiér ten jest niepusty.’

Wskazany trik jest wrecz archaiczny — rozumowanie to odnajdujemy juz
w Ksiedze V Elementéw Euklidesa.® W wykladach analizy matematycznej,
nawet wtedy, gdy zasada indukcji jest przedstawiona ezplicite, nie wyka-
zuje sig, ze jest ona réwnowazna temu, ze zbidr liczb naturalnych (N, <),
gdzie < jest porzadkiem liczb rzeczywistych zaciesnionym do N, jest zbiorem
dobrze uporzadkowanym. Zabieg, o ktérym moéwimy jest stosowany row-
niez w twierdzeniu o przedstawieniu liczby rzeczywistej za pomoca utamka
dziesigtnego. Wowczas to przyjmuje sie, ze dla dowolne]j liczby rzeczywistej
r istnieje taka liczba calkowita m, ze zachodzi m < r < m + 1.7

2. Cialo uporzadkowane w sposob ciagly jest cialem archimedesowym.
Dowdd prowadzony jest nie wprost:

Niech (F,+,-,0,1, <) bedzie cialem uporzadkowanym w sposéb ciagtly, niech
a, b beda takie, ze 0 < a < b oraz Vn[na < b]. Wtedy zbiér {na € F : n € N}

3Zob. [Cohen, Ehrlich 1963], s. 87-88.

AW istocie nie trafiliémy na taka ksiazke.

®Zob. [Cohen, Ehrlich 1963], s. 87, [Rudin 1982], s. 13, gdzie istnienie liczby m jest
przyjmowane bez komentarza. W innym za$ miejscu, gdy za pomoca tego samego triku
Rudin wyznacza liczbe m z emfaza pisze: ,Zauwazmy, ze wykorzystujemy tu wlasnosé
archimedesowosci ciata Q!” [Rudin 1982], s. 21.

5Zob. dowdd twierdzenia V.8; zob. tez wyzej rozdz. Eudoxzos versus Dedekind, pkt. 6.

"Zob. [Fichtenholtz 1985], s. 14, [Rudin 1982], s. 14; aczkolwiek u Fichtenholtza dopiero
na s. 25 jest pokazane, ze w R jest spelniony aksjomat Archimedesa.
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jest ograniczony z géry i ma w zbiorze (F, <) kres géry; przyjmijmy v =
sup{na € F : n € N}. Z jednej strony jest Vn[na < 7], z drugiej — dla
pewnego n zachodzi v — a < na, a stad v < (n + 1)a. Sprzecznoéé.®

3. Zaleznosé miedzy zasada cigglosci Dedekinda a pewnikiem Archime-
desa zauwazono najpierw na terenie geometrii.” To, ze z aksjomatu ciaglodci
wynika aksjomat Archimedesa chyba jako pierwszy probowal wykazaé Otto
Stolz. Philip Ehrlich podaje, ze w ksiazce Vorlesungen tiber allgemaine Ari-
thmetik (1885) Stolz oglosil ,swoje dwa znaczace odkrycia z lat 1881-1883":

,»(1) Istnieja systemy wielkosci [...] niearchimedesowych;
(ii) Systemy wielkosci ciagtych w sensie Dedekinda sa archimedesowe”.!%

Dalej Ehrlich pisze, ze pierwszy poprawny dowdd twierdzenia (ii) podany
jest w pracy R. Bettazzi Teoria Della Grandezze (1890).
Dowdd Stolza najprawdopodobniej tak wygladal:!!

Dowdéd prowadzony jest nie wprost. Niech punkt B lezy miedzy punktami
A i C iniech dla kazdego n bedzie nAB < AC. Wéwczas para (A, B), gdzie

A={H € AC : Vn[nAH < AC|}, B={K € AC : In[nAK > AC]},

tworzy przekrdj odcinka AC. Niech M jest punktem wyznaczonym przez
ten przekrdj. Niech Y lezy miedzy M i C' i niech MY < AM. Wéwczas
punkt X, ktéry jest srodkiem odcinka AY nalezy do klasy A. Z tego, ze dla
pewnej liczby naturalnej n jest nAY > AC wynika, ze 2nAX > AC, a to
jest sprzeczne z tym, ze X € A.

Dowéd, jak widzimy, oparty jest na zalozeniu, ze istnieje punkt Y
o zadanych wlasnodciach, w szczegdlnosci, ze punkt M jest rézny od C.
Tym niemniej, mozna by przyjac¢, ze nie na odcinku MC, ale na pélprostej
AC™, lezy taki punkt Z, ze AM = MZ, a punkt Y lezy miedzy M i Z.

8Zob. [Birkhoff, Mac Lane 1957], s. 102, [Bridges 1998], s. 14, [Cichoi et al. 1995],
s. 146, [Rudin 1982], s. 14. Dla porzadku odnotujmy, ze w pracy F. Loonstra, Ordered
groups (1949) udowodniono twierdzenie: gdy & = (G, +, <) jest grupa uporzadkowana,
a porzadek jest ciagly w sensie Dedekinda, to ® jest grupa archimedesowa; zob. [Fuchs
1963], s. 47. Ponadto w Lehrbuch der Algebra (1895) H. Webera mozna znalezé dowdd fak-
tu, ze grupa addytywna liczb rzeczywistych jest archimedesowa; zob. wyzej rozdz. Fudoxos
versus Dedekind, pkt. 16.2.

9Pojecie ciata uporzadkowanego pochodzi z pracy [Hilbert 1900]; zob. rozdz. Aksjo-
maty.

YO[Ehrlich 1994(b)], s. xvi.

"Referujemy za [Heath 1956], t. ITI, s. 16, gdzie dowéd ten jest z kolei powtarzany za
praca: G. Vitali, Questioni rigulandi le matematiche elementari. Nie udato sie¢ nam ustalié,
gdzie i kiedy opublikowano ten artykut.
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Wéwezas nalezatoby jeszcze przedstawié aksjomaty o odktadaniu odcinkow
oraz takie, z ktérych wynika istnienie $rodka odcinka, a wreszcie pokazaé,
ze X € A1

3.1. Przejdzmy do wersji wspoélczesnej. W wykladzie Karola Borsuka
i Wandy Szmielew Podstawy geometrii zalezno$¢ miedzy aksjomatem cia-
glosci a aksjomatem Archimedesa tak jest przedstawiana:

,WeZmy poélprosta A o poczatku ag, odcinek cd i punkt b € A taki, ze
apb > cd. Istnieje woéwczas liczba naturalna n taka, ze wsréd punktéw a,

G2y - .., Ay, apt1 € A okreslonych przez warunki
a1 <ay <...<ap < any1, ap—1ax=cd dlak=1, 2, ..., n+1,
punkty ai, ag, ..., a, leza w odcinku (agb), a punkt a,41 nastepuje po

punkcie b”.13

Dowo6d prowadzony jest nie wprost. Przypusémy, ze istnieje taki ciag
punktow (ay) pélprostej A, ze

ap < ag4+1, Og—10p=cd dlak=1,2 ...

i dla kazdego k jest ar € (ag,b). Wowczas jest tak, ze dla kazdego k jest
ax € (ap,b). Przyjmijmy

X1 ={z € (aph) : Ik[z < ar|}, Xo={x € (agh) : Vk[ax < z]}.

Para (X7, X2) jest przekrojem Dedekinda odcinka (agb). Po pierwsze,
kazdy element zbioru X; poprzedza dowolny element zbioru Xs. Po drugie,
zbiér X jest niepusty, bo (ar) C X;. Zbiér X9 tez jest niepusty: Na podsta-
wie aksjomatu o odktadaniu odcinkéow, przy zatozeniu apb > cd, odktadajac
w punkcie b odcinek cd, znajdujemy taki punkt by, ze ag < by < bibb; = cd.
Punkt b; nalezy do X5, bo w przeciwnym razie byloby

by < ap < Ap41 < b,

a wtedy mielibySmy arapy1 < bby. Ale bby = cd, skad byloby arari1 < cd,
co jest sprzeczne z zalozeniem.

12Rozumowanie takie mozna przeprowadzié na gruncie aksjomatéw przyjetych
w [Borsuk, Szmielew 1972], ale w czasie, gdy Stoltz ogtaszal swoje rewelacje nie bytlo
jeszcze odpowiedniej aksjomatyki.

13Z0b. [Borsuk, Szmielew 1972], s. 142-143. Definicje wystepujacych tu pojeé sa podane
w rozdziale O cigglosci linii prostej.
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Niech 7 bedzie punktem wyznaczonym przez przekrédj (Xi, X2). Mozna
pokazaé, ze w klasie X; nie ma elementu najwigkszego, tak wiec v € X,
a stad dostajemy X1 = (agy). Wszystkie wyrazy ciagu (ay) naleza zatem do
odcinka (agy). Powtarzajac powyzsze rozumowanie w stosunku do odcinka
(ap7y) otrzymamy, ze istnieje takie punkt §, ze § < v1i (ax) C (apd). Z gestosci
porzadku < wynika, ze istnieje taki punkt 1, ze § < n < . Z warunku
0 < n wynika, ze Vklap < n], z warunku n < v wynika, ze Jk[n =< ag].
Sprzecznosé. '

Zwrocimy uwage na dwa aspekty przytoczonego dowodu.

3.2. Zasada Archimedesa w ogdle moze by¢ sformutowana wtedy, gdy
przyjeta jest zasada indukcji. Widzimy to biorac pod uwage nie teze, ale
dowod twierdzenia. Wtlasnie z uwagi na dowdd, zasada Archimedesa po-
winna by¢ tak sformutowana: dla kazdego ciagu (a,) punktéw péiprostej A
o poczatku ag takich, ze ... .

Definicja ciagu (a,,) jest indukeyjna i jako taka zaklada zasade indukcji.'?

Zestawmy to teraz z uwaga Stewarta Shapiro pochodzaca z ksiazki Thin-
king about mathematics. Czytamy:

,2Geometrycznym odpowiednikiem indukcji matematycznej jest zasada Ar-
chimedesa: dla dowolnych odcinkéw a, b istnieje taka liczba naturalna n, ze
odcinek a wziety n razy jest diluzszy od odcinka b. [...] Kontrprzykladem
dla zasady Archimedesa bytaby para takich odcinkéw, z ktérych jeden jest
nieskoniczenie mniejszy od drugiego. Oczywiscie, nieskoficzenie matych nie

doéwiadczamy bezposrednio, nawet jezeli potrafimy je sobie wyobrazi¢” .1

Od strony merytorycznej uwaga ta jest catkowicie chybiona.

3.3. Dowdd geometryczny w istocie niewiele r6zni si¢ od dowodu przed-
stawionego w punkcie 2. Przyjmujac, ze wielokrotno$ciom liczby a odpo-
wiadajg punkty a,, liczba v i punkt v definiowane sa analogicznie. Jedyna
roznica polega na tym, ze w ciele uporzadkowanym wprost mozna przyjac
element v — a, w dowodzie geometrycznym natomiast nie wystepuje odcinek
apy — cd i w tym miejscu stosowany jest aksjomat o odktadaniu odcinkéw:

,Dla dowolnej potprostej A o poczatku a i dla dowolnego odcinka pq istnieje

doktadnie jeden punkt b € A taki, ze ab = pq”.1"

4 Zupeie podobny dowéd znajdujemy w [Kostin 1952], s. 129-130.

1570b. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. III, § 2, twierdzenie o istnieniu ciagu
definiowanego indukcyjnie.

16 [Shapiro 2000(a)], s. 101.

17 [Borsuk, Szmielew 1972], s. 81.
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Punkt v wyznacza dwie potproste: do jednej z nich nalezy punkt ag, do
drugiej — nie nalezy punkt ag.'® Odkladajac na jednej lub na drugiej z nich
odcinek cd otrzymujemy odpowiednik algebraicznej operacji dodawania lub
odejmowania.

Po drugie, tatwej do wykazania w ciele uporzadkowanym implikacji

b<a<c<d—a—c<d-b,
w dowodzie geometrycznym odpowiada implikacja
b1 < ag < agy1 < b — agaps1 < bby,
ktora wynika wprost z samej definicji relacji mniejszosci dla odcinkéw:

,Bedziemy mowili, ze odcinek a1b; jest mniejszy od odcinka asby — symbo-
» 19

licznie a1b1 < agbe — jezeli istnieje punkt p taki, ze B(agpbs) i aiby = azp”.

W tym sensie dowdd geometryczny polega na przetransponowaniu na
jezyk geometrii elementarnej operacji przeprowadzanych w ciele uporzadko-
wanym.

1870b. [Borsuk, Szmielew 1972], s. 40.
19[Borsuk, Szmielew 1972], s. 90.
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Nathan Jacobson we wprowadzeniu do rozdzialu VI Lectures in Abstract
Algebra pisze:

»W rozdziale tym przedstawimy teorie cial formalnie rzeczywistych pocho-
dzaca od Artina i Schreiera. Podstawowa wlasnosé algebraiczna ciata liczb
rzeczywistych polega na tym, ze jedyne zaleznosci postaci 3. a? = 0, jakie
moga zachodzi¢ w tym ciele sa trywialne: 02 + 02 + ... 4+ 02 = 0. Obser-
wacja ta doprowadzila Artina i Schreiera do tego, aby kazde cialo o tej
wlasnoéci nazwaé cialem formalnie rzeczywistym. Kazde takie cialo moze
by¢ uporzadkowane, a z drugiej strony ciatlo uporzadkowane jest cialem for-
malnie rzeczywistym. W centrum zainteresowania teorii sg ciala rzeczywiscie
domkniete, to jest ciata formalnie rzeczywiste maksymalne ze wzgledu na
rozszerzenie algebraiczne. Ciato rzeczywiscie domkniete ma doktadnie jedno
uporzadkowanie, ktére w danym ciele mozna scharakteryzowa¢ warunkiem:
a > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy o = 32 # 0. Dalej, jezeli cialo F jest rzeczy-
widcie domkniete, wtedy F(v/—1) jest algebraicznie domknigte. Kazde cia-
to formalnie rzeczywiste mozna zanurzy¢ w ciele rzeczywiscie domknietym,
ktore jest algebraiczne nad danym cialem. Ponadto, jezeli wyjsciowe ciato
jest uporzadkowane, wéwczas zanurzenie moze by¢ tak dobrane, ze (jedyny)
porzadek w tym ciele rzeczywiscie domknietym jest rozszerzeniem porzad-
ku ciata wyjsciowego. Istnieje doktadnie jedno takie rzeczywiste rozszerzenie
ciata uporzadkowanego i jest ono nazywane rzeczywistym domknieciem ciata
uporzadkowanego.”?!

20Referujemy na podstawie: Nathan Jacobson, Lectures in Abstract Algebra, rozdz.
VI Artin-Schreier Theory. Pierwotnie teoria Artina-Schreiera zostala przedstawiona
w dwdch artykutach: Emil Artin, Otto Schreier, Algebraische Konstruktion reeller Korper,
Abhandlung Mathematisches Seminar Hamburg 5, 1926, Emil Artin, Otto Schreier, Eine
Kennzeichnnung der abgeschlossenen Korper, Abhandlung Mathematisches Seminar Ham-
burg 5, 1927.

21[Jacobson 1969], s. 269. W oryginale cialo algebraiczne jest oznaczone litera P.
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4. Punktem wyjscia teorii Artina-Schreiera jest nastepujaca definicja:

Definicja 1. Cialo uporzadkowane to cialo przemienne F = (F,+,-,0,1)
wraz z takim zbiorem P, ze P C F oraz (1) 0 ¢ P, (2) Ya € Fla € P
Va=0V —a¢€ P], (3) zbiér P jest zamkniety na dodawanie i mnozenie.

Niech (F, P) bedzie cialem uporzadkowanym. Przyjmujac definicje
a>pb<—>dfa—b€P,

mozna pokazaé, ze porzadek >p jest zgodny z dziataniami w (F,+,-,0, 1);
majac na uwadze te definicje méwimy, ze zbiér P wyznacza porzadek w ciele
F. Z drugiej strony, jezeli § = (F,+,-,0,1, <) jest cialem uporzadkowanym
w mysl definicji z punktu 1, to zbiér P = {a € F : a > 0} spelnia warunki
(1)—(3). Tak wiec Hilberta definicja ciala uporzadkowanego jest réwnowazna
wyzej podanej definicji.

4.1. Istnieje doktadnie jeden porzadek zgodny z dzialaniami w ciele liczb
wymiernych Q = (Q,+,-,0,1). Jezeli bowiem P C Q jest podzbiorem spel-
niajacym warunki (1)—(3) definicji ciala uporzadkowanego, to
PO {%: mmnecN}oraz PN{-"": m,n €N} = (. Tak wiec musi by¢
P={%: m,necN}

Generalnie nie jest jednak tak, ze istnieje doktadnie jeden porzadek zgod-
ny z dzialaniami w ciele.

Przyklad. Niech Q = (Q,+,-,0,1, <) bedzie cialem uporzadkowanym
liczb wymiernych, niech (Q(v/2),+,-,0,1) bedzie rozszerzeniem algebraicz-
nym ciata (Q, +,-,0, 1), gdzie V2 oznacza pierwiastek réwnania z2 — 2 = 0.
W zaleznoéci od tego, czy v/2 uznamy za element dodatni, czy ujemny otrzy-
mamy dwa rézne porzadki zgodne z dziataniami w ciele (Q(v/2),+,-,0,1).
Przyjmijmy mianowicie, ze P; jest suma zbioréw:

Q4, {aV2:q€Qi}, {p+qV2:p,q€Qyl,

{p—qV2:p,qeQy, p*>2¢*}, {—p+qV2:p,q€Qy, p? <2¢*}.

Zbiér P; speklia warunki (1)—(3) podane w definicji ciala uporzadkowa-
nego i wyznacza w ciele (Q(v/2),+,-,0,1) ,naturalny” porzadek.
Przyjmijmy nastepnie, ze P, jest suma zbioréw:

Qy, {-av2:q€Qi}, {p—qV2: p,g€Qy},

{p+av2: pgeQs, p*>2¢%), {-p—qV2:p,qgeQs, p* <24}

Mozna pokazaé, ze zbiér Py spelnia warunki (1)—(3) podane w definicji ciala
uporzadkowanego. Porzadki wyznaczone przez P; i P» sa oczywiscie rozne.



266 ARCHIMEDES, ARCHIMEDS

5. Niech Y (F) oznacza zbiér tych elementéw ciata F = (F,+,-,0,1),
ktore sg suma kwadratow, tzn.

SUF) =facF:a=) a2 a;€ F, neN}.
1

Zbiér >°(F) jest zamkniety na dodawanie i mnozenie, zawiera 0, oraz

BeY(F) =Bl e X (F), dlaf#0,

Definicja 2. Ciato przemienne F nazywamy formalnie rzeczywistym, gdy dla
dowolnej liczby naturalnej n zachodzi

=n

Za?:[)—)al:,,,:anzo, gdzie ajGF.

<.

j=1
7 definicji tej wynika, ze cialo F jest formalnie rzeczywiste wtedy i tylko
wtedy, gdy —1 ¢ Y (F). Ponadto, jezeli F jest charakterystyki p, to

0=12+12+... +17

p—razy

zatem ciato formalnie rzeczywiste jest charakterystyki zero.
Kazde ciato uporzadkowane jest cialem formalnie rzeczywistym.

5.1. Definicja 3. Cialo F = (F,+,-,0,1) nazywamy rzeczywiscie do-
mknietym, gdy F jest formalnie rzeczywiste i zadne rozszerzenie algebra-
iczne ciata F nie jest formalnie rzeczywiste.

Element b spelniajacy réwnanie a = b? nazywany jest pierwiastkiem z a.
W ciele liczb rzeczywistych, przypomnijmy, istnienie pierwiastka z liczby do-
datniej wyprowadzane jest z aksjomatu cigglosci. W teorii Artina-Schreiera
pokazuje sie, ze zachodzi twierdzenie:

Jezeli cialo F jest rzeczywiscie domkniete, to
Va € FIb€ Fla =b*V —a = b*].

W dowodzie pokazuje sig, ze jezeli element a jest sumg kwadratow, to
jest on pierwiastkiem, tzn.

Va€ Fbe Flae Y (F)—a= V.

Przyjmujac nastepnie P = {a? : a € F, a # 0}, pokazuje sie, ze zbiér
P spelnia warunki (1)—(3) Definicji 1, a zatem wyznacza porzadek zgodny
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z dzialaniami w ciele F. Ponadto, jezeli P’ jest zbiorem wyznaczajacym
porzadek w F, to P = P’. Wyniki te zabrane sa w twierdzeniu:

W ciele rzeczywisécie domknietym F istnieje dokladnie jeden porzadek zgod-
ny z dzialaniami w F.

5.2. Kwestia, czy w ogdle istnieje ciato rzeczywiscie domkniete jest roz-
wiazana jak nastepuje. Po pierwsze, pokazuje sie, ze dla kazdego ciata F ist-
nieje jego algebraiczne domkniecie a(F).?2 Po drugie, pokazuje sie, ze jezeli
F jest ciatem formalnie rzeczywistym, to w jego algebraicznym domknieciu
a(F) zawarte jest cialo rzeczywiscie domkniete A zawierajace F.23

Ciato A istnieje na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna: jest to element
maksymalny ze wzgledu na relacje inkluzji okreélona w zbiorze

{K : K jest formalnie rzeczywistym podciatem ciata a(F)}.

6. Dla kazdej rzeczywistej funkcji wielomianowej f(z) = apz™ + ... +
a1z + ag, gdzie n jest liczba nieparzysta, zachodzi: lir+n f(x) = +o0 oraz
T—1T00

lim f(z) = —oo. Stad i z definicji ciagtosci funkcji dostajemy, ze istnieje
r——00

r € R takie, ze f(r) = 0. W teorii Artina-Schreiera odpowiednikiem tego
faktu jest twierdzenie:

Jezeli F jest cialem rzeczywiscie domknietym, to dla kazdego wielomianu
nieparzystego stopnia f(z) € F|z] istnieje w F pierwiastek wielomianu f(x).

7. ,[UJogblnieniem na ciala rzeczywiscie domkniete tak zwanego zasad-
niczego twierdzenia algebry”?* jest nastepujace twierdzenie:

Jezeli § jest cialem uporzadkowanym takim, ze:

(1) Ya3b € Fla € Fy — a = b?] oraz

(2) Vf(x) € Flz]3n € Na € F(stf(x) =2n+1) — f(a) = 0],
to /—1 ¢ F oraz F(v/—1) jest cialem algebraicznie domknietym.

Dowdéd — jak pisze Jacobson — jest ,$cisle wzorowany na Gaussa dowodzie

tego klasycznego wyniku”.??

2270b. [Browkin 1978], s. 108-109; w dowodzie wykorzystywany jest lemat
Kuratowskiego-Zorna.

#370b. [Jacobson 1969, s. 274.

4[Jacobson 1969], s. 275.

#5[Jacobson 1969], s. 275. W istocie Gauss podat kilka dowodéw zasadniczego twier-
dzenia algebry. Jacobson ma najpewniej na uwadze drugi dowdd; zob. [Remmert 1995],
s. 107-108.
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Cialo rzeczywiécie domknigte F spelnia warunki (1)-(2) wystepujace
w zalozeniu twierdzenia, ponadto zbiér P = {a®: a € F, a # 0} wyznacza
doktadnie jeden porzadek zgodny z dzialaniami w JF. Tak wiec, jezeli F
jest cialem rzeczywiscie domknietym, to v/—1 ¢ F i F(y/—1) jest cialem
algebraicznie domknietym.

Dowodzone jest tez twierdzenie odwrotne, mianowicie:

Jezeli F jest takim cialem, ze v/—1 ¢ F' 1 F(y/—1) jest cialem algebraicznie
domknietym, to F jest cialem rzeczywiécie domknietym.26

Tak wiec, F jest cialem rzeczywiscie domknietym wtedy i tylko wtedy,
gdy v—1 ¢ F i F(v/—1) jest cialem algberaicznie domknietym. Stad wy-
nika, ze cialo liczb rzeczywistych R = (R, +,-,0,1) jest cialem rzeczywiscie
domknietym, a zbiér {r?: r € R, r # 0} wyznacza jedyny porzadek zgodny
z dziataniami w ciele R. Powyzsze twierdzenia uzasadniajg nazywanie tego
porzadku ,naturalnym”, tak wiec ,naturalny” porzadek liczb rzeczywistych
to jedyny porzadek zgodny z dzialaniami w ciele R.

Inne przyktady cial rzeczywiscie domknietych to podciato ciata R, mia-
nowicie ciato rzeczywistych liczb algebraicznych, czy rozszerzenie ciata R,
mianowicie, cialo niestandardowych liczb rzeczywistych R* (czy tez cialo
liczb Conway’a). Tak wiec pojecie cialo rzeczywiscie domkniete nie charak-
teryzuje liczb rzeczywistych z dokladnoécia do izomorfizmu, tym niemniej
daje istotng informacje o porzadku liczb rzeczywistych.

7.1. Fakt, ze ciato liczb rzeczywistych jest cialem rzeczywiscie domknieg-
tym to konsekwencja zasadniczego twierdzenia algebry: cialo liczb zespo-
lonych R(v/—1) = (C,+,-,0,1) jest algebraicznie domknigte. Wszystkie
znane dowody zasadniczego twierdzenia algebry wykorzystuja zalozenie
o ciaglosci porzadku liczb rzeczywistych. Z teorii Artina-Schreiera moze-
my zatem wnosi¢, ze jezeli istnieje cialo uporzadkowane w sposob ciagly
R=(R,+,-,0,1,<), to porzadek < jest jedynym porzadkiem zgodnym
z dzialaniami w ciele algebraicznym R = (R, +,-,0,1).

%670b. [Jacobson 1969, s. 277.
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8. Niech § bedzie cialem uporzadkowanym. Przyjmijmy, ze IL jest zbio-
o0 4
rem wszystkich takich szeregéw formalnych ) a;z/, gdzie a; € F, j € Z,
—0o0

i tylko skoficzenie wiele wyrazéw a; o indeksach ujemnych jest réznych od
zera, tj. Vj[j <t — (aj = 0 A ar # 0)], krétko:

L= {Zajxj caj € F,jeZ, MVjlj<t— (a;=0Aa ;Ao)]}.
Przyjmujemy:
Zajxj = ijxj =g Vi € Zlaj = bj],
dla a € F\{0}
a= Zajxj, gdzie ap=a, a; =0 dla j #0,

oraz

0= Zajxj, gdzie Vj € Z[a; = 0].

W zbiorze L definiujemy dodawanie, mnozenie oraz porzadek:

Zaj:vj + ijxj =aqf chxj, gdzie c; = a; + by,

<Zaﬂj> (Z ba‘xj) =qr Y@’ gdzie ¢;= 3 axby,

k+i=j
Zajxj < Z bz’ g V[ <t — (aj = bj Aay < by)].2T

Mozna pokazaé, ze cialo £ = (L, +,-,0, 1, <) jest cialem uporzadkowa-
nym, dalej bedziemy nazywaé je cialem uporzadkowanym szeregéw formal-
nych Laurenta.?®

2"Porzadek w L oznaczamy tym samym symbolem, co porzadek w F.
2870b. [Cohen, Ehrlich 1963], s. 70.
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Gdy w punkcie wyjscia, w miejsce ciata uporzadkowanego § przyjmiemy
ciato algebraiczne F, to otrzymamy ciato szeregdéw formalnych bez porzadku;
dalej takie cialo bedziemy nazywaé cialem szeregéow formalnych Laurenta
i oznaczaé jako L.

8.1. Cialo £ nie jest archimedesowe: dla kazdego n € N zachodzi

n<33_1,

lub w postaci réwnowaznej
1
T < —.
n

8.2. Pokazemy, ze £ jest cialem zupelnym w sensie Cauchy’ego.?”

(1) Przede wszystkim zauwazmy, ze dla kazdego £ > 0 istnieje takie n, ze
x™ < €. Istotnie, niech e = ajacj. 7 warunku € > 0 wynika, ze dla pewnego
indeksu ¢ jest Vj[(j <t — (a;j =0A a;>0)]. Gdy t < 0, to z < e. Gdy
t > 0, wtedy 2'*! < ¢, zachodzi bowiem

2 =02t + 2 < gt + a4 = e
7 powyzszego dostajemy
nlirgoan:ﬂHVnGNHk‘ENVmEN[m<k—>\am—ﬁ| <z"].

(2) Niech teraz (o) C L bedzie ciagiem spelniajacym warunek Cau-
chy’ego. Przyjmijmy oznaczenie

oy = Za?xj.

Zdefiniujemy szereg 3 = Y. b;a’, o ktérym pokazemy, ze jest granica

ciagu (o).
Dla ¢ = z istnieje takie k, ze Vm[k < m — |ag — am| < z]. Niech ko
bedzie najmniejsza liczba o tej wlasnoéci. Przyjmujemy

k .
bj = ajo, dla j <0.

Wéwcezas
Jj=0 Jj=0
ko,.j _ d
> el =Y byt
—Oo — 0o

PDefinicje ciata uporzadkowanego zupelnego w sensie Cauchy’ego podajemy wyzej
w pkt. 1.1.



Cialo szeregow formalnych Laurenta 271

a dla m > kg zachodzi
J=0 J=0
ko,.j _ m,.j
> a’al =3 af'al.
—00 —00

Dla ¢ = z? istnieje takie k > ko, ze Vm[k < m — |a — auy| < 2?]. Niech
k1 bedzie najmniejsza liczba o tej wlasnosci.? Przyjmujemy
b1 = alfl .
Wéwezas

j=1 J=1
Z a?lxj = Z bl
—00 —00

a dla m > ki zachodzi

J=1 J=1
> el = S
—0o0 —0o0

Niech dane beda wspdtezynniki ..., by, ..., bs. Zdefiniujemy bsy1. Dlae =
25+2 istnieje takie kqy1, ze ks < kg1 oraz Ym[ksi 1 <m— |y, ,—am| <z5t2].
Przyjmujemy

s+1

_ ks+1
b8+1 =0gy7 -

Woéwcezas
]:3—‘,—1 ]=$+1

kst1,.5 _ o
>l = Y b,
— 00 — 00

adlam > ks

j=s j=s

% )
E a; iyt = E a™a?
—0o0 —0o0

(3) Pokazemy, ze

lim oy = f.
n—oo

Z warunku Cauchy’ego dostajemy, ze dla ustalonego n € N istnieje takie
k., ze zachodzi

Vm € N[k, < m — |ag, — am| < 2"].
7 definicji szeregu 8 wynika, ze

|k, — ijxj\ <"

30Zastrzezenia tego nie bedziemy dalej powtarzaé, ale obowigzuje ono przy definiowaniu
kolejnych wyrazéw k;.
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Ostatecznie dla m > k,, zachodzi

|ij:r:j — Q| < |ijajj — ag, |+ g, — am| < 2™+ 2" < gL

Przyktady: (1) lim z™ =0, (2) granica ciagu

n—o0

n
2 2 j
T, v+, z+x +x3,...,g !, ...
1

S8 .
jest szereg > 7, (3) ciag ( %) nie jest ciggiem Cauchy’ego i nie jest zbiezny.
1

9. Cialo szeregéw formalnych Laurenta L jest tez definiowane jako ciato
ulamkéw pewnego pierécienia calkowitego.?!

Niech F = (F,+,-,0,1) bedzie cialem przemiennym. Przyjmujemy P =
FN. Niech o, 8 € P, gdzie a = {a;}, 8 = {b;}. W P definiowane s ré6wnos¢,
dodawanie i mnozenie:

o = ,3 <—>df Vj[aj = bj],
o+ 0 =g {a; +bj},
Jj=n
Ckﬁ —df {Zj:() ajbn_j}'

Pokazuje sig, ze zbior P z wyzej okreslonymi dziataniami jest pierscie-
niem przemiennym, z jedynka, bez dzielnikéw zera; P = (P,+,-,0,1). Dla
kazdego o € P, jezeli ag # 0, to w P istnieje element odwrotny a~?.

Niech = oznacza element (0,1,0,0,...). Mamy zatem
2 =1(0,0,1,0,0,...), 2>=1(0,0,0,1,0,0,...); itd.,

przyjmujemy tez, ze 2 = (1,0,0,...). Niech kolejne wyrazy ciagu o = {a;}

beda zapisane w postaci (a;,0,0,...). Wéwczas ciag a = {a;} moze przed-
o0 .

stawi¢ jako szereg formalny ) a;x’ = aox® + ayzt 4+ asx® + ... . Przyjmu-
j=0

jac te konwencje, dodawanie i mnozenie w P odpowiada dodawaniu i mno-

zeniu szeregow zdefiniowanemu wyzej w pkt. 2.

9.1. Powtarzajac Webera konstrukcje liczb wymiernych, pierscien P jest
rozszerzany do ciala ulamkéw. W zbiorze P x (P \ {0}) definiowana jest
relacja:

(a1, B1) = (a2, f2) «rqr 12 = azf1.

31Referujemy na podstawie [Niven 1969].
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Relacja & jest rownowaznoscig.
W zbiorze ilorazowym L = (P x (P \ {0}) / definiowane sa dzialania:

(a1, 51) + (a2, B2) =g (1P + 31, B152),
(o1, B1) (a2, B2) =g (raz, BrP2).32

Pokazuje sie, ze L z tymi dzialaniami jest cialem.
Kluczowe dla tego ujecia jest twierdzenie:

Kazdy element (a, ) ciata (L, +,-,0,1) mozna przedstawi¢ w sposéb jed-
noznaczny w postaci

0 .
(o, B) = cha:],
—00
gdzie ¢; € F oraz 3t € ZVj € Z[j <t — ¢j =0 A ¢ # 0].

Dow6d.?3 Jezeli 8 # 0, to istnieje takie 31, ze 8 = "B, gdzie By jest
elementem odwaracalnym pierscienie P. Wéwczas zachodzi

(., B) = (@, 2"B1) = (aft, 2™).

S .
Wiadomo, ze aﬁfl € P, dlatego mozna przyjacé aﬁfl = > c;a). Klasie
=k
o0 . ! 0 .
(a, B) przyporzadkowany jest szereg formalny x =" Zk cjr! = Zk cjxd ™™,
j= j=
Jednoznacznosé tego przedstawienia otrzymamy wprost z definicji relacji
~ i réwnosci w P.

9.2. Tajemniczy znak x, ktéry wystepuje w zapisie szeregu formalnego
oznacza de facto element transcendenty (przestepny) wzgledem ciata F, dla-
tego gdy F jest cialem liczb wymiernych, to czasami w miejsce z pisze si¢ 7.
Tak wiec wielomian nie oznacza tu funkcji wielomianej, w takim rozumieniu
jak to jest w analizie.

Teoriomnogosciowe przedstawienie ciata szeregdéw formalnych nie jest ce-
lem samym w sobie, nie jest tez motywowane dogmatem, ze kazdy obiekt
matematyczny moze by¢ przedstawiony jako zbior. Celem zarysowanej wyzej
konstrukcji jest wskazanie elementu transcendentnego wzgledem dowolnego
ciala przemiennego F. Ciato F mozna w naturalny sposob zanurzy¢ w ciele
szeregow formalnych i wowczas dla kazdego skonczonego ciagu elementow
ag,ai, - -.,an € I, gdzie a; # 0 dla pewnego 1 < i < n, jest

ap+ a1z + -+ apx"™ ¢ F.

32Pomijamy znak klasy réwnowaznosci.
3370b. [Niven 1969], s. 887-889.
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Szereg Laurenta jest ,formalny”, bo suma )  nie oznacza tu granicy.
Mozna wrecz powiedzied, ze szereg formalny jest symbolem, ciggiem znakéw.
Pionierzy analizy matematycznej podobnie jako symbol traktowali ciag Cau-
chy’ego liczb wymiernych.?* Nie potrafili jednak wyjaénié¢ dlaczego granica
ciagu (a,) jest sam ciag (a,), dlaczego nh_)ngo an = (ap). Trudnosé te osta-
tecznie rozwiazuje sie przedstawiajac konstrukcje Cantora w ramach teorii
mnogoéci.?® W przypadku szeregéw formalnych nie ma podobnych trudno-
Sci. Sens redukcji teoriomnogosciowej polega na wykazaniu, ze dla kazdego
ciala § istnieje element transcendenty wzgledem 3.

10. Niech F(x) oznacza cialo funkcji wymiernych o wspodlczynnikach
z F, zatem kazdy element f € F(z) przedstawia si¢ jako f = %, gdzie «, 3
sa elementami pierécienia wielomianéw Fz], tj.

a=ay+ax+...+apx", B=by+bix+- - +byz™, B#O.

F(x) jest nieskoficzonym rozszerzeniem ciata F, tzn. (F(x) : F) = 00.3¢

Korzystajac z przedstawienia funkcji wymiernej w postaci szeregu Lauren-
ta,?” cialo £ uznajemy za rozszerzenie ciala F(x).3® Z uwagi na ten fakt
cialo szeregéw formalnych Laurenta o wspotczynnikach z F jest oznaczane
w literaturze matematycznej jako F((x)).

Cialo Z,((z)) to przyklad ciala szeregéw formalnych, dla ktérego nie
istnieje porzadek zgodny z dzialaniami, Z,((z)) zawiera bowiem cialo 2,
a ciato uporzadkowane jest charakterystyki zero; Z,((x)) jest nazywane cia-
tem szeregdéw nad ciatem reszt modulo p.

10.1. Na uzytek tylko tego jednego punktu przyjmijmy, ze cialo szere-
géw formalnych Laurenta £ o wspotczynnikach z ciala F bedziemy ozna-
czaé jako L. Tak wigc Lg to ciato szeregéw formalnych o wspélczynnikach
z ciala liczb wymiernych Q@ = (Q,+,-,0,1), a cialo Ly, to cialo szere-
géw formalnych Laurenta o wspdlczynnikach z ciata Lg. Podobng konwen-
cje przyjmijmy w stosunku do uporzadkowanego cialta szeregéw formalnych
Laurenta, tak wiec £g oznacza cialo uporzadkowane szeregéw formalnych
Laurenta o wspoétczynnikach z uporzadkowanego ciata liczb wymiernych
9Q=(Q,+,-,0,1,<).

Na podstawie uwag z poprzedniego punktu mozemy wnosié, ze ciala
uporzadkowane Q i £¢ nie sa izomorficzne, bo cialo Lo = Q((z)) jest nie-
skoniczonym rozszerzeniem ciata Q. W konsekwencji nieizomorficzne sa tez

3470b. nizej rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 5; zob. takze [Boyer 1949)], s. 408.
35Z0b. rozdz. Konstrukcja Cantora.

36Z0b. [Browkin 1978], s. 68.

37Zob. wyzej. pkt. 5.2.

38Mozna pokazaé, ze jest to rozszerzenie wlasciwe.
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ciala uporzadkowane £g i £1,. W ten sposéb otrzymujemy nieskonczony
ciag nieizomorficznych cial uporzadkowanych zupetnych:

£0,L0g: LLpys- -+ -

To samo rozumowanie mozemy powtérzy¢ w odniesieniu do uporzadko-
wanego ciata liczb rzeczywistych R oraz uporzadkowanego ciata niestadar-
dowych liczb rzeczywistych R*. W rezultacie otrzymujemy trzy ciagi ciat
uporzadkowanych zupelnych:

(1) 2@7 ELQ) SLL@, cee
(2) R, -, Lre Lrpps o s
(3) m*7 £R*) 'SL]R*’ SLLIR*’ .39

W kolejnych paragrafie przedstawimy twierdzenie Hahna charakteryzu-
jace ciata niearchimedesowe uporzadkowane.

39Pomijamy sprawdzenie, ze kazde dwa ciala z tych ciggéw nie sg izomorficzne.
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W roku 1907, w artykule Uber nichtarchimedischen Grissensysteme
Hans Hahn, nawiazujac do aksjomatyki podanej przez Hilberta, wprowa-
dzil pojecie ciala zupelnego w sensie Archimedesa i pokazal, ze cialo liczb
rzeczywistych jest szczegdlnym ciatem zupelnym w sensie Archimedesa.*!

11. Niech & = (G, +,0) bedzie grupa. Pare (&, <), gdzie < jest po-
rzadkiem liniowym na zbiorze G nazywamy grupa uporzadkowana, gdy dla
dowolnych a, b, ¢ € G zachodzi:

a<b—oa+c<b+te, a<b—oct+a<c+b.

Grupe uporzadkowana (&, <) nazywamy archimedesowa, gdy zachodzi:

Va,b e GIn e N[0 <a <b— b < nal.

Otto Holder, w pracy Die Aziome der Quantitit und die Lehre von
Mass (1901), udowodnil, ze dowolna grupa archimedesowa jest abelowa oraz
jest izomorficzna z pewna podgrupa grupy addytywnej liczb rzeczywistych
(R,+,0,<),%? dlatego dalej bedziemy rozwazaé¢ jedynie grupy przemienne.
Zatrzymamy sie jednak przy dowodzie twierdzenia Holdera, bo w istotny
sposéb jest w nim wykorzystywane utozsamienie liczby rzeczywistej z prze-
krojem zbioru liczb wymiernych.

“00pracowane na podstawie [Ehrlich 1995] oraz [Fuchs 1963], rozdz. TV-VIIL

W wymienionej pracy Hahn pisze: ,Z uwagi na archimedesowe systemy wielkosci,
Hilbert rozdzielit warunek ciagtoéci Dedekinda na dwa warunki: pierwszy to aksjomat
Archimedesa, drugi — to tzw. aksjomat zupelnosci, orzekajacy, ze nie da sie rozszerzyé
systemu wielkosci dodajac don nowe wielkosci w taki sposéb, aby w tym rozszerzonym
systemie zachodzily pozostate aksjomaty, tj. aksjomaty dotyczace dziatan, porzadku oraz
aksjomat Archimedesa. Schoenflies wysunat hipoteze, ze nie istniejg systemy niearchi-
medesowe, w ktérych bytby spelniony aksjomat zupelnosci. Istotnie, jest tak wtedy, gdy
aksjomat zupelnosci rozumiemy w taki oto sposéb: nie mozna rozszerzy¢ systemu tak, aby
zachodzily aksjomaty dotyczace dziatan i porzadku. Jednakze cate zagadnienie moze byé
postawione w zupelnie inny sposéb”; cytowane za [Ehrlich 1995], s. 173.

4270b. [Ehrlich 1995], s. 180-181, [Fuchs 1963], s. 45, [Kurosz 1965], s. 325.
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11.1. Twierdzenie Holdera: Grupa uporzadkowana & = (G, @, e, <) jest
archimedesowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest przemienna oraz izomorficzna
z pewna podgrupa grupy addytywnej liczb rzeczywistych (R, +,0, <).

Niech & bedzie grupa archimedesowa. Rozwazane sa dwa przypadki.
Pierwszy:

(1) JzeGVyeGle<gy<gz—y=ce

Niech g € G bedzie takim elementem, ze Vy € Gle <g y <g g — y = €].
za$ a dowolnym, dodatnim elementem grupy. Istnieje wowczas taka liczba
naturalna n, ze zachodzi: ng < a < (n+1)g. Stad dostajemy e < a—ng < g,
co oznacza, ze a = ng. ® jest zatem grupa cyklicza generowana przez element
g 1 jest izomorficzna z grupag liczb catkowitych (Z,+,0, <).

Gdy zachodzi drugi przypadek:

(2) Vo e Gy e Gle<qgy<g 7],

to grupa & jest przemienna oraz izomorficzna z (R, 4,0, <). Skupimy sie na
wskazaniu izomorfizmu.

Ustalmy a € G, e <g a. Dla dowolnego b € G definiowana jest para
zbioréw:

Ly = {% :m € Z,n € N,ma <qg nb}, Ub:{% :m € Z,n € N,nb <g ma},

dzi ... ® a. Pokazuje sie, 7 Ly, Up) jest kroj
gdzie ma oznacza a & ... ® a. Pokazuje sig, ze para (Ly, Up) jest przekrojem
m—razy
zbioru (Q, <).
Przyjmijmy f(a) =4 1 oraz
f(®) =ar (Lo, Up).

Pokazuje sie, ze odwzorowanie f : G — R jest izomorfizmem grup. Funkcja
f zachowuje tez porzadek, bo gdy e <g b, to dla pewnego n jest: a <g nb,
czyli % € Ly, a wowczas liczba rzeczywista (Ly, Up) jest dodatnia.*?

11.2. Istotnym momentem przedstawionego dowodu jest utozsamienie
liczby rzeczywistej z przekrojem zbioru (Q, <). Implikacja

e<gb—0< f(b),

oparta jest na prawidtowosci dotyczacej przekrojéow. Otéz przyjmujac defi-
nicje porzadku przekrojéw zbioru (Q, <):

(AvB) <(CaD) (_)dfC\A>2’ i

4370b. [Fuchs 1963], s. 45-46, [Kurosz 1965], s. 325-328.
47Zob. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 11.5, przypadek 2(b).
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mozna pokazaé to, co w przedstawionym wyzej dowodzie uznaje sie za oczy-
wiste, mianowicie: jezeli (A4, B) jest przekrojem zbioru (Q, <) oraz istnieje
takie ¢ € Q4, ze ¢ € A, to

((—OO, O]a (05 —I—OO)) = (A’ B)a
co oznacza, ze liczba rzeczywista (A, B) jest dodatnia.

12. Warto$¢ bezwzgledna w grupie uporzadkowanej (&, <) definiowana
jest jak nastepuje:
la| =qf max {a, —a}.

W zbiorze G definiowana jest relacja:
a < b g Vn € N[n|a| < [b]];

element a jest nazywany nieskonczenie mniejszym wzgledem b.
W zbiorze G\{0} definiowana jest relacja:

a=xb<g Im,n e Nmlb| >aAnb<n|al.

Pokazuje sie, ze jest to relacja rownowaznosci oraz, ze dla dowolnych a,b €

G\{0} zachodzi:
a<€bVarxb Vbka.

W zbiorze ilorazowym G\{0}/~ definiowany jest porzadek:
la] < [b] <>qr Fx € [a|Ty € [b][z < y].

Pokazuje sig, ze < jest porzadkiem liniowym.
Grupa (nietrywialna) (&, <) jest archimedesowa wtedy i tylko wtedy,
gdy zbiér G\{0}/~ jest singletonem.

12.1 Niech v = (G\{0}/~, <) bedzie typem porzadkowym.?® Wéwczas
grupa uporzadkowana (&, <) nazywana jest grupa typu -.

13. Grupa (®’,<’) jest rozszerzeniem archimedesowym grupy (&, <),
gdy G C G’ oraz
Vy € G'3z € Gly ~ ).

Kryterium zupelnosci Hahna (dla grup): Grupa (&, <) jest zupelna w sensie
Archimedesa (Archimedean complete), gdy nie istnieje rozszerzenie archime-
desowe grupy (&, <).

45W sprawie pojecia typu porzadkowego zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. VI
oraz rozdz. 11, s. 98.
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Hahn pokazal, ze istnieja grupy niearchimedesowe, ktére sa zupelne
w sensie Archimedesa — sa to odpowiednie grupy Hahna.

14. Grupa Hahna. Niech (I', <r) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowa-
nym. Zdefiniujemy specjalng grupe szeregdéw formalnych o wspoétczynnikach
z ciala liczb rzeczywistych.

Niech A C I' wraz z porzadkiem, ktéry jest zacieénieniem porzadku <p
bedzie zbiorem dobrze uporzadkowanym. Niech

>yt
yeEA
gdzie r, € R, bedzie szeregiem formalnym. Przyjmujemy, ze

R[] = {Z ryx? . A C T},

yeEA

gdzie (A, <r) jest zbiorem dobrze uporzadkowanym. Dalej, dla uproszczenia,
elementy zbioru R[I'] bedziemy zapisywaé¢ w postaci

y
Syt

yel’

Dodawanie i porzadek w zbiorze R[I'] definiowane sa jak nastepuje:

Z ayr? @ Z byx? =g Z (ay + by)z?,

yel’ yel yerl
Z ayr? < Z by’ —qr FyoVyly <r yo — (ay = by A ay, < by,)].
yell yel’
Zbiér R[I'| z dzialaniem @ oraz porzadkiem < jest grupa uporzadkowana;

grupe te nazywa sie grupa Hahna i oznacza symbolem R[I].

14.1. Twierdzenie Hahna o zanurzeniu (dla grup). Niech I" bedzie liczba
porzadkowa. Gdy (8, <) jest grupa uporzadkowana typu I', to istnieje taki
izomorfizm grup uporzadkowanych

h:G — R[I,

ze grupa R[] jest archimedesowym rozszerzeniem grupy, ktéra jest obrazem
grupy (&, <) w przeksztalceniu h.

Twierdzenie Hahna o zupelnosci (dla grup). Grupa R[I'] jest jedyna, z do-
ktadnoécig do izomorfizmu, grupa typu I', zupelna w sensie Archimedesa.
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Tak wiec, gdy w zbiorze I' sa co najmniej dwa elementy, to QR[] jest
grupa niearchimedesowa, zupelna w sensie Archimedesa.

15. Cialo Hahna. Niech (G,+,0,<) bedzie grupa uporzadkowana.
W zbiorze szeregéw formalnych R[G] definiowane jest mnozenie:

Z ayr? © Z byx? =g Z ( Z aub,)z?,  gdzie p,v € G.

yeG yeG yeG ptr=y

Pokazuje sie, ze definicja ta jest poprawna, tj. istnieje taki podzbior
A C G, gdzie (A, <) jest zbiorem dobrze uporzadkowanym i

Z( Z auby,)r? = Z( Z a,b,)z?

yeG ptr=y YyeEA ptv=y

oraz, ze kazda suma

Z auby
ptv=y
ma skonczenie wiele skladnikéw.
7 definicji powyzszej wynika w szczegdlnosci, ze gdy u,v € G, to

@2V = ght,

przy czym
0
apx" =qf ap.

Pokazuje sig, ze grupa R[G| wraz z wyzej zdefiniowanym dzialem jest
ciatem uporzadkowanym. Cialo to nazywa sie cialem Hahna i oznacza sym-
bolem R(G).

Mozna pokazaé, ze cialo R(G) jest izomorficzne z cialem liczb rzeczywi-
stych wtedy i tylko wtedy, gdy grupa (G, +, 0, <) jest trywialna, tj. G = {0}.

16. Cialo uporzadkowane § = (I, +,-,0, 1, <) jest zupelne w sensie Ar-
chimedesa, gdy grupa addytywna (F,+,0, <) jest zupelna w sensie Archi-
medesa.

Hahn pokazal, ze istniejg ciala niearchimedesowe i zupelne w sensie Ar-
chimedesa, czyli takie ciata niearchimedesowe, ze ich grupa addytywna jest
izomorficzna z pewna grupa Hahna. Sa to odpowiednio dobrane ciala Hahna.

17. Niech § = (F, +, -, 0, 1, <) bedzie cialem archimedesowym. W zbiorze
F\ {0}, podobnie jak wyzej w punkcie 12, definiowana jest relacja réwno-
waznosci ~. W zbiorze ilorazowym F \ {0}/~ obok porzadku

[a] < [b] <=qr Tz € [a]Ty € [b]lz <y,
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definiowane jest mnozenie:
[a] @ [b] =g [a - b].

Pokazuje sie, ze struktura (F \ {0}/~,®,[1],<) jest grupa przemienna,
uporzadkowana; przyjmuje sie, ze wyznacza ona typ ciala §, dokladniej:

cialo § jest typu (&, <), gdzie (&, <) jest grupa uporzadkowana, gdy grupa
(8, <) jest izomorficzna z grupa (F \ {0}/~, ®, [1], <).

Moéwimy, ze cialo $) jest archimedesowym rozszerzeniem ciala §, gdy grupa
addytywna ciata $) jest archimedesowym rozszerzeniem ciata §.

Twierdzenie Hahna o zanurzeniu (dla cial). Gdy § jest cialem uporzadko-
wanym typu (&, <), to istnieje taki izomorfizm cial uporzadkowanych

h:F+— R(G),

ze cialo R(G) jest archimedesowym rozszerzeniem ciala, ktére jest obrazem
ciala § w przeksztalceniu h.

Twierdzenie Hahna o zupelnosci (dla cial). Ciato R(G) jest jedynym, z do-
ktadnoscia do izomorfizmu, cialem uporzadkowanym typu (&, <), ktére jest
zupelne w sensie Archimedesa.

Przyjmujac, ze typ ciala wyznacza grupa trywialna, dostajemy, ze ciato
liczb rzeczywistych R jest cialem Hahna SR({0}). Stad cialo liczb rzeczywi-
stych R jest jedynym, z doktadnoscia do izomorfizmu, ciatem uporzadkowa-
nym zupelnym w sensie Archimedesa typu ({0}, <).
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18. Niech F = (F,+,-,0,1) bedzie cialem (przemiennym lub nieprze-
miennym). Norma w F nazywa sie odwzorowanie ¢ : F' — R, spelniajace
warunki:

(1) ¢(a) >0, (0) =0, ¢(1) =1,
(2) (ab) = ¢(a)p(b),
(3) pla+b) < pla) + o (b).

Norme ¢ spelniajaca warunek
(3") pla+0b) <max{p(a),p(d)}, dla abekF,
nazywa sie niearchimedesowa.*”

Pokazuje sie, ze norma jest niearchimedesowa wtedy i tylko wtedy, gdy
©(2) < 1, czy ogdlnie: p(n) < 1. Odpowiednio, norme spelniajaca warunek
©(2) > 1, nazywa si¢ archimedesowa.

Czasami norme oznacza sie tym samym symbolem, co warto$é¢ bezwzgle-
dna. Przyjmujac na chwile te konwencje mozemy napisaé: norma | | jest
archimedesowa wtedy i tylko wtedy, gdy

141 >1
i niearchimedesowa wtedy i tylko wtedy, gdy

[ 14+1+4...+1|<1.
—_— ————

n—razy

Przyklady. (1) Norma trywialana to norma, ktéra przyjmuje tylko dwie
wartosci: (0) =0, ¢(a) =1, dla a # 0. Jest to norma niearchimedesowa.

46Referujemy na podstawie [Browkin 1978], rozdz. IV, Normy w cialach.

4TGdy ¢ jest norma, to funkcja ¢°, gdzie s € R, dana wzorem ¢°(x) = (p(z))*, takze
jest norma. Jezeli ¢ i 1 sa normami w F i istnieje takie s € Ry, ze ¢ = ¥®, to normy
te nazywa si¢ réwnowaznymi. Z uwagi na szkicowos¢ tej prezentacji pomijamy normy
rownowazne, tak wiec gdy méwimy, ze dwie normy sg roézne, to znaczy to, ze nie sg one
réwnowazne.
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(2) Niech o oznacza warto$¢ bezwzgledna w ciele uporzadkowanym
liczb wymiernych Q. Wéwczas @ jest normg w ciele liczb wymiernych Q.
To samo w odniesieniu do wartosci bezwzglednej w ‘R.

(3) Niech C = (C,+,-,0,1) bedzie cialem liczb zespolonych. Funkcja
¢ : C— R dana wzorem

ola+bi) = Va2 + b2

jest norma w ciele C.
(4) Cialo kwaternionéw H = (H, +, -, 0, 1). Zbiér kwaternionéw dany jest
definicja:
H = {a1 + agi + asj + aqk 1 ai,az,as3,a4 € R}

gdzie i, j, k to elementy spelniajace rownania

ij=—ji=k, jk=—kj=1i, ik=—ki=j, *=j>=k"=—-1.
Dodawanie i mnozenie definiowane jest jak nastepuje:

(a1 + agt 4+ asjy + a4k) + (bl + bat + b3j + b4k)
= (a1 + b1) + (ag + b2)i + (a3 + b3)j + (a4 + ba)k,

(a1 + azi + azj + ask)(by + bai + bgj + bsk)
= (a1b1 — azby — agbs — asbs) + (a1ba + a2by + asby — asbs)i
+ (a1b3 + azby + asby — azbs)j + (a1bs + asby + azbz — aszba)k.

Zbiér H z wyzej okreslonymi dziataniami stanowi ciato kwaternionow H.
Funkcja ¢ : H — R dana wzorem

o(ay + agi + asj + ask) = \/a%—ka%—l—a%—l—ai

jest norma w ciele H.
(5) Norma p-addyczna. Kazda liczbe wymierna g € Q mozna przedstawié

w postaci
m

g=7p gdzie m,a,b€Z, b#0, ptab.

Y

Sl RS

Funkcja ¢, : Q — R dana wzorem

—m

ep(q) =p

jest normg w Q; ¢, jest nazywana normg p-addyczng.
Dla dowolnego n jest p,(n) < 1, zatem ), jest norma niearchimedesowa.
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(6) Niech F(x) bedzie cialem funkcji wymiernych o wspétezynnikach
w ciele F, niech ¢ bedzie ustalona liczba rzeczywista wicksza od 1. Kazda
funkcje f(z) € F(z) mozna przedstawi¢ w postaci

_ magla)
) = a" LS

gdziem € Z, a,b € F,b# 0, g(x), h(x) sa wielomianami o wspdlczynnikach
z ciala F, tj. g(z), h(z) € Flz], z t g(z)h(x).
Funkcja ¢, : F(z) — R dana wzorem

Sozv(f ) = C_mv
gdzie ¢ jest pewna liczba rzeczywista wieksza od 1, jest norma w F(x). Dla
kazdego a € F'\ {0} jest v (a) = 1, zatem norma ¢, jest niearchimedesowa.

19. Funkcja o : F' X F' — R dana wzorem
2p(a,b) = p(a —b)

jest metryka na F'; odpowiednia przestrzen metryczna oznaczamy jako
(F, 0,). Topologi¢ wyznaczong przez t¢ metryke nazywamy topologia wy-
znaczona przez norme ¢, a odpowiednig przestrzen topologiczng oznaczamy
jako (F, 7).

Metryka wyznaczona przez norme niearchimedesowa spetnia nieréwnosé

o(a,b) < maz{o(a,c),o(c,b)}, dla a,b,ce F.

W takiej niearchimedesowej przestrzeni metrycznej, dla przyktadu, kazdy
tréjkat jest réwnoramienny, a kazdy punkt lezacy wewnatrz danej kuli jest
jej $rodkiem.
Pokazuje sie, ze jezeli ¢ jest norma w F, to dziatania
(1) FXF> (z,y)—x+y€EF,
(2) Fox— —xz€F,
(3) FXF> (z,y)—x-y€eF,
(4) FA{0} 50 —aleF,
(5) oraz sama funkcja ¢
sq cigglte w topologii 7.

20. Stosujac do przestrzeni (F, p,,) twierdzenie o uzupelnianiu przestrze-
ni metrycznej do przestrzeni zupelnej dostajemy, ze istnieje przestrzen me-
tryczna zupelna (F, ) oraz izometria i : ' — F taka, ze i(F) jest podzbio-
rem gestym (w sensie topologicznym) przestrzeni F.*® Dowéd jest podobny
do konstrukcji zbioru liczb rzeczywistych metoda Cantora:

48Z0ob. [Hausdorff 1937, s. 122-124, [Engelking 1989], t. II, s. 316.
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(1) C = {(an) € FN: (a,) spetnia warunek Cauchy’ego},
(2) (an) = (byn) ©ar nl'i_{go(an —bn) =0,
(3) F=C/~.

Pozostaje jeszcze ustalenie izometrii . Natomiast zbiér i(F') to zbiér klas
abstrakcji wyznaczonych przez ciagi stale (a,a,a,... ), gdzie a € F, dlatego
dalej nie bedziemy odrézniaé¢ F od i(F).

W algebrze powyzsze twierdzenie jest odpowiednio wzmocnione. Poka-
zuje sie mianowicie, ze zachodzi:

»Niech ¢ bedzie normg w ciele F, a g, odpowiadajaca jej metryka. Niech
(F,05) bedzie uzupelnieniem przestrzeni metrycznej (F, 0,,). Wtedy w zbio-
rze I’ mozna jednoznacznie okreslié¢ strukture ciata tak, by JF bylo jego pod-
ciatem i dziatania w F byly funkcjami ciagglymi. Ponadto norme ¢ mozna
jednoznacznie rozszerzyé do takiej funkcji cigglej @ : F — R, ktéra jest
normga” .49

Uzupetnienie ciata F wzgledem normy ¢ oznaczymy jako F, natomiast
dla normy @ zachowamy oznaczenie (.

Wartosé bezwzgledna w ciele uporzadkowanym liczb wymiernych £ to
norma @e, w ciele Q. Gdy liczby rzeczywiste sg rozumiane w ten sposéb, ze
zbiér R jest uzupelnieniem przestrzeni metrycznej (Q, 0, ) do przestrzeni
metrycznej zupelnej, Q = R, to dzialania oraz warto$é¢ bezwzgledna w ciele
R sa, na podstawie podanego twierdzenia, jedynym rozszerzeniem dzialan
oraz wartosci bezwzglednej w ciele Q, tj. @ = R. Tak wiec cialo R jest
jedynym rozszerzeniem ciala Q z norma ¢, do ciala unormowanego zu-
pelnego. A zatem, gdy dana jest konstrukcja liczb rzeczywistych, czy to
Dedekinda, czy Cantora, to mozna przyjacé, ze ciato liczb rzeczywistych jest
tym jedynym uzupelnieniem przestrzeni metrycznej (Q, 0, ) do przestrzeni
metrycznej zupelne;j.

Gdy metryka w ciele liczb wymiernych Q jest wyznaczona przez norme
©p, to Q = Q,, a cialo Q jest oznaczane jako Q.

20.1. Pokazuje sie, ze jezeli ¢ jest norma w ciele liczb wymiernych, to
jest albo norma trywialng, albo norma ¢,, albo norma ¢, i normy te sa
rézne.%0

W zwigzku z tym twierdzeniem ciato liczb rzeczywistych R jest przed-
stawiane jako element ciagu ciat zupelnych, ktére powstaja w wyniku uzu-

4970b. [Browkin 1978], s. 202. W oryginale wystepuja inne oznaczenia literowe.
0Zob. [Browkin 1978], s. 190.
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pelnienia Q z norma ¢, lub ¢oo:

QQ? Q37 Q57 Q77 cee Qoo:R 51

7 uwagi na to przedstawienie ciato liczb rzeczywistych R jest jednym
z wielu cial, ktore sa uzupelnieniem ciata unormowanego Q. Czym zatem
wyréznia si¢ R?

Kryterium matematyczne jest proste: Wsrdd wielu norm, jakie dopuszcza
cialo Q jest tylko jedna norma archimedesowa. Cialo R jest uzupelieniem
ciala Q z ta jedyna norma archimedesowa.

Sprébujemy teraz wyjasni¢ wyrézniong role normy o, przyjmujac per-
spektywe historyczna.

Norma (s jest definiowana via jedyny porzadek liniowy w Q zgodny
z dzialaniami w Q. Idee zgodnosci struktury algebraicznej z porzadkiem
mozna odnalezé¢ juz w Elementach Euklidesa w zwigzku z wystepujacym tam
pojeciem wielkosci ciaglej (wielko$ci geometrycznej). Tak wiec norma @u,
jest historycznie wyrézniona w ten sposéb, ze od czaséw Euklidesa porzadek
zgodny z dziataniami byl wigzany z wielkoscia ciagla.??

Perspektywa historyczna pozwala tez zrozumieé, jak pewne idee zwigza-
ne z definicja norm ¢ i ¢, zbiegaja sie w pojeciu ciala liczb wymiernych.

W dowodach z Ksiegi V, gdzie — przypomnijmy — rozwinieta jest teoria
proporcji wielkosci ciggtych, aksjomat Archimedsa jest stosowany wraz z za-
sada indukcji w wersji: w kazdym niepustym podzbiorze liczb naturalnych
istnieje element najmniejszy.>® Ale najmniejszy z uwagi na jaki porzadek?
To u Euklidesa bynajmniej nie jest jasne. Nie jest przeciez tak, ze istnie-
je tylko jeden porzadek na zbiorze liczb naturalnych zgodny ze struktura
algebraiczna liczb naturalnych (N, +,-,0,1).

Definicja normy ¢, wiaze si¢ z jednoznacznoscig rozkladu liczby na-
turalnej na iloczyn liczb pierwszych, a wiec z zasadniczym twierdzeniem
arytmetyki. Zasada indukcji w wyzej przedstawionej wersji jest stosowana
we wspolczesnym dowodzie zasadniczego twierdzenia arytmetyki,>® a caly
dowdd jest w zasadzie powtérzeniem dowodu twierdzenia 31 z Ksiegi VII
Elementow Euklidesa.

Te trzy idee — zgodnos¢ porzadku z dziataniami, aksjomat Archimedesa,
aksjomat indukcji — zbiegaja si¢ w definicji ciata liczb wymiernych. Cia-
to liczb wymiernych to najmniejsze uporzadkowane ciato archimedesowe,
ktore zawiera liczby naturalne spelniajace warunek: w kazdym niepustym

®1Z0b. [Neukirch 1995], s. 169.

5270b. rozdz. Eudozos versus Dedekind, pkt. 21-24.
53Z0b. rozdz. Eudoxos versus Dedekind, pkt. 1-6.
®4Zob. [Birkhoff, Mac Lane 1957], s. 29-30.
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podzbiorze istnieje element najmniejszy z uwagi na jedyny porzadek zgodny
ze struktura algebraiczng ciala O.

21. Cialo liczb p-addycznych Q, = (Qp, +,-,0,1), to cialo unormowane,
ktore powstaje przez uzupetnienie ciata liczb wymiernych wzgledem normy

¥p-
Pokazuje sie, kazdy element zbioru Q, przedstawia si¢ jednoznacznie

W postaci szeregu
[e.e]
m
E amp
i=m

gdzie a,, € {0,...,p — 1}, zaé m € Z.5°

21.1. Wtasnosci analityczne ciala Q,. Podamy dwie wtasnosci, ktére od-
rézniaja cialo Q, od ciala liczb rzeczywistych Q. Niech (a,) C Qp, wéwczas:

(1) ciag (ay) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy nlingo (an —ant1) =0,
(2) szereg > o2, ay, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy lingo a, =0.°6
n—

21.2. Wiasnosci topologiczne. Zbior Q) z topologia 7,, jest przestrzenia
Hausdorffa, lokalnie zwarta, catkowicie niesp6jna.®” Z kolei przestrzen to-
pologiczna (R, 7, ) = (R, 7<) jest przestrzenig Hausdorffa, lokalnie zwarta
i sp6jna. Ten ostatni warunek oznacza ni mniej ni wiecej jak to, ze porzadek
liczb rzeczywistych jest ciagly w sensie Dedekinda.?®

22. Zwiazek miedzy zupelnodcia ciala a norma archimedesows ustalony
jest w twierdzeniu:

»Jezeli cialo F jest zupelne w metryce odpowiadajacej normie archimedso-

wej ¢, to F jest izomorficzne z cialem liczb rzeczywistych lub ciatem liczb

zespolonych, a norma jest réwnowazna ze zwykla wartoscia bezwzgledng” >

Dodajmy, ze cialem zupelnym z normg archimedesows jest tez ciato kwa-
ternionow H, a ,zwykla warto$é bezwzgledna” to wyzej zdefiniowane normy
w ciatach C i H.%° Innymi stowy, kazde cialo unormowane, z norma archime-

57Z0b. [Gouvéa 2000], s. 69, [Narkiewicz 1977], s. 334.

6Zob. [Narkiewicz 1977], s. 330.

770b.[Gouvéa 2000], s. 64-65, [Neukrich 1995], s. 172, [Robert 2000], s. 38. Lokal-
na zwarto$¢ oznacza, ze dla kazdego punktu istnieje otoczenie U, ktérego domkniecie
U jest zbiorem zwartym. Calkowita niespéjnoéé oznacza, ze dla kazdego punktu a iloczyn
wszystkich zbioréw domknigto-otwartych zawierajacych a jest singletonem {a}.

%870b. wyzej rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 3.1.

9 [Browkin 1978], s. 204.

59Zob. [Maurin 1991], t. II, s. 316. W wyktadzie J. Brokwina pominieto H, bo rozwazane
sg tylko ciala przemienne.
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desowa i zupelne w sensie Cauchy’ego jest izomorficzne albo z cialem liczb
rzeczywistych z norma zadana przez warto$¢ bezwzgledna, albo z ciatem
liczb zespolonych z normg zadana przez metryke euklidesowa, albo z ciatem
kwaternionéw z norma zadana przez metryke euklidesows.

Twierdzenie to zostalo ogloszone w roku 1918 przez Aleksandra Ostrow-
skiego i w literaturze jest nazywane twierdzeniem Ostrowskiego.5!

22.1. Krzysztof Maurin opatrzyt powyzsze twierdzenie nastepujacym ko-
mentarzem:

,T'wierdzenie Ostrowskiego ma duze znaczenie filozoficzne: wykazuje jak
idea ciata z norma archimedesowa realizuje si¢ w trzech najwazniejszych
ciatach: R, C i ‘H. Cialo liczb rzeczywistych byto znane juz w starozytnosci
(Eudoksos), cho¢ dopiero R. Dedekind w roku 1858 (drukiem w roku 1872)
podal pierwsza definicje liczby rzeczywistej — za pomocg przekroju w ciele
Q. Cialo R mozna aksjomatycznie okreéli¢ jako przemienne, zupelne liniowo
uporzadkowane cialo archimedesowe.

Ciato liczb zespolonych C powstato 2000 lat pdézniej dzieki wysitkom
Gaussa i Cauchy’ego. Kwaterniony, jak wiemy, odkryt W. R. Hamilton
(1805-1856) w roku 1843, a ich obszerny wyklad podal w Lectures on
Quaternions, Dublin 1853 .62

,2Duze znaczenie filozoficzne” — ale jakie? Dlaczeg6z to ciata R, C i H
sa ,wazniejsze” od cial Q,7 Dlaczegdz to norma archimedesowa jest ,waz-
niejsza” od niearchimedesowej? Czy z twierdzenia Ostrowskiego wynika, ze
liczby rzeczywiste ,mozna aksjomatycznie okresli¢ jako przemienne, zupet-
ne liniowo uporzadkowane ciato archimedesowe”? Jakie sg dowody na to, ze
»przemienne, zupelne liniowo uporzadkowane ciatlo archimedesowe” ,byto
znane juz w starozytnosci”?

(1) Rozdzial Fudozos versus Dedekind poswieciliSmy w calosci pytaniu,
czy cialo liczb rzeczywistych bylo istotnie znane w starozytnosci. W tym
miejscu mozemy powtérzyé, ze teza, iz Eudoxos znal liczby rzeczywiste jest
z matematycznego punktu widzenia bezpodstawna, gdyz struktura wielkosci
ciaglych (geometrycznych), jaka otrzymaliémy interpretujac Ksiege V Ele-
mentow Euklidesa jest inng struktura niz cialo uporzadkowane w sposob
ciagly. Na gruncie historycznym natomiast, badajac rozwdj pojecia ,wiel-

1%0b. A. Ostrowski, Uber einige Losungen der Funktionalgleichung p(z)o(y) = o(zy),
Acta Mathematica 41, 1918; podajemy za [Koecher, Remmert 1995], s. 245.

62[Maurin 1991], t. II, s. 316. Jakkolwiek w zacytowanym fragmencie wystepuja te
same litery Q, R, C, H, co w niniejszej pracy, to jednak w ksiazce Krzysztofa Maurina
nie odréznia sie symbolicznie cial R i %R, czy Q i Q.
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ko$¢”, mozna owszem uzasadni¢ zwigzek miedzy pojeciem ciata uporzad-
kowanego w sposob ciagly, a pojeciem wielkosci w takim rozumieniu, jakie
odnajdujemy w teorii proporcji Eudoxosa.%?

(2) Dedekind istotnie podal definicje liczby rzeczywistej, ale tylko ty-
le. Definicja moéwiaca, ze liczby rzeczywiste sa szczegblnym (maksymalnym
w sensie, ktéry bedzie nizej sprecyzowany) cialem uporzadkowanym i ar-
chimedesowym pochodzi od Hilberta.%* W Stetigkeit und irrationale Zahlen
porzadek liczb rzeczywistych nie jest wprost charakteryzowany ani przez
zgodnos¢ z dziataniami, ani przez aksjomat Archimedesa, a jedynie przez
ciaglo$¢ w sensie Dedekinda. Dopiero z czasem konstrukcje Dedekinda na-
zwano cialem uporzadkowanym, archimedesowym i zupelnym (w sensie Cau-
chy’ego).

(3) Gdy liczby rzeczywiste sa definiowane jako szczegdlne cialo uporzad-
kowane, to zupetlnos¢ w sensie Cauchy’ego musi by¢ rozumiana jako zupet-
noé¢ ciata uporzadkowanego, a nie tak, jak to jest w teorii cial unormowa-
nych, jako zupelno$é przestrzeni metrycznej. Z matematycznego punktu wi-
dzenia, jesli tylko jest wyraznie powiedziane, jak rozumiana jest zupelnosé,
nie ma to zadnego znaczenia, natomiast z filozoficznego punktu widzenia jest
to wazne. Pojawia sie bowiem pytanie, na jakiej podstawie mozna porowny-
waé zupelnosé ciala uporzadkowanego i zupelnos$é przestrzeni metrycznej,
na jakiej podstawie mozna porownywaé archimedesowo$¢ porzadku w ciele
i archimedesowo$é normy w ciele.

W miejsce magicznej ,realizacji idei ciala z norma archimedesows” pro-
ponujemy méwi¢ o interpretacji aksjomatu Archimedesa.’® W takim podej-
$ciu mozemy moéowi¢ o faktach, mianowice o tekstach zrédlowych, mozemy
tez pokazaé, co w réznych tekstach byto nazywane aksjomatem Archimede-
sa. Historia aksjomatu Archimedesa ma swéj poczatek — definicja 4 z Ksiegi
V Elementow Euklidesa. Sam Archimedes odnoszac sie do tej definicji po-
dal juz odmienna formule.?® W miejsce ,idei normy archimedesowej” wy-
starczy poprzesta¢ na odnalezieniu samej definicji normy. Tak jak aksjomat
Archimedesa mozemy zwiaza¢ z konkretnymi tekstami, tak i pojecie normy,
via pojecie liczby rzeczywistej, mozemy zwiaza¢ z konkretnymi tekstami,
doktadniej chodzitoby tu o tekst, w ktérym po raz pierwszy zdefiniowano
wartosé bezwzgledna z liczby rzeczywistej.6”

(4) Na podstawie twierdzenie Ostrowskiego w klasie cial unormowanych

53Z0b. rozdz. Eudozos versus Dedekind.

54Zob. rozdz. Aksjomaty, pkt. 1.

557 uwagi na stowa ,duze znaczenie filozoficzne” przyjmujemy, ze zwrot idea ciala
z norma archimedesowa realizuje sie ...” nie jest jedynie figura retoryczna.

56Z0b. rozdz. Fudozos versus Dedekind, pkt. 4.2.

57Zob. rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 1.1.
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mozna wyrdzni¢ ciato liczb rzeczywistych: jest to cialo z normg archimede-
sowa, zupelne (jako przestrzen metryczna), przemienne (w odréznieniu od
ciala kwaternionéw H), ktére nie jest algebraicznie domknietne (w odréz-
nieniu od ciata liczb zespolonych C). Zdanie to mozna by uznaé za definicje
i zrazu wydaje, ze w charakterystyce ciata liczb rzeczywistych mozna po-
mingé¢ porzadek. Jednakze juz w samej definicji ciala unormowanego liczby
rzeczywiste sg rozumiane jako cialo uporzadkowane. Dlaczego?

Otéz norma to specjalna funkcja rzeczywista, ktérej przeciwdziedzing
jest zbiodr liczb rzeczywistych dodatnich wraz z zerem. Pojecie ,,zbiér liczb
rzeczywistych dodatnich” jest zwigzane z tym, ze liczby rzeczywiste sa cia-
tem uporzadkowanym.%®

58W teorii cial unormowanych, na przyklad wtedy, gdy wykorzystywane sg funkcje
rzeczywiste logx, czy ¢”, zaklada si¢ réwniez ciagltos$é porzadku liczb rzeczywistych. Zob.
[Browkin 1978], rozdz. IV.



Cialo topologiczne®”

23. Cialo topologiczne (F,T), to cialo algebraiczne F = (F,+,-,0,1)
z taka topologia 7, ze dzialania w F

(1) FXF> (z,y)—x+y€EF,
(2) Fox— —z€F,

(3) FXF> (z,y)—xz-y€EF,
(4) F\{0} 2z —ateF.

sg ciagle w topologii 7.

Jezeli przestrzen topologiczna (F,T) jest spéjna, to cialo topologiczne
nazywane jest spojnym. Pokazuje sie, ze kazde cialo topologiczne jest albo
spéjne, albo catkowicie niespdjne.

Jezeli przestrzen topologiczna (F, 7) jest lokalnie zwarta, to cialo topolo-
giczne nazywane jest lokalnie zwartym.”® Gdy topologia 7 nie jest dyskretna
i (F, ) jest przestrzenia lokalnie zwarta, to ciato topologiczne nazywane jest
cialem cigglym.

Pokazuje sie, ze jezeli (F,T) jest cialem topologicznym, to przestrzen
(F,T) jest regularna.”

Podobnie jak cialo definiowany jest pierécien topologiczny.

23.1. Topologia w ciele F jest wprowadzana przez zdefiniowanie bazy
otoczen w kazdym punkcie. Gdy dana jest baza otoczen zera iy, to rodzina
Uy ={a+U: U € Uy} stanowi baze otoczen punktu a.

Pokazuje sie, ze cialo topologiczne lokalnie zwarte ma przeliczalng baze
otoczen w kazdym punkcie.

59Referujemy na podstawie [Pontriagin 1961], rozdz. IV Ciala topologiczne.

"0Zbiér zwarty Pontriagin nazywa zbiorem dwuzwartym; zob. [Pontriagin 1961], §13.

"' Zob. [Pontriagin 1961], s. 95. Przestrzei topologiczna (X, 7) jest regularna, gdy spet-
nione sg dwa warunki: (1) dla kazdych z,y € X istnieje U € 7, taki ze v € U oraz y ¢ U,
(2) dla kazdego z € X, dla kazdego zbioru domknigtego H istnieja zbiory Ui, U € T,
takie ze x € Uy, H C Uy oraz Uy NUz = .
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»Istnienie przeliczalnej bazy w kazdym punkcie daje mozliwos¢ do zastoso-
» 72

wania badania cial topologicznych pojecia ciagu zbieznego”.
Niech (a,) C F, niech a € F. Granica ciagu (a,) w ciele topologicznym
(F,7) jest definiowana nastepujaco:

lim a, = a <q YU € U, IkVn[n > k — a, € U].

n—oo

Jezeli istnieje przeliczalna baza otoczen {U,} punktu b, to rodzina {V,,},
gdzie V,, = Uy N ... N Uy, stanowi przeliczalng baze otoczen punktu b oraz
zachodzi: V1 D Vo D ... DV, D... . Wéwczas, gdy b € M\{b}, to istnieje
taki ciag punktéw (b,) C M, ze nlggo b, = b.

Jezeli lim a, = a oraz lim b, = b, to na podstawie ciagloéci dziatan
n oo n—oo

w ciele (F, ) zachodzi:

7}1_)120(@” +b,) =a+0b, nlLrIgo anby, = ab, nli—{%o(_a”) = —a,

lim a,' =a!, dla a#0.

n—oo

Ciag (an) C F nazywany jest ,podstawowym”, lub inaczej ciagiem Cau-
chy’ego, gdy

VYU € Yp3kVn, m[n,m >k — (an, — ap) € Ul.

,2Dwa ciagi ai, ao,...,0n,... 1 by, ba,..., by, ... nazywamy réwnowaznymi,
jezeli ciag a1, b1, ao, bo,...,an, bn,... jest ciagiem podstawowym. Mozna
bezposérednio pokazaé, ze jezeli dwa ciagi sa zbiezne do jednego punktu, to
sg one réwnowaznymi ciggami podstawowymi. Latwo réwniez dowiesé, ze
jezeli cialo K jest lokalnie dwuzwarte [tj. lokalnie zwarte — P.B.] to kazdy
ciag podstawowy jest w nim zbiezny”.”™

Lokalng zwarto$é ciala topologiczna mozna zatem rozumieé (interpre-
towaé) jako wlasnosé, ktéra dotad nazywalidémy zupelnoscia w sensie Cau-
chy’ego.

" [Pontriagin 1961], s. 144.
3 [Pontriagin 1961], s. 145.
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23.2. Niech § = (F,+,-,0,1,<) bedzie cialem uporzadkowanym. Na-
turalng topologia w § jest topologia porzadkowa 7., ktorej baze stanowi
rodzina przedzialéw otwartych:

{(a,b): a,b€ F, a<b}, gdzie (a,b)={r€F: a<z<b}.™

Jezeli § jest cialem uporzadkowanym, to mozna pokazaé, ze (F, 7<) jest
cialem topologicznym.

Przestrzen topologiczna (F, 7<) jest sp6jna wtedy i tylko wtedy, gdy po-
rzadek < w ciele § jest ciagly w sensie Dedekinda.”™ Tak wiec, z wyjatkiem
ciata liczb rzeczywistych R, wszystkie omawiane dotad ciata uporzadkowa-
ne, w szczegolnosci ciata uporzadkowane szeregdéw formalnych Laurenta sa
cialami topologicznymi niespéjnymi (w istocie catkowicie niespéjnymi).

23.3. Przyjmijmy F; = (F1,+,-,0,1). Niech (Fi, ) bedzie takim cia-
tem topologicznym, ze baza otoczen w kazdym punkcie jest przeliczalna.
Niech (F2,72) bedzie cialem topologicznym lokalnie zwartym. Niech P, =
(P1,+,+,0) bedzie takim podpierscieniem ciata F, ze P, = Fy. Niech P, =
(P9, +,-,0) bedzie podpiericieniem ciala Fy. Niech f : P; — Py bedzie
izomorfizmem pierécieni topologicznych P; i P».”® Pokazuje sie, ze istnie-
je dokladnie jeden izomorfizm ¢ ciata topologicznego (Fj,71) na podcialo
topologiczne (F, 7o) ciata (Fa, 12), taki ze pp, = f.

Odpowiednikiem uzupelnienia ciata unormowanego do ciata unormowa-
nego zupelnego jest w teorii cial topologicznych pojecie ciagtego domkniecia.
Otéz méwi sie, ze cialo topologiczne (F,7T) dopuszcza ciagle domkniecie
jezeli moze by¢ odwzorowane izomorficznie na podciato pewnego ciata cia-
glego (K, 7). Korzystajac z wyzej przytoczonego twierdzenia pokazuje sie,
ze domkniecie ciagle ciala (F, 7) jest wyznaczone jednoznacznie i nie zalezy
od wyboru ciala (IC, 7 ); domkniecie ciagle ciata (F, T) jest oznaczane jako
(F,7).

Gdy dana jest konstrukcja liczb rzeczywistych, czy to Dedekinda, czy
Cantora, to zaréwno liczby wymierne, jak i liczby rzeczywiste moga by¢
ujete jako ciala topologiczne odpowiednio (Q,7<) i (R,7<). Z konstrukcji

"0d Dedekinda pochodzi ogélniejsze rozumienie przedziatu: przedziatem w zbiorze
liniowo uporzadkowanym (X, <) jest taki podzbiér P C X, ze Vz,y,z € X[(z,y € P A
x < z<y) — z € P; zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], s. 209; [Dedekind 1872], s. 147,
oraz wyzej rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 16.3. Gdy porzadek w X jest ciagly, to przy
zalozeniu, ze przedzial jest zbiorem ograniczonym, kazdy (otwarty) przedzial w rozumieniu
Dedekinda jest postaci (a,b), dla pewnych a,b € X. Ale juz w ciatach 9, czy R* tak nie
jest.

7570b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 3.1.

"6To znaczy f jest izomorfizmem i homeomorfizmem.
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wynika, ze (R, 7<) jest cialem lokalnie zwartym, zatem cialo (Q, 7<) dopusz-
cza ciaglte domkniecie (Q, 7<). Z konstrukeji wynika takze, ze cialo (Q, 7<)
ma przeliczalna baze oraz to, ze w przestrzeni topologicznej (R,7.) jest
Q = R. Zatem, na podstawie powyzszych ustalen jest: (Q,7) = (R, 7<).

24. ,Klasyczne ciala ciggle”.

,Cialo topologiczne przemienne D' liczb rzeczywistych i cialo topologiczne
przemienne D? liczb zespolonych znajduja szerokie zastosowanie w mate-
matyce i sa wszystkim dobrze znane. Podamy w tym paragrafie opis ciata
kwaternionéw D?, ciala przemiennego K?¥ liczb p-addycznych i ciala prze-
miennego K? szeregéw nad ciatem reszt modulo p”.”7

Pokazuje sig, ze cialo liczb wymiernych Q z baza otoczen zera {V,,:n €
N}, gdzie

Y2

%? (Ir’bGZ,pr}

Vn:{qu: q= b

oraz cialo funkcji wymiernych Z,(x) z baza otoczen zera {V,, : n € N},
gdzie

o f()
Vo= {0 F@ho@) € Blal, a9},

sa cialami topologicznymi, oznaczmy je jako (Q,71) i (Zp(x), 12).
Pokazuje sie, ze kazde z tych ciatl dopuszcza ciagte domkniecie.

»Dow6d przeprowadzimy przy pomocy bezposredniej konstrukeji cial Kf
i K7™ ktére sa ciagtymi domknieciami (Q,71) i (Z,(x), m2).

Pokazemy w zarysie, jak wyglada ta konstrukcja.

24.1. W zbiorze szeregéw formalnych Laurenta L = {}" a;a27 : a; € Z,}
definiowana jest topologia w nastepujacy sposéb. Niech a = > a2/ € L.
Przyjmuje sie

Un(a) ={beL: VjEZ[j <n—a;=0b;]}, gdzie b= bja’.

Przeliczalna rodzina zbioréw {U,(a) : n € N, a € L} wyznacza topologie
71, na zbiorze IL. Pokazuje sie, ze przestrzen topologiczna (IL, 71 ) jest lokalnie
zwarta i catkowicie niespdjna. W kolejnym kroku na zbiorze L definiowana
jest, na dwa rozne sposoby, struktura ciala algebraicznego.

" [Pontriagin 1961], s. 146.
8 [Pontriagin 1961], s. 152.



Ciato topologiczne 295

Jj=n )
Niech S bedzie zbiorem skoriczonych szeregéw formalnych - ajz7;
j=m

S:{ZajijIL: InVj € Z[j > n — a; = 0]}.

j=m
Nastepnie definiowane sg zbiory:

SpZ{pimeQ: q€Qp, meZ}, Sx:{‘};(x): f(z) € Zp[z],m € Z}.

m
Zbior S, jest zamkniety na dodawanie i mnozenie w ciele Q, natomiast
Sz jest podpierscieniem ciata funkcji wymiernych Z,(z).
Funkcje
Wp:S =Sy, wz:S—S,

dane wzorami:

j=n

Jj=n ) ) j=n 4 j=n .
wp( Y aza?) = aip!,  we(Y ] ajal) =) ajal,
j=m j=m j=m

j=m
sg bijekcjami. W zbiorze S, na dwa sposoby, definiowane sg dzialania:
atpb= Wp_l(wp(a) +wp(b)), apb= Wp_l(wp(a)wp(b))a

a4z b=w, Hwe(a) +we (b)), a-b=w; (we(a)ws(D)).

W kolejnym kroku operacje te sa rozszerzane ze zbioru S na caty zbiér L
tak, ze w rezultacie powstaja dwa pierscienie: (L,+p,,,0,1) i (L,+4, 2,0,1).
Pokazuje sie, ze pierscienie te z topologia 77, sa cialami ciaglymi; oznaczmy
je jako (Lp, 1), (L, 71). Tak wiec (L£p,71) to cialo topologiczne Q,, zas
(L, Tr) to cialo topologiczne Z,((x)).

Doktadniej: W poprzednim paragrafie cialo Q) zostato zdefiniowane ja-
ko uzupelnienie ciala unormowanego liczb wymiernych z norma ¢, do ciala
unormowanego zupelnego. W paragrafie Cialo szeregéw formalnych Lau-
renta cialo Z,((x)) zostalo zdefiniowane wprost przez okreslenie dzialan
na zbiorze L. W konstrukcji przedstawionej przez Pontriagina ciato topo-
logiczne Q,, jest definiowane jako domkniecie ciagle ciala topologicznego
(Q, m1). Cialo topologiczne Z,((x)) jest definiowane jako domkniecie ciagle
ciata topologicznego (Z,(x), 12). Ciala topologiczne (Qp,71) i (Z,(()), 1)
sg wiec definiowane na podstawie twierdzenia o jednoznaczno$ci domkniecia
cigglego.
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W odréznieniu od uzupelniania ciata unormowanego liczb wymiernych,
gdzie na poczatku konstrukcji ustalona jest struktura algebraiczna, a nastep-
nie definiowane sa rézne normy, w tym przypadku na zbiorze L najpierw
wprowadzona jest topologia 77, a nastepnie konstruowane sa dwie struk-
tury algebraiczne, ktore sa zgodne z topologia 77, w tym sensie, ze kazda
z powstatych struktur jest cialem topologicznym.

25. W roku 1932 Lew Pontriagin udowodnit twierdzenie:

,2Kazde spdjne, lokalnie dwuzwarte ciato topologiczne jest izomorficzne
z cialem topologicznym liczb rzeczywistych, lub z cialem topologicznym liczb

zespolonych, lub z cialem topologicznym kwaternionéw”.™

Dowdéd sktada sie z dwoch zasadniczych czedci:

(1) Kazde cialo ciagle zawiera jako swoje podcialo jedno z cial topo-
logicznych (R, 7<), (Qp, 1) lub (Z,((z)),7r) i jest jego skonczonym roz-
szerzeniem. Ciala (R, 7<), (Qp, 71) nie zawieraja zadnych podcial cigglych
wladciwych, a kazde podcialo ciagle ciala (Z,((z)),7r) jest izomorficzne
z nim samym.

(2) Twierdzenia Frobeniusa. Niech F = (F, +, -, 0, 1) bedzie cialem (prze-
miennym lub nieprzemiennym) takim, ze cialo liczb rzeczywistych R zawarte
jest w centrum ciata F. Niech (F,+,0) bedzie przestrzenia wektorowa nad
(R, +,0), niech zbiér {1,e1,...,e,} C F stanowi baze tej przestrzeni. Ciato
F jest wowczas albo identyczne z R, albo jest izomorficzne z ciatem liczb
zespolonych C, albo jest izomorficzne z ciatem kwaternionéw H.80

Dalej rozumowanie jest nastepujace: Jezeli cialo jest spdjne, to topologia
w ciele nie jest dyskretna, tak wiec ciato spdjne i lokalnie zwarte jest ciagte.
Wiedzac, ze kazde ciato topologiczne jest albo spdjne, albo niespdjne dosta-
jemy, ze cialo spdjne, lokalnie zwarte jest skoniczonym rozszerzeniem ciala
topologicznego liczb rzeczywistych, a zatem, albo cialem topologicznym liczb
zespolonych, albo cialem topologicznym kwaternionéw.

25.1. Krétko o dowodzie twierdzenia Frobeniusa. (1) Gdy F = R to
twierdzenie jest oczywiste. Niech zatem F # R. Przyjmuje sie

I={zeF: 22cRAz2<0}.
7o [Pontriagin 1961], s. 157; po raz pierwszy twierdzenie to bylo ogloszone w artykule:
L. Pontriagin, Uber stetige algebraische Korper, Annals of Mathematics 33, 1932.
80Zob. [Pontriagin 1954], s. 148-151. Po raz pierwszy twierdzenie to zostalo udowod-
nione przez Ferdinanda Frobeniusa w roku 1877; podajemy za [Koecher, Remmert 1995],
s. 229.
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Pokazuje sie, ze zachodzi
Va € FAlr e Rz € Ila=r + z].
Pokazuje sie, ze (I, +,0) jest podprzestrzenia liniowa, tzn.
Ve,y € FVr,s € Rlz,y € I — rz+ sy € I].

Gdy kazde dwa elementu przestrzeni (I, +,0) sa liniowo zalezne, to ele-
menty ciala F mozna przedstawi¢ w postaci r 4+ si, gdzie r,s € R, za$
i? = —1, a wtedy F jest izomorficzne z cialem liczb zespolonych.

Gdy do przestrzeni (I, +,0) naleza dwa elementy liniowo niezalezne, wte-
dy F jest izomorficzne z cialem kwaternionéw H, natomiast zatozenie, ze F

jest wlasciwym rozszerzeniem ‘H prowadzi do sprzecznosci.

26. We wstepie do rozdziatu Ciala topologiczne Pontriagin pisze:

,Ciato ciagle jest obiektem topologiczno-algebraicznym, ktéry jest okreslo-
ny przy pomocy stosunkowo malej liczby bardzo naturalnych aksjomatéws;
a jednak obiekt ten okazuje sie nadzwyczaj konkretny. Pokazemy, ze istnieja
tylko trzy rézne spdjne ciala ciagte, a mianowicie ciato liczb rzeczywistych,
cialo liczb zespolonych i cialo kwaternionéw. [...] Wspomniane ciala ciagte,
mianowicie ciato liczb rzeczywistych, ciato liczb zespolonych, ciato kwater-
nionéw, ciata liczb p-adycznych i ciato szeregdéw nad ciatlem reszt modulo p,
mozna uwazac za klasyczne ciata ciggle. Wszystkie one sa stosunkowo dawno
znane i odgrywaja w matematyce istotna role. Sformutowane wyzej wyniki
dotyczace jednoznacznosci pokazuja, ze rola klasycznych cial cigglych w ma-
tematyce ttumaczy sie nie historyczng przypadkowoscia rozwoju tych pojec,
a ich logiczna koniecznoscia. Tak wiec wyniki tego rozdzialu maja pewien
sens filozoficzny: daja one logiczne wyjaénienie historycznego rozwoju pojeé
liczb rzeczywistych i zespolonych” 8!

26.1. ,Historyczna przypadkowo$¢” wversus ,logiczna konieczno$é”. Na
podstawie dowodu twierdzenia Pontriagina mozemy powiedzieé, ze wyroz-
nione sa trzy ciala ciagle: cialo topologiczne liczb rzeczywistych, ciato
topologiczne Q,, i cialo topologiczne Z,((x)). Nie wida¢ natomiast jaka to
Hlogiczna koniecznos$¢” kaze nam wyrdznié ciata spojne?

W tezie twierdzenia Pontriagina liczby rzeczywiste sa okreslone jako cia-
to topologiczne, w dowodzie natomiast sa rowniez cialem uporzadkowanym
— jest tak juz w dowodzie twierdzenia Frobeniusa, w definicji zbioru I. Nie
ma tu oczywiscie sprzecznosci, a najpewniej jest domniemane, ze topologia

8![Pontriagin 1961], s. 142.
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na zbiorze R, to naturalna topologia porzadkowa 7.. Dalej, o ciele topo-
logicznym (R, 7<) wiadomo, ze jest lokalnie zwarte i spdjne, ale skad to
wiadomo?

Pontriagin pisze, ze klasyczne ciata ciagle ,sa stosunkowo dobrze zna-
ne”. Skad sa znane liczby rzeczywiste? Przede wszystkim jako konstrukcja
Dedekinda: liczby rzeczywiste dane jako konstrukcja Dedekinda moga by¢
ujete jako cialo topologiczne, a wéwczas mozna pokazaé, ze w topologii 7
sg one ciatem lokalnie zwartym, spéjnym oraz Q = R. Przypomnijmy zara-
zem, ze naczelnym motywem rozprawy Stetigkeit und irrationale Zahlen byto
,Czysto arytmetyczne i w pelni Scisle ugruntowanie zasad analizy infinite-
zymalnej”, Dedekind za$ zwiazal to z ,rzeczywista definicjg istoty cigglo-
$ci” .82 Istota cigglosci” wedtug Dedekinda, to — jak pamietamy — szczegdlna
charakterystyka uporzadkowania liczb rzeczywistych, mianowicie ciagtosé
w sensie Dedekinda. Gdy liczby rzeczywiste sa ujmowane jako przestrzen
topologiczna z topologia 7, to spéjno$¢ przestrzeni topologicznej (R, 7<)
oznacza ni mniej ni wiecej, jak ciagtoéé porzadku liczb rzeczywistych.

Zagadnienie ,,czysto arytmetycznych i w pelni Sciste ugruntowanych za-
sad analizy infinitezymalnej” mozna jednak — jak wiemy — rozwiazaé
w strukturze niestandardowych liczb rzeczywistych S*.%8% Lecz cialo topo-
logiczne (R*, 7<) jest cialem niesp6jnym i w ogdle nie jest — jesli wolno tak
powiedzie¢ — zauwaZone przez twierdzenie Pontriagina. Tak wiec ciato topo-
logiczne liczb rzeczywistych jest ,historycznie przypadkowe” w tym sensie,
ze jest ono zwigzane z wyrdznionym, ale tylko historycznie, rozwigzaniem
problemu arytmetycznych podstaw analizy infinitezymalnej”.

Reasumujac: spojnos¢ wyrdznia w klasie cial ciagltych ciato liczb rzeczy-
wistych, ale sama kategoria spdjnosci jest wyrdzniona jedynie historycznie.

27. Na podstawie twierdzenia Pontriagina liczby rzeczywiste mozna zde-
finiowaé jako szczegdle ciato topologiczne. W tym celu nalezy znalezé pod-
stawe do odréznienia ciata topoligicznego R od cial topolgicznych C i H.
Pierwszy sposéb, w jaki mozna to uczyni¢ omoéwiliSmy przy okazji twierdze-
nia Ostrowskiego, powtoérzy: cialo liczb rzeczywistych jest cialem przemien-
nym (w odréznieniu od H) i nie jest algebraicznie domknigte (w odréznieniu
od C). Podamy teraz drugi sposob, ktory nie odwoluje si¢ do zasadniczego
twierdzenia algebry. Otéz ciato topologiczne liczb rzeczywistych mozna od-
réznié¢ od ciata topologiczne liczb zespolonych i kwaternionéw za pomoca
pojecia wymiaru topologicznego.

8270b. [Dedekind 1872], s. 132-133.
83Z0b. rozdz. Niestandardowe liczby rzeczywiste.
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Przypomnijmy pojecie wymiaru. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia regu-
larng. Skonczony wymiar topologiczny (Mengera-Uryhsona) ind X definio-
wany jest indukcyjnie:

(1) ind X = —1 g X =0,
(2) Vee XVU €3V erjzx €U CV —ind FrU < n—1]) —ind X <n,
(3) (ind X <nA-=(ind X <n—1)) —ind X =n’

Topologie w ciatach R, C i H sa rozumiane jako topologie wprowadzone
przez normy w tych ciatach.®® Pokazuje sie, Ze te przestrzenie topologiczne
maja wymiar odpowiednio 1, 2 i 4. W dowodzie tego twierdzenia wykorzy-
stywane jest fakt, ze sa to przestrzenie o$rodkowe.36

Tak wiec na podstawie twierdzenia Pontriagina oraz twierdzenia do-
tyczacego wymiaru topologicznego przestrzeni euklidesowej R™ liczby rze-
czywiste mozna zdefiniowaé jako ciato topologiczne spdjne, lokalnie zwarte
o wymiarze topologicznym 1.

81Zob. [Engelking 1989], t. II, s. 440. Brzeg zbioru FrU jest definiowany réwnoscia
FrU =UnN (F\U).

85Z0b. wyzej pkt. 11.

86Zob. [Engelking 1989], t. II, rozdz. 7.
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David Hilbert, Uber den Zahlbegriff, 1900

W pierwszych punktach tego rozdzialu przedstawimy interpretacje
dwoch prac, ktére uznajemy za aksjomatyczne ujecie liczb rzeczywistych:
artykut Davida Hilberta Uber den Zahlbegriff oraz czwarty rozdzial ksiaz-
ki Lwa Pontragina Grupy topologiczne. Specyfika proponowanego podejscia
polega na tym, ze nie szukamy przedmiotu odniesienia dla aksjomatéw, ale
aksjomaty traktujemy jako sposob ujecia przedmiotu wyznaczonego przez
rozprawe Stetigkeit und irrationale Zahlen.

Nastepnie omowimy wybrane fragmenty prac klasykow wspdtczesne;j filo-
zofii matematyki, Penelope Maddy i Stewarta Shapiro, traktujace o liczbach
rzeczywistych. Autorzy ci — kazdy oczywiscie na swoj sposéb — filozofie liczb
rzeczywistych opierajg na aksjomatach i w tym sensie zajmuja stanowisko
radykalnie odmienne od tego, ktére prezentujemy w niniejszej pracy.

1. W roku 1899 ukazalo sie pierwsze wydanie Grundlagen der Geometrie
Davida Hilberta, a rok pézniej kréciutki artykul Uber den Zahlbegriff, ktory
nastepnie byl dotaczany do kolejnych wydan Grundlagen. W Uber den Zahl-
begriff po raz pierwszy zostaly podane aksjomaty ciala liczb rzeczywistych.

Artykul otwieraja uwagi na temat réznic w metodzie badan arytmetyki
i geometrii:

,Przypomnijmy najpierw, w jaki sposéb wprowadzane jest pojecie liczby.
Poczynajac od pojecia liczby 1, kolejne dodatnie liczby catkowite 2, 3, 4 ...
sa przedstawiane jako wynik procesu liczenia, i rozwijane sa odpowiadajace
im prawa rachunkowe. Nastepnie, aby zapewni¢ wykonalno$é¢ odejmowania,
otrzymuje sie liczby ujemne. Dalej definiowane sa, powiedzmy jako pary
liczb, utamki tak, ze kazda funkcja liniowa posiada pierwiastek. Az wresz-
cie definiowane sg liczby rzeczywiste jako przekroje lub ciagi fundamentalne
tak, ze kazda funkcja wymierna o wspétczynnikach catkowitych przyjmujaca
wartosci réznych znakéw [ganze rationale indefinite Funktion| (a w istocie,
kazda funkcja ciagla przyjmujaca wartosci réznych znakéw) posiada miej-
sca zerowe. Taki sposéb wprowadzania liczb nazywamy metoda genetyczna,



304 AKSJOMATY

poniewaz najogélniejsze pojecie liczby rzeczywistej jest tworzone poprzez
kolejne rozszerzenia prostego pojecia liczby”.!

Badania geometryczne sa tak charakteryzowane:

»Zupelnie inaczej postepujemy w geometrii. Zwykle zaczyna sie tu od zalo-
zenia, ze istnieja wszystkie elementy, tj. na wstepie przyjmuje sie istnienie
trzech grup przedmiotéw (punktéw, linii i plaszezyzn), a nastepnie — w isto-
cie na wzor Euklidesa — na podstawie aksjomatéw, mianowicie incydencji
[Verkniipfung], porzadku, przystawania i ciaglosci, ustanawiane sa wzajem-
ne relacje miedzy tymi przedmiotami. Trzeba wowczas wykazaé niesprzecz-
noé¢ i zupetnoéé systemu, tj. nalezy udowodnié, ze aksjomaty te nie pro-
wadza do sprzecznosci oraz, ze tworzg system, w ktéorym mozna udowodnié
wszystkie twierdzenia geometryczne. Ten sposéb postepowania nazwiemy
metodg aksjomatyczna’.?

Celem artykulu jest zastosowanie metody aksjomatycznej w ,teorii po-
jecia liczby”.

1.1. Aksjomaty podzielit Hilbert na cztery grupy: 1. Aksjomaty Powiaza-
nia, II. Aksjomaty Dziatan, III. Aksjomaty Porzadku, IV. Aksjomaty Cia-
glodci.

oI 1. Z liczb a i b powstaje w wyniku ‘dodawania’ okreslona liczba c¢; sym-
bolicznie:

a+b=c lub c=a++b.

12. Gdy a i b s3 liczbami wtedy istnieje jedna i tylko jedna liczba = oraz
jedna i tylko jedna liczba y takie, ze
a+x=b i y+a=h.

I 3. Istnieje okreslona liczba — nazywana 0 — taka, ze dla kazdego a
zachodzi

a+0=a i 0+a=na.

1 4. Z liczb a i b powstaje w wyniku innego procesu, mianowicie ‘mno-
zenia’, okreslona liczba c¢; symbolicznie:

ab=c¢ lub ¢ =ab.

![Hilbert 1900], s. 241.
2[Hilbert 1900], s. 241-242.
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I5. Gdy a i b sa liczbami i a jest rézne od 0, to istnieje jedna i tylko
jedna liczba z oraz jedna i tylko jedna liczba y takie, ze

ar=>b 1 ya=h.

I 6. Istnieje okreslona liczba — nazywana 1 — taka, ze dla kazdego

a zachodzi

al=a i la=a’3

Aksjomaty drugiej grupy to symbolicznie zapisane tacznosé i przemien-
no$¢ dziatan, a nastepnie rozdzielnosé (lewo- i prawostronna) mnozenia
wzgledem dodawania. Aksjomaty trzeciej grupy:

LI 1. Gdy a i b sa réznymi liczbami, wéwczas jedna z nich (powiedzmy a)
jest wieksza (>) od drugiej, ta druga jest nazywana mniejsza; symbolicznie:

a>b 1 b<a.

Dla zadnego a nie zachodzi a > a.
IIT 2. Gdy a > boraz b > ¢, to a > c.
IIT 3. Gdy a > b, to zawsze jest

a+c>b+c oraz c+a>c+b.
IIT 4. Gdy a > b oraz ¢ > 0, to zawsze jest

ac>bc oraz ca>ch”A

Aksjomaty czwartej grupy:

»IV 1. (Aksjomat Archimedesa.) Gdy a > 0 oraz b > 0 sa dowolnymi licz-
bami, to zawsze mozna dodawaé do siebie a tyle razy, ze suma bedzie miata

wlasnosé
at+a+---+a>b.

IV 2. (Aksjomat Zupelosci.) Do tego systemu liczbowego nie mozna
dotaczy¢ innych liczb tak, aby w nowym systemie spelnione byly aksjomaty
grup I, II, III oraz aksjomat IV 1, krétko: liczby tworza system, ktory nie
moze by¢ rozszerzony przy zachowaniu pozostalych aksjomatéw”.”

Dalej Hilbert omawia zalezno$ci miedzy aksjomatami. Poprzestaniemy
na komentarzu do aksjomatow cigglosci:

3[Hilbert 1900], s. 242-243.

4[Hilbert 1900], s. 243.
®[Hilbert 1900], s. 244.
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»2Aksjomaty IV 1 i IV 2 sg niezalezne. Nic w nich nie jest powiedziane
o0 pojeciu zbieznosci czy istnieniu granic, jednakze wynika z nich (jak mozna
pokazac) twierdzenie Bolzano o istnieniu punktu skupienia. Dlatego uznaje-
my zgodnoéé naszego systemu ze zwyklym systemem liczb rzeczywistych”.6

2. Aksjomatyka liczb rzeczywistych podana przez Hilberta, zwlaszcza
aksjomaty ciaglosci, przez wiele lat byta poprawiana. Obecnie jest ona tak
prezentowana: aksjomaty ciata uporzadkowanego § = (F,+,-,0,1,<) oraz
aksjomat cigglosci. Ten ostatni jest jeszcze réznie formutowany. Oto kilka
przyktadéw:

(C1) Dla kazdego przekroju (A, B) zbioru (F, <) albo w zbiorze A istnieje
element najwiekszy, albo w zbiorze B istnieje element najmniejszy.

(C2) Dla kazdego niepustego i ograniczonego z gory zbioru A C F' istnieje
w F kres gorny.

(C3) Dla kazdego nieskonczonego i ograniczonego zbioru A C F' istnieje
w F' punkt skupienia (w topologii porzadkowej 7).

(C4) F jest cialem archimedesowym i dla kazdego ciagu (a,,) C F spelnia-
jacego warunek Cauchy’ego istnieje a € F takie, ze nlLH;O an = a.

(C5) § jest cialem archimedesowym i dla kazdego ciagu przedzialéw do-
mknietych (A,,) zachodzi

(Vn[Ani1 C An)) — () An # 0.
neN

Pokazuje sie, ze na gruncie aksjomatéw ciata uporzadkowanego warunki
(C1)-(C5) sa réownowazne.”

W Stetigkeit Dedekind wykazuje ,réwnowazno$é” warunkéw (C1) i (C2),
ale sens tej ,rownowaznosci” jest odmienny od dzisiejszego: dowdd Dedekin-
da polega bowiem na tym, ze o skonstruowanym ciele liczb rzeczywistych
mozna udowodnié¢ zaréwno (C1), jak i (C2).8

2.1. Pokazuje sie, ze aksjomatyka ciata liczb rzeczywistych jest katego-
ryczna: kazde dwa ciala uporzadkowane spelniajace aksjomat (C1) sa izo-
morficzne.

Dowdd tego twierdzenia zwykle jest tak prowadzony. Niech dane beda
dwa ciala uporzadkowane §; = (F1,+,+,0,1, <), F2 = (F», +,-,0,1,<). Gdy
w 1 spelniony jest aksjomat (C1), to (1) uporzadkowane ciato utamkéw gb,
jest izomorficzne z cialem liczb wymiernych £, (2) zbiér utamkéw Qp, ciata

S[Hilbert 1900], s. 245.
"Zob. [Bukovsky 1979], rozdz. 15, [Cohen, Ehrlich 1963], rozdz. 5.
8Zob. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 17.1.
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1 jest gesty w zbiorze (F, <); to samo w odniesieniu do ciata §o. Naturalny
izomorfizm ¢ cial uporzadkowanych Sb i SQQ

SD:QFI['—)Q'_)@FQ

jest rozszerzany do funkcji @ : F} — F5. Rozszerzenie ® definiowane jest na
dwa sposoby:

(1) Kazdy element a € Fj jest wyznaczony przez przekrdj (A, B) zbio-
ru (Qp,, <). Woéwczas para (¢(A), p(B)) jest przekrojem zbioru (Qp,, <)
i wyznacza pewien element a' € Fy. Przyjmuje sie, ze ®(a) = a %

(2) Kazdy element a € F jest wyznaczony przez pewien ciag (¢,) C Qr
w taki sposob, ze a = nh_)ngo qn- Ciag (p(gn)) C Qp,, spelnia warunek Cau-

chy’ego i jest zbiezny do pewnego elementu o € Fy. Przyjmuje sie, ze
®(a) = lim o(gn)."

Pokazuje sie, ze funkcja @ jest izomorfizmem cial §; oraz Fs.

Na tej podstawie liczby rzeczywiste sg definiowane jako ciato uporzad-
kowane w sposéb ciggly.

Twierdzenie o kategorycznosci aksjomatyki liczb rzeczywistych bedziemy
dalej nazywali krétko twierdzeniem o kategorycznosci.

2.2. Gdy dana jest konstrukcja czy to Dedekinda, czy Cantora, to za-
rowno liczby wymierne jak i liczby rzeczywiste moga by¢ ujete jako ciata
uporzadkowane. O liczbach rzeczywistych dowodzi sie, ze spelniajg aksjo-
mat (C1). Tak wiec na podstawie konstrukcji przyjmuje sie, ze istnieje cialo
uporzadkowane w sposob ciagly. Z kolei z twierdzenia o kategorycznosci
wynika, ze istnieje co najwyzej jedno, z doktadnoscia do izomorfizmu, ciato
uporzadkowane w sposéb ciagly. W tym sensie twierdzenie o kategorycznosci
uzasadnia definicje liczb rzeczywistych.

2.3. Historycznie twierdzenie o kategorycznosci wigze sie z tym, ze przez
pewien czas w matematyce funkcjonowaly dwie konstrukcje liczb rzeczy-
wistych — Dedekinda i Cantora — i bynajmniej nie od razu bylo jasne, ja-
ka relacja zachodzi miedzy nimi. Jeszcze Hobson ,zaleznosé miedzy teoria
Cantora i Dedekinda” sprowadzal jedynie do bijekcji miedzy zbiorami: prze-
krojéw Dedekinda zbioru (Q, <) z jednej strony i ciagéw Cauchy’ego liczb
wymiernych z drugiej.'!

9Zob. [Birkhoff, Mac Lane 1957], s. 108-109.

19Zob. [Cohen, Ehrlich 1963], rozdz. 5.

17Zob. [Hobson 1921], s. 39-41. David McCarty zastanawia si¢ dlaczego w Stetigkeit
und irrationale Zahlen Dedekind nie ustalil izomorfizmu miedzy swoja konstrukcja a kon-
strukcja Cantora; zob. [McCarty 1995], s. 60-62. McCarty zdradza tu nieznajomosé faktéw
historycznych: aby to bylo mozliwe, to konstrukcje nalezaloby ujaé np. jako szczegdl-



308 AKSJOMATY

Pokazmy teraz — tak dla porzadku — ze réznica miedzy ciatami liczb
rzeczywistych nie polega jedynie na réznym przedstawieniu elementéw dzie-
dziny.

Niech (R,+,-,0,1, <) bedzie cialem uporzadkowanym w sposéb ciagly.
Mozna pokazaé, ze cialo (R, ®s3,-,0, 1, <), gdzie

a@3b: (%+ \3/5)3>

a porzadek w obydwu cialach jest ten sam, jest cialem uporzadkowanym
w sposé6b ciagly. To samo w przypadku (R, @y, -, 0,1, <), gdzie k jest liczba
naturalng nieparzysta i

a@pb=(Ya+ Vb~
Mozna pokazaé, ze cialo (R4, ®,®,1,e,<1), gdzie
a®b=a-b, a® b= elloga)(ogb)

a porzadek <; to porzadek < zawezony do zbioru R, tez jest cialem upo-
rzadkowanym w sposéb ciagly.

2.4. Mozna powiedzie¢, ze aksjomat cigglosci wyrdznia w klasie cial upo-
rzadkowanych ciato liczb rzeczywistych. W zwiazku z tym w twierdzeniu
o kategorycznosci zaréwno gestosé zbioru ulamkéw Qp w zbiorze (F, <),
jak i zbiezno$é¢ ciagu (gn,) winny by¢ zdefiniowane, via zgodnosé porzadku
z dzialaniami, w ciele §.12

W ciele § granica ciagu (gy,) jest definiowana jako szczegdlna relacja G
miedzy ciagiem (g,) i elementem a € F:

G(a,(qn)) <>af Ve € F43k € NVn € N[n > k — |g, — a] < &].1?

Przy tym przyjmuje sie tez szczegdlne, wezsze rozumienie przedziatu w ciele
uporzadkowanym. !

ne cialo uporzadkowane, a dla Dedekinda liczby rzeczywiste nie sa szczegblnym cialem
uporzadkowanym, ale struktura, w ktoérej mozna zrekonstruowaé analize matematyczna.
Zauwazamy, ze Hilbert, ktéry przeciez zdefiniowal liczby rzeczywiste jako szczegélne ciato
uporzadkowane, tez nie pokazal, ze istnieje doktadnie jedno takie ciato. Dalej McCarty
pisze, ze Dedekind powinien byl ustali¢ izomorfizm ,miedzy arytmetyczna i geometryczng
wersja kontinuum”, przy czym przez kontinuum arytmetyczne rozumie cialo uporzad-
kowane liczb rzeczywistych, a przez kontinuum geometryczne linie prosta; zob. [McCarty
1995], s. 62. Tu McCarty zdradza nieznajomosé faktéw matematycznych: w tym przypadku
mozna méwié co najwyzej o izometrii; zob. rozdz. O cigglodci linii prostej.

1270b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 1.3.

1370b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 1.2.

1470b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 16.2.
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3. Podajac aksjomaty liczb rzeczywistych Hilbert odnosi sie do pewnego
obiektu, mianowicie do ,zwyklych” — jak pisze — liczb rzeczywistych;

L2uznajemy zgodno$é naszego systemu ze zwyklym systemem liczb rzeczywi-
stych”.

Céz to jednak jest 6w ,zwykly system liczb rzeczywistych”? Wskazowke
stanowi uwaga, ze cialo liczb wymiernych jest rozszerzane albo za pomoca
przekrojow Dedekinda, albo ciagéow Cauchy’ego:

»,az wreszcie definiowane sg liczby rzeczywiste jako przekroje lub ciagi fun-
damentalne”.

Na tej podstawie przyjmujemy, ze ,zwykle liczby rzeczywiste” to liczby
rzeczywiste wyznaczone przez rozprawe Dedekinda Stetigkeit und irrationale
Zahlen lub rozprawe Cantora Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der
Theorie der trigonometrischen Reihen. Pozostanmy przy pierwszej z nich.

3.1. Przyjmujac, ze Stetigkeit wyznacza pewien przedmiot intencjonal-
ny, aksjomatyke Hilberta traktujemy jako sposéb ujecia tego przedmiotu
— w ujeciu tym zawartos¢ przedmiotu intencjonalnego stanowi ciato uporzad-
kowane w sposéb ciagly (maksymalne rozszerzenie ciala uporzadkowanego
9 zachowujace aksjomat Archimedesa).

Ujecie aksjomatyczne rézni si¢ od samej konstrukeji przede wszystkim
tym, ze jest ono rekonstrukcja — rekonstruowana jest w nim warstwa de-
dukcyjna Stetigkeit. Zakladajac, ze liczby rzeczywiste sa cialem uporzad-
kowanym mozna uzupelnié¢ luki w dowodach podanych przez Dedekinda:
wskaza¢ wprost aksjomat Archimedesa oraz warunek zgodnos$ci dodawania
i mnozenia z porzadkiem.'

Wyrézniajac w tekScie matematycznym warstwe dedukcyjna, w nowym
Swietle mozemy zobaczyé samo zestawienie metody ,genetycznej” z ,ak-
sjomatyczng”: metoda aksjomatyczna wyksztalcita sie wtasnie jako sposéb
rekonstrukcji warstwy dedukcyjnej ksiag geometrycznych Elementow Eukli-
desa.

3.2. Z pojeciem ,zwyktych liczb rzeczywistych” wiaze sie wlasnosé expli-
cite zaznaczona w Stetigkeit und irrationale Zahlen, ta mianowicie, ze ciato
liczb rzeczywistych jest systemem, w ktérym mozna udowodnié twierdzenie
Bolzano-Weierstrassa:

1570b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 7.
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,Nic w nich nie jest powiedziane o pojeciu zbieznoéci czy istnieniu granic,
jednakze wynika z nich (jak mozna pokazaé) twierdzenie Bolzano o istnieniu
punktu skupienia” .

W ten spos6b twierdzenie Bolzano-Weierstrassa staje si¢ wspélnym mia-
nownikiem dla tych trzech prac: Hilberta Uber den Zahlbegrieff, Cantora
Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigonometrischen
Reihen,'” Dedekinda Stetigkeit und irrationale Zahlen.'®

Nastepnie, w pracach tych wystepuje tez wspdlne rozumienie granicy,
mianowicie:

a= nh—>Holo an <—qf Ve € FL3kVn[n > k — |a, —al < €.

Zbieznoéé ciagu (a,) do punktu a jest tu rozumiana jako relacja zachodzaca
w ciele uporzadkowanym § = (F,+,-,0, 1, <).

Dla kontrastu: w twierdzeniu Ostrowskiego granica ciggu jest definiowa-
na jako szczegélna relacja miedzy punktem a € F oraz ciagiem (a,) C F
w przestrzeni metrycznej (F,p,), a z twierdzeniem Pontriaginia zwiazane
jest aksjomatyczne rozumienie samego pojecia granicy ciggu.

3.3. W teorii cial unormowanych zbioér liczb rzeczywistych R to domknie-
cie zbioru liczb wymiernych Q, czyli Q = R, w specjalnie skonstruowanej
przestrzeni metrycznej — w uzupelnieniu przestrzeni metrycznej do prze-
strzeni metrycznej zupelnej. Z kolei dzialania i norma w ciele liczb rze-
czywistych sa rozumiane jako przediuzenie dzialan i normy w ciele liczb
wymiernych.

W teorii ciat topologicznych liczby rzeczywiste sa rozumiane jako specjal-
ne rozszerzenie (domkniecie ciagte) ciata topologicznego liczb wymiernych.

W teorii cial uporzadkowanych zrazu nie wida¢, ze ciato liczb rzeczywi-
stych jest szczegdlnym rozszerzeniem ciata liczb wymiernych. To, ze liczby
rzeczywiste sa rozumiane jako rozszerzenie ciata liczb wymiernych odstania
sie w dowodzie twierdzenia o kategorycznosci — wprost powtarzane sa w nim
fragmenty konstrukeji liczb rzeczywistych Cantora lub Dedekinda.

Uogélniajac mozna powiedzieé¢, ze w tych trzech teoriach — tj. w teorii
cial uporzadkowanych, unormowanych i topologicznych — liczby rzeczywiste
sa rozumiane jako rozszerzenie ciata liczb wymiernych, symbolicznie mozna
to przedstawié tak, ze liczby rzeczywiste to ex definitione Q, za$ ciaglosci
liczb rzeczywistych odpowiada fakt Q = (Q). W teorii cial uporzadkowanych

1S [Hilbert 1900], s. 245.
Y770b. rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 7.
1870b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 17.5.
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operacja domkniecia jest definiowana w topologii porzadkowej 7., w teorii
cial unormowanych — w przestrzeni metrycznej z metryka o, , w teorii cial
topologicznych operacja domkniecia jest charakteryzowana aksjomatycznie.

3.4. Hilbert przeciwstawia genetyczne i aksjomatyczne rozumienie liczby.
Rozumienie genetyczne ma polegaé¢ na rozszerzeniu kolejnych struktur licz-
bowych, rozumienie aksjomatyczne niejako od razu ujmuje liczby rzeczywiste
jako szczegodlne cialo uporzadkowane.

Istotnie, w samych aksjomatach zrazu nie widaé¢, ze liczby rzeczywi-
ste sg rozszerzeniem liczb wymiernych. Natomiast w dowodzie twierdzenia
o kategorycznosci, ktore uzasadnia definicje liczb rzeczywistych widzimy, ze
pojecie ciala uporzadkowanego w sposob ciagly jest zwiazane z konstruk-
cjami, w ktorych rozszerzane jest cialo liczb wymiernych. Jednoczesnie tym,
co decyduje o pojmowaniu liczb rzeczywistych, jakie znajdujemy w Uber
den Zahlbegrieff jest szczegdlne rozumienie granicy, zwiazane z pojeciem
ciala uporzadkowanego. W tym sensie koncepcja Hilberta jest uzasadniona
jedynie historycznie.

W ksiazce Pontriagina Grupy topologiczne znajdujemy aksjomatyczne
ujecie samego pojecia granicy. Mozna je przeciwstawié¢ specyficznemu, bo
zwigzanemu z pojeciem ciata uporzadkowanego, rozumieniu granicy, jakie
stosowal Hilbert.



Lew Pontragin, Grupy topologiczne, 1961

4. Pontriagin pisze:

nJezeli dany jest jakikolwiek zbiér M liczb rzeczywistych, to o kazdej licz-
bie rzeczywiste] mozna powiedzieé, ze jest ona liczba graniczng zbioru M
albo nig nie jest. W terminach punktéw granicznych mozna sformutowaé
warunek zbieznosci ciagu liczb rzeczywistych i wszystkie pojecia zwiaza-
ne z przejsciem do granicy. To wladnie pojecie punktu granicznego tkwi
u podstaw aksjomatyki przestrzeni topologicznej. Jednak bardziej racjonal-
ng okazuje sie aksjomatyka nie pojecia punktu granicznego, ale catkowicie
rownowaznego z nim pojecia domkniecia. Jezeli dotaczymy do zbioru M
wszystkie jego punkty graniczne, to otrzymamy tak zwane domkniccie M
zbioru M sktada sie ono ze wszystkich punktéw zbioru M i ze wszystkich
jego punktéw granicznych. Tak wiec, wiedzac co to jest punkt graniczny,
wiemy jednoczesnie co to jest domkniecie. Odwrotnie mozna sformutowaé
pojecie punktu granicznego w terminologii domknieé. Jezeli punkt a nie
nalezy do M, to a jest wtedy i tylko wtedy punktem granicznym M, jezeli
a € M. W przypadku jednak gdy a € M, kryterium to jest niewystarcza-
jace, gdyz punkt a moze by¢ punktem izolowanym. Jezeli jednak a zawiera
sie w M 1 jest jednoczesnie punktem granicznym M, to a bedzie rowniez
punktem granicznym dla zbioru M\a, tzn. a € M\a. Ten warunek jest juz
dostateczny; wiecej, mozna go zastosowaé rowniez wtedy, gdy a nie nalezy do
M, gdyz w tym przypadku M = M\a. Tak wi¢c ostatecznie a jest punktem
granicznym wtedy i tylko wtedy, gdy a € M\a. Aksjomatyzacja pojecia

domkniecia prowadzi do pojecia przestrzeni topologicznej” .

Pontriagin podaje nastepnie aksjomaty domkniecia:

1) {a} ={a},
(2) MUN=MUN,

Y9 [Pontriagin 1961], s. 55.



Lew Pontragin, Grupy topologiczne 313

(3) (M)=M, gdzieac X, M,N C X.?0

LPunkt a przestrzeni X nazywamy punktem granicznym zbioru M, jezeli
a€ M\a’.?

W Stetigkeit und irrationale Zahlen sa — jak wiemy — dwa rozumienia
cigglodci: ciggloéé porzadku i ciggtoéé funkeji.??2 Aksjomaty domkniecia po-
zwalaja scharakteryzowaé je topologicznie: ciagltosci w sensie Dedekinda od-
powiada spojnoéé przestrzeni,? za$ ciagtodci funkeji — warunek, ze przeciw-
obraz zbioru otwartego jest zbiorem otwartym.

Podobnie jak aksjomatyke zawarta w Uber den Zahlbegriff, takze i ten
opis liczb rzeczywistych, jaki znajdujemy w Grupach topologicznych mozna
traktowac jako ujecie konstrukeji przedstawionej w Stetigkeit und irrationa-
le Zahlen. Takze i w tym przypadku mozna méwié o rekonstrukeji warstwy
dedukeyjnej, z tg réznica, ze teraz aksjomaty odnosza si¢ do samego poje-
cia granicy. W Uber den Zahlbegriff granica jest pojeciem, ktére pozwalato
powiazaé aksjomaty liczb rzeczywistych ze ,zwyklymi liczbami rzeczywisty-
mi”. W ksiazce Grupy topologiczne aksjomaty domkniecia pozwalaja powia-
za¢ dwa rozumienia ciaglodci wystepujace w Stetigkeit.

5. Na podstawie pojecia ciata uporzadkowanego mozna ustali¢ zalezno$ci
miedzy réznymi definicjami czy tez faktami uwazanymi za ,istote” cigglosci.
Takie podejscie wyrdznia zarazem jedno z wielu rozumien ciagtosci, jakie
funkcjonuja w matematyce, mianowicie charakterystyke porzadku. Ale juz
w Stetigkeit und irrationale Zahlen sa dwa rézne rozumienia ciaglosci: cia-
gloéé porzadku i ciaglosé funkcji. Zauwazmy, ze chociaz zbiér (Q, <) nie
jest uporzadkowany w sposob ciagly, to dzialania algebraiczne w ciele Q sa
ciagle w ciele unormowanym Q oraz w ciele topologicznym (Q, 7).

Zauwazmy tez, ze znane sa rownowazne wersje aksjomatu (C1), ktére nie
sa wyrazone na gruncie aksjomatycznej teorii cial uporzadkowanych: ciato
uporzadkowane § jest ciggle w sensie Dedekinda wtedy i tylko wtedy, gdy
w rozszerzeniu §* zachodzi twierdzenie o czeéci standardowej.?*

5.1. Na podstawie twierdzenia o kategorycznosci liczby rzeczywiste sa
definiowane jako cialo uporzadkowane w sposob ciggty. Na podstawie twier-

2OPierwsze aksjomatyczne ujecie przestrzeni topologicznej pochodzi od Kazimierza
Kuratowskiego. W artykule Sur Uoperation A d’analysis situs, Fundamenta Mathema-
ticae 3, 1922, Kuratowski podal nastepujace aksjomaty domkniecia: (1) AUB = AU B,
(20 ACA (3)0=0,(4) (A=A

1 [Pontriagin 1961], s. 56.

2270b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 9, 16.

2370b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 4.1.

2470b. rozdz. Niestandardowe liczby rzeczywiste, pkt. 3.
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dzenia Ostrowskiego liczby rzeczywiste moga by¢ zdefiniowane jako cialo
przemienne, unormowane, zupeine, algebraicznie domkniete. Na podstawie
twierdzenia Pontriagina liczby rzeczywiste mogg by¢ zdefiniowane jako ciato
topologiczne ciagle, lokalnie zwarte, spdjne o wymiarze topologicznym 1.

Nie ma — o ile nam wiadomo — dowodu réwnowaznosci tych definicji,
wiecej, o ile nam wiadomo, nawet nie postawiono pytania, czy definicje te
sa rownowazne. Rzecz ma wymiar czysto matematyczny, ale i filozoficzny.

Aspekt matematyczny to dowdd tych rownowaznosci. Tutaj istotne jest,
na jakim gruncie, w jakiej teorii mialaby by¢ one wykazane. Przypomnij-
my, ze w Stetigkeit Dedekind wykazuje réwnowaznosé ciaglosci w sensie
Dedekinda (DC) i zupelnosci w sensie Cauchy’ego (CC), ale dowdd nie jest
prowadzony w ramach teorii cial uporzadkowanych. W istocie dowod po-
lega na tym, ze skonstruowane liczby rzeczywiste maja zaréwno wtasnosé
(DC) jak i wlasnosé (CC). Na gruncie teorii cial uporzadkowanych nato-
miast wlasnoéci te nie sa réwnowazne.? Podobnie o przedmiocie danym
w konstrukcji Dedekinda mozna pokazaé, ze (1) jest cialem uporzadko-
wanym w sposéb ciagly, ze (2) jest cialem przemiennym, unormowanym,
zupelnym, ktére nie jest algebraicznie domknigte, a wreszcie, ze (3) jest
ciatem ciagglym, spdjnym, lokalnie zwartym, o wymiarze topologicznym 1.
Nie jest natomiast oczywiste, na jakim gruncie, w jakiej teorii mialaby by¢
wykazywana réwnowaznos¢ tych trzech definicji liczb rzeczywistych.

Aspekt filozoficzny sprowadza sie do pytania, czym jest to co$, co raz
jest szczegdlnym ciatem uporzadkowanym, raz szczegdlnym cialem unormo-
wanym, a raz szczegdlnym cialem topologicznym? Odpowiedz, ktérg szerzej
uzasadnimy w nastepnym rozdziale jest nastepujaca: jest to zawartos¢ przed-
miotu intencjonalnego, natomiast cialo uporzadkowane, cialo unormowane,
cialo topologiczne to sposoby ujmowania tej zawartosci. Kazda ze wskaza-
nych definicji jest sposobem ujecia przedmiotu wyznaczonego przez rozprawe
Dedekinda Steigkeit und irrationale Zahlen.

2570b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 8, rozdz. Niestandardowe liczby rzeczywiste,
pkt. 8.



Klasycy wspolczesnej filozofii matematyki
o liczbach rzeczywistych

6. Penelope Maddy, Realism in Mathematics.?S Swoja filozofie liczb rze-
czywistych Penelope Maddy przedstawia w trzecim rozdziale ksiazki Realism
i Mathematics, w kontekscie tak zwanego paradoksu wielorakiej redukc;ji.
Zaczniemy zatem od tego paradoksu.

6.1. W roku 1965 Paul Benacerraf wystapit z artykutem What numbers
could not be.?” Rozpoczyna sie on historyjka o dwéch chlopcach, nazwanych
Ernie i Johnny, uczacych si¢ podstaw arytmetyki liczb naturalnych. Tak
wiec chlopcy dowiaduja sie, ze poszczegdlne liczby naturalne sa zbiorami, ze
zbior wszystkich liczb naturalnych jest dobrze uporzadkowany przez relacje
<, a wreszcie, jak mozna zdefiniowaé dzialania arytmetyczne.?® | Ostatnim
elementem dopelniajacym edukacje Erniego jest wyjasnienie zastosowania
tych poje¢, mianowicie liczenia i mierzenia”.?? Wyjagnienie to polega — zda-
niem Benaceraffa — na wprowadzeniu pojeé¢ réwnolicznoéci zbioréw i liczby
kardynalnej.?°

Ernie i Johnny — jak powiedziano — dowiaduja sie, ze poszczegdlne liczby
naturalne sa zbiorami, ale maja oni réznych nauczycieli i tak dla Erniego
kolejne liczby, poczynajac od jeden, to {0}, {0, {0}}, {0,{0},{0,{0}}}, ...,
dla Johniego za$ to {0}, {{0}}, {{{0}}}, ... 3! Ta dwojaka reprezentacja
sprawia, ze sa kwestie, w ktérych chlopcy nie moga si¢ zgodzié, np. czy

2670b. [Maddy 1992].

*"70b. [Benacerraf 1965].

Z8Relacja Benacerrafa na temat teoriomngoséciowej rekonstrukeji arytmetyki liczb natu-
ralnych odbiega od tego, co znajdujemy w matematyce. Na przyktad wedtug Benacerrafa
operacje arytmetyczne sa definiowane explicite (w artykule nie podano tych definicji).
W monografii Kuratowskiego i Mostowskiego operacje arytmetyczne sg definiowane in-
dukcyjnie; zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. 3.

9 Benacerraf 1965], s. 274.

30Zob. [Benacerraf 1965], s. 277.

31Pierwsze przedstawienie liczb naturalnych pochodzi od Johna von Neumanna, drugie
— od Ernesta Zermelo.
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1 € 3. To, ze liczby naturalne sa przedstawiane jako rézne zbiory ma —
jak pisze Benacerraf — fatalne skutki dla pogladu, ze kazda poszczegdlna
liczba jest jakims$ konkretnym zbiorem. Wezmy dla przyktadu liczbe 3: al-
bo jest ona jednoczesnie jednym i drugim zbiorem, albo jest tylko jednym
z nich. Czy moze by¢ tak, ze 3 jest i singletonem {{{0}}}, i trzyelementowym
zbiorem {0, {0}, {0,{0}}}? Takie rozwiazanie jest dla Benacerrafa na tyle
absurdalne, ze w ogdéle nie poswieca mu uwagi. Druga mozliwos¢ jest szerzej
rozwazana, a podsumowanie jest nastepujace: Jezeli liczba 3 jest zbiorem,
to ktérym? Nie istniejg zadne racje na rzecz jednej lub drugiej identyfikacji,
dlatego liczba nie jest w ogdle zadnym zbiorem.

Dalej Benacerraf przekonuje, ze poszczegoélne liczby naturalne nie mo-
ga by¢ zadnymi przedmiotami, bo podobnie jak w przypadku reprezentacji
teoriomnogosciowej, nie ma podstaw do tego, aby identyfikowaé je z takimi,
a nie innymi przedmiotami.

Czym zatem sg liczby naturalne?

y,oame przedmioty nie spetniaja roli liczb i jezeli w ogble cos spelnia te role,
» 32

to jest to dopiero caly system”.
»Dlatego arytmetyka jest nauks badajaca abstrakcyjna strukture wspdlna
wszystkim ciagom badanym jedynie z uwagi na bycie ciagiem. Nie jest nauka
traktujaca o poszczegdlnych przedmiotach — liczbach. [...] Teoria liczb to
nauka o wtasnosciach wszystkich struktur, ktére maja typ porzadkowy taki
jak liczby [naturalne — P.B.]”.33

Innymi stowy, teoria liczb — wedlug Benacerrafa — to nauka o liczbie
porzadkowej w.

6.2. Nie bedziemy dalej zajmowadé si¢ rozprawa Benacerrafa, bo jej na-
czelnym problemem jest nie sama matematyka, ale filozofia matematyki
Gottloba Fregego. Praca Benecerrafa jest ciekawa przede wszystkim ja-
ko dokument wyzwalanie sie z przesadu, ze odniesieniem dla liczebnikéw
gléwnych sa indywidualne (idealne i samodzielne) przedmioty. To nato-
miast, co dla Benacerrafa jest filozoficznym odkryciem — tj. miast szukaé
przedmiotéw-liczb, nalezy w pierwszym rzedzie ustali¢ czym sa wszystkie
liczby naturalne razem wzigte — staje sie oczywiste, gdy tylko bada sie sama
matematyke. Wystarczy siegnaé do praZrodia nauki o liczbach, do Ksiag
VII-IX Elementow Euklidesa, by zauwazy¢, ze naczelng zasada arytmetyki

32[Benacerraf 1965], s. 290; ani ,przedmiot”, ani ,system” nie sa tu rozumiane jako
kategorie ontologiczne, tym bardziej jako kategorie ontologii Ingardena — to stowa, ktére
czytelnik ma sobie z czym$ skojarzy¢ chyba wedle wlasnego uznania.

33|Benacerraf 1965], s. 291.
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jest indukcja, a zatem podstawowym przedmiotem jest struktura (w sensie
matematycznym) liczb naturalnych, a nie poszczegélne liczby naturalne.*

Poprzestajac na tekstach matematycznych widzimy tez, ze jakkolwiek
znane s3 rozne teoriomnogosciowe rekonstrukcje arytmetyki liczb natural-
nych, to z filozoficznego punktu widzenia istotne jest, ze sa to wlaénie re-
konstrukcje. Nalezy wiec zapytaé: czym jest to cos, co w tych teoriach jest
odtwarzane, lub parafrazujac Hilberta, czym sg zwykle liczby naturalne?
Tradycyjnie wskazuje sie, ze rekonstrukcje te s modelami aksjomatyki po-
chodzacej od Peano, ale w ten sposéb pytanie o zwykle liczby naturalne
jedynie przenosi sie na aksjomaty Peano i odsyla do konkretnej pracy, mia-
nowicie: Giuseppe Peano, Arithmetices Principia Nova Methodo Exrposita
(1889).35

Zwracajac uwage na to, ze poszczegdlne liczby naturalne sa niesamo-
dzielne bytowo wzgledem struktury liczb naturalnych Benacerraf zainicjo-
wal w amerykanskiej filozofii matematyki nowy nurt nazwany z czasem
strukturalizmem.?0 W odréznieniu od filozofii Bourbakiego, gdzie termin
struktura odnosi sie do systeméw matematycznych — algebraicznych, porzad-
kowych, topologicznych, algebraiczno-porzadkowych, algebraiczno-topologi-
cznych — w amerykanskim strukturalizmie jest on w pierwszym rzedzie ka-
tegoria ontologiczna.

7. Penelope Maddy rozpatruje paradoks wielorakiej redukcji w odniesie-
niu i do liczb naturalnych, i do liczb rzeczywistych. W zwiazku z liczbami
naturalnymi przyjmuje tylko cze$¢ argumentacji Benacerrafa. Zgadza sie, ze
liczby naturalne nie sa zbiorami, ale nie zgadza si¢ z tym, ze nie sa one w 0g6-
le zadnymi przedmiotami. Poszczegolne liczby naturalne — twierdzi Maddy —
sa wlasnosciami zbioréw, wtasnosciami liczbowymi. Co to znaczy? Jezeli licz-
ba 3 okresla moc np. liczby porzadkowej von Neumanna {0, {0}, {0,{0}}},
to posiadaé¢ wlasno$¢ 3 znaczy byé¢ réwnolicznym z tym wiasnie zbiorem.
Liczby von Neumanna pelnig tu role analogiczng do wzorca metra dtugosci,

34Z0b. rozdz. Eudozos versus Dedekind, pkt. 1-6.

35Dla matematykéw samo odniesie do aksjomatéw Peano nie zawsze jest tez wystarcza-
jacym uzasadnieniem rekonstrukcji teoriomnogosciowej. Czytamy: ,W arytmetyce okresla
sig¢ zbidr liczb wigkszych od danej liczby n jako cze$¢ wspdlna wszystkich zbioréw, ktore
zawieraja nastepnik n. Twierdzenie (5) pokazuje zatem, ze relacja miedzy elementami
N, ktéra odpowiada relacji mniejszosci wsrdd liczb, jest relacja nalezenia €” [Kuratow-
ski, Mostowski 1978], s. 102. Co znaczy, ze dopiero na podstawie konkretnych twierdzen
arytmetyki nieréwnos$¢ < mozna interpretowaé jako nalezenie €.

36 Niesamodzielnoéé bytowa” oraz wezeéniej uzyte pojecie ,samodzielnosci” to pojecia
z ontologii Ingardena. Sami strukturalidci nie wypracowali kategorii opisujacych zwiazki
zachodzace miedzy czeScig a catosciqg przedmiotu.



318 AKSJOMATY

za$ wybdr miedzy jednym a drugim teoriomnogoéciowym przedstawieniem
liczb naturalnych jest jedynie wyborem wzorca.37
Tyle o liczbach naturalnych, a jak jest z liczbami rzeczywistymi?

7.1. Jako rézne teoriomnogosciowe przedstawienia liczb rzeczywistych
Maddy rozpatruje konstrukcje Dedekinda i Cantora. W pierwszej z nich po-
szczegodlne liczby sa parami podzbioréw Q, w drugiej — zbiorami ciagéw liczb
wymiernych. Parafrazujac rozumowanie Benacerrafa mozna zatem spytac:
jezeli liczba rzeczywista jest zbiorem, to ktérym zbiorem?

Maddy przyznaje, ze — w perspektywie ontologicznej — liczby rzeczywiste
razem wziete nie sg zbiorem, mimo to sg pewnym przedmiotem, mianowicie
wlasnoscig ciaglosci: jest jedna wlasno$é¢ wystepujaca w réznych zjawiskach,
ktora obydwie konstrukcje liczb rzeczywistych wyjadniaja, wtasnosé, ktora
jest przez nie ,mierzona” — to ciaglosé.

Teraz to samo stowami Penelope Maddy:

»Sadze, ze pytanie ‘czym sa liczby rzeczywiste?’ nie jest, jak by sie zrazu
moglo wydawaé, wprost podobne do pytania ‘czym s liczby naturalne?’ Aby
to zobaczy¢ poréwnajmy przedsiewziecie Dedekinda i Fregego. Frege stanal
wobec ustalonej praktyki jezykowej, ktéra istotnie sktaniala do pogladu, ze
stowa okreslajace liczby sa nazwami, a liczby sg przedmiotami, jego zadanie
za$ polegalo na wyjasnieniu natury tych przedmiotéw. [1] W przypadku
Dedekinda natomiast nie bylto zadnego ustalonego sposobu postugiwania sie
liczbami rzeczywistymi. [2] Co natomiast bylo, to intuicja linii geometrycz-
nej, zadaniem Dedekinda zas bylo stworzenie takiego systemu liczbowego,
ktory nasladowalby wlasnosci linii, a zwlaszeza ciaglosé. [3] Tak wiec pyta-
nie, przed ktérym stangt Dedekind to nie pytanie ‘czym sg liczby rzeczywi-
ste?’, w analogii do pytania Fregego ‘czym sg liczby naturalne?’, lecz raczej
‘czym jest ciaglo$é?” OdpowiedZ Dedekinda byta natomiast taka: [4] ciaglto§é
to to, co maja przekroje Dedekinda. I [...] to samo odnosi sie do ciagéw
fundamentalnych Cantora oraz innych teoriomnogosciowych przedstawien
liczb rzeczywistych. [5] Jest zatem ostatecznie pewna podstawowa wlasnosé,
do wykrycia ktorej stuza wszystkie teoriomnogosciowe przedstawienia liczb
rzeczywistych, pewna witasno$¢ wystepujaca we wszystkim poszczegdlnych
zasadniczo odmiennych zjawiskach, ktéra liczby rzeczywiste majg mierzy¢,
a mianowicie ciggto§é. [...] W odréznieniu od liczb naturalnych, [6] to nie
liczby rzeczywiste wymagaja wyjasnienia. To ciaglo$¢ wymaga wyjasnie-
nia, a rézne teorimnogosciowe ujecia liczb rzeczywistych wtadnie to czynia.

3"Doktadniej: posiadaé wlasnosé 3 znaczy byé réwnolicznym ze zbiorem liczb natural-
nych mniejszych od 3. Akurat w przypadku liczb von Neumanna jest to ten sam zbiér, co
zbiér odpowiadajacy liczbie 3. Zob. [Maddy 1992], s. 92.
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W naszej intuicyjnej ontologii nie jest tak, ze mamy liczby rzeczywiste i ich
rézne teoriomnogosciowe przedstawienia, jak to jest z liczbami naturalnymi
iich teoriomnogosciowymi przedstawieniami; mamy raczej zjawisko ciggtosci
i teoriomnogosciowe przedstawienia liczb rzeczywistych, ktére wyjasniaja te
wlasnosé bedac jej przykladem. Nie ma natomiast zadnych przedteoretycz-
nych liczb rzeczywistych, ktére miatyby byé z czym§ identyfikowane” .38

8. Przede wszystkim zauwazmy, ze w zwiazku z teoriomnogosciows re-
konstrukcja liczb rzeczywistych, inaczej niz przy liczbach naturalnych, Mad-
dy nie méwi o poszczegdlnych liczbach, lecz o zbiorze liczb rzeczywistych
i w tym sensie nauka Benacerrafa nie poszia na marne. Ale mimo to jej
odpowiedz jest potowiczna. Maddy nie precyzuje, czy ma na uwadze zbiér
uporzadkowany (R, <), czy cialo uporzadkowane R. W rezultacie gdy pisze,
ze ,ciaglo$é to to, co maja przekroje Dedekinda”, to mozemy wnosié, ze cig-
glos¢ jest wlasnoscia struktury porzadkowej (R, <), gdy natomiast pisze, ze
Lliczby rzeczywiste maja mierzy¢ |[...] ciaglosé”, to nie wiadomo czy to zbidr
uporzadkowany (R, <), czy cialo uporzadkowane R ,ma mierzy¢ ciaglosé”.

Przejdzmy do szczegotow.

8.1. (Ad [1].) Maddy pisze: ,W przypadku Dedekinda [...] nie bylo zad-
nego ustalonego sposobu postugiwania si¢ liczbami rzeczywistymi”.

Uwaga ta ma charakter historyczny i jako taka jest btedna — przede
wszystkim dlatego, ze w miejsce ,,ustalonego sposobu postugiwania sie licz-
bami rzeczywistymi” nalezy mowié¢ o ustalonym sposobie uprawiania analizy
matematycznej. Przypomnijmy, ze ostatni paragraf Stetigkeit und irrationale
Zahlen otwiera zdanie:

,,Na zakoficzenie powinniSmy jeszcze wyjasni¢ zwiazek, jaki zachodzi miedzy
naszymi dotychczasowymi rozwazaniami a pewnymi podstawowymi twier-
dzeniami analizy infinitezymalnej” .
Dalej Dedekind pokazuje, ze zasada cigglodci jest réwnowazna zupeino-
$ci w sensie Cauchy’ego oraz twierdzeniu Bolzano-Weierstrassa.*? Tak wiec
ww przypadku Dedekinda” byl owszem ,ustalony sposéb postugiwania sie
liczbami rzeczywistymi”, ustalony sposob uprawiania analizy matematycz-
nej, chodzi mianowicie o te dwie zasady stosowane w rachunku rézniczko-
wym: zupetlnos¢ w sensie Cauchy’ego i twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.
Trzymajac sie historycznych faktow, powiemy, ze Stetigkeit daje arytme-

38[Maddy 1992], s. 94-95, numery zdanh zostaty dodane.
39Dedekind 1872], s. 148.
4070b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 17.
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tyczne podstawy pojeciu zupetnosci, ktére do czasu publikacji rozprawy byto
stosowane w spos6b niejasny (przyjmujac oczywiscie wspélczesne rygory).
Trzeba zarazem przyznac, ze i dlugo po ukazaniu sie rozprawy Dedekinda
status zupelnosci byt niejasny. Dopiero pojecie ciala uporzadkowanego i po-
dejscie aksjomatyczne pozwolilo ustali¢ zalezno$¢ miedzy ciaglodcia w sensie
Dedekinda, a zupetlnoscig w sensie Cauchy’ego. Przyjmujac te aksjomatycz-
ng perspektywe mozna pokazaé, ze cialo uporzadkowane w sposéb ciagly
jest czyms$ innym niz ciato uporzadkowane i zupelne w sensie Cauchy’ego.
Naddatek, jaki przynosi konstrukcja Dedekinda to osrodkowosé przestrzeni
topologicznej (R, 7<), czy tez archimedesowo$¢ ciata uporzadkowanego fR.
Tak wiec istotnie liczb rzeczywistych w dzisiejszym rozumieniu ,,przed
Dedekindem” nie byto, byl natomiast pewien ,ustalony sposob” uprawia-
nia analizy matematycznej i on to wlasnie stanowit dla Dedekinda punkt
odniesienia oraz krytetrium sensownosci przedstawionej konstrukc;ji.

(Ad [3].) Maddy pisze, ze ,pytanie, przed ktérym stanal Dedekind to nie
pytanie ‘czym sa liczby rzeczywiste?’, [...] lecz raczej czym jest ciaglo$é?”.
Ot6z naczelne zadanie Stetigkeit und irrationale Zahlen brzmi: znalezé

»Czysto arytmetyczne i w pelni Scisle ugruntowanie zasad analizy infinite-
zymalnej”.

Dedekind zinterpretowal je jako pytanie o ,istote ciggloséci”. Dzisiaj jed-
nak wiemy, ze struktura, ktéra moze stanowi¢ ,czysto arytmetyczne pod-
stawy” analizy matematycznej nie musi byé ciagla w sensie Dedekinda.*!

(Ad [6].) Maddy pisze: ,to nie liczby rzeczywiste wymagaja wyjasnienia.
To cigglo$é wymaga wyjasnienia”.

Dedekind odnosi sie do ,,przedteoretycznego” rozumienia cigglosci przy-
wolujac obiegowe przekonanie, ze analiza matematyczna zajmuje sie wielko-
Sciami cigglymi:

»,MoOwi sie czesto, ze rachunek rézniczkowy zajmuje sie wielkoéciami ciggly-
29 42
mi”.

W Stetigkeit zasada ciaglosci jest uznana za ,jistote ciagtosci” tylko dla-
tego, ze jest — zdaniem Dedekinda — réwnowazna ,,podstawowym twierdze-
niom” rachunku rézniczkowego. Tak wiec i przed Dedekindem cigglosé byta
owszem ,wyjasniona”’ i matematycznie zrozumiata, mianowicie jako zupel-
noé¢ w sensie Cauchy’ego, albo twierdzenie Bolzano-Weierstrassa, jednakze

4170b. rozdz. Niestandardowe liczby rzeczywiste.
“2[Dedekind 1872], s. 136.
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—zdaniem Dedekinda — byly to wyjasnienia , geometryczne”, nie za$ arytme-
tyczne. Ostatecznie jednak — powtorzmy — zasadniczym problem Stetigkeit
sa arytmetyczne” podstawy analizy matematycznej, a ,istota cigglosci”.

Zasada ciagloéci Dedekinda zyskata tak wielki oddzwigk w filozofii, bo
W swej nazwie zawiera obcigzone wielowiekows tradycja filozoficzna pojecie
ciaglosci. Z matematycznego punktu widzenia jest to prosta reguta opisujaca
przekroje zbioru uporzadkowanego.

8.2. (Ad [2].) Maddy pisze: ,,Co natomiast bylo, to intuicja linii geome-
trycznej, zadaniem Dedekinda za$ bylo stworzenie takiego systemu liczbo-
wego, ktory nasladowalby wtasnosci linii, a zwtaszcza ciaglo$é”.

Niczego podobnego nie znajdziemy ani w Stetigkeit und irrationale Za-
hlen, ani w Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigono-
metrischen Reihen.*> Dedekind jest pierwszym matematykiem, ktéry wysu-
nat hipoteze, ze pojecie ciaglodci jest niezalezne od pojecia linii geometrycz-
nej. Dzisiaj uznajemy to jako twierdzenie o niezaleznosci aksjomatu ciagtosci
od pozostalych aksjomatéw geometrii euklidesowej. Trzymajac sie jedynie
Stetigkeit mozemy powiedzieé, ze Dedekind dochodzi do zasady ciaglosci nie
w wyniku naocznego ogladu (intuicji) jakiejs mitycznej linii prostej, ale ana-
lizujac przekroje zbioru (Q, <) definiowane w ciele uporzadkowanym £.4*

We wspoélczesnej geometrii elementarnej prosta to ex definitione obiekt
scharakteryzowany przez zasade ciagtoéci Dedekinda, dlatego parafrazujac
stowa Penelope Maddy o nasladowaniu mozna powiedzieé¢ tak: to nie zasada
cigglosci nasladuje cigglo$c linii prostej, ale prosta — o ile chce byé ciggla —
musi nasladowaé zasade cigglosci Dedekinda.*®

8.3. (Ad [4].) Maddy pisze, ze ,ciaglosé to to, co maja przekroje Dede-
kinda. I [...] to samo odnosi sie do ciagéw fundamentalnych Cantora oraz
innych teoriomnogos$ciowych przedstawien liczb rzeczywistych”.

Ciaglo$é w sensie Dedekinda (CD) i zupelnosé w sensie Cauchy’ego (CC)
to rézne wlasnosci i to w dwojakim sensie. Po pierwsze, (CD) odnosi sie do
zbioréw liniowo uporzadkowanych, (CC) — albo do przestrzeni metrycznych,
albo do cial uporzadkowanych. Po drugie, w teorii cial uporzadkowanych,
gdzie mozna orzekaé¢ zar6wno (CD) jak (CC), nie sa to wlasnosci réwnowaz-
ne: (CD) — (CC), ale ~((CC) — (CD)).*6

8.4. (Ad [5].) Maddy pisze: ,Jest zatem ostatecznie pewna podstawowa
wlasnosé, do wykrycia ktérej stuza wszystkie teoriomnogoséciowe przedsta-

4370b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 8, 9, rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 9.
4470b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 9, 10.

4570b. rozdz. O ciggloéci linii prostej.

4670b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 17.6.
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wienia liczb rzeczywistych, pewna wlasnosé wystepujaca we wszystkim po-
szczegblnych zasadniczo odmiennych zjawiskach [fizycznych — P.B.], ktéra
liczby rzeczywiste majg mierzy¢, a mianowicie cigglosé”.

Pominiemy domniemane tu odniesienie do zjawisk fizycznych i ograni-
czymy sie jedynie do kwestii matematycznych. Po pierwsze, wobec tego, ze
znane sg — a mozna je znalezé juz w Stetigkeit und irrationale Zahlen — rézne
rozumienia cigglodci, np. ciggtoéé porzadku i ciggtoéé funkcji, to — spytajmy
retorycznie — ktéra z nich ,mierza” liczby rzeczywiste? Po drugie, liczby
rzeczywiste — czyli co? Zbiér uporzadkowany i ciagly w sensie Dedekinda?
Zbiér uporzadkowany w sposéb ciagly?4” Cialo uporzadkowane w sposéb
ciagly? Szczegdlne ciato unormowane? Szczegdlne ciato topologiczne?

Zasadnicze pytanie filozoficzne polega nie na tym, co ,,mierzg”, ale czym
sa liczby rzeczywiste.

9. Stewart Shapiro, Philosophy of Mathematics: Structure and Ontology
oraz Thinking about mathematics.*®

Struktura to pojemny termin. W kontekscie filozofii Stewarta Shapiro
podstawowe sa dwa znaczenia: (1) struktura w sensie matematycznym, czyli
—w pierwszym przyblizeniu — struktura relacyjna (A, {r; }ier, {c;}jer), gdzie
r; to relacje lub funkcje (jedno- lub wieloargumentowe) na zbiorze A, za$
¢; to wyréznione elementy zbioru A, (2) struktura w sensie ontologicznym,
czyli pewien samodzielny i abstrakcyjny (idealny) przedmiot.*?

Strukturalizm Shapiro rozwinat sie w odpowiedzi na paradoks wielora-
kiej redukcji, ale szybko wykroczyl poza ten specyficzny problem i obecnie,
obejmujac obok wielu czysto technicznych kwestii takze ontologie i epistemo-
logie, aspiruje do roli cato$ciowe]j filozofii matematyki. W zwiazku z charak-
terystyka struktury w drugim z wyrdznionych znaczen, zawiera on pewna
teorie przedmiotu. Jest to jednak uboga i wrecz naiwna ontologia. Anali-
zy zwiazane z charakterystyka struktury, a dotyczace relacji ,struktura —
miejsce w strukturze”, czy kategorii ,system”, prowadzone sg tak, jakby
w filozofii nic na ten temat wczesniej nie napisano, jakby nie bylo Badan
logicznych Edmunda Husserla, czy prac Mario Bunge o systemie.?® Dlatego
polemiki ze strukturalizmem nie bedziemy prowadzi¢ na gruncie ontologii,

4TW sprawie rozréznienia ciagly i ciaggly w sensie Dedekinda zob. rozdz. Konstrukcja
Dedekinda, pkt. 4-5.

4870b. [Shapiro 1997], [Shapiro 2000(a)]. Zob. tez rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt.
15, gdzie oméwiona jest praca [Shapiro 2000(b)], zob. takze rozdz. Archimedes, Archime-
des, pkt. 3.2.

497 uwagi na przestrzenie metryczne musimy przyjaé, ze w zbiorze {ri}ier, obok funkcji
A? — A, sa tez funkcje A% — R. Cialo topologiczne takze mozna rozumieé jako strukture w
sensie matematycznym, a wéwczas podang definicje nalezatoby jeszcze dalej zmodyfikowac.

0Zob. [Blaszczyk 2006(a))].
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a skoncentrujemy sie na tym, co latwo mozna zweryfikowaé¢, mianowicie
na charakterystyce struktur matematycznych, a w tej warstwie ustalenia
strukturalizmu tez sa — powiedzmy — kontrowersyjne. Ale wczesniej kréotkie
wprowadzenie.

Mysl wiodaca ontologii rozwijanej przez Shapiro jest taka: Istnieja rézne
konstrukcje liczb rzeczywistych, a kazda z nich stanowi przyklad tej sa-
mej struktury matematycznej — ciala uporzadkowanego w sposob ciagly.
Struktura (w sensie ontologicznym) liczb rzeczywistych, to jeden jedyny
przedmiot abstrakcyjny, a poszczegdlne konstrukcje matematyczne sg jego
egzemplifikacja, przyktadem, wzorcem. Egzemplifikacjg struktury w sensie
ontologicznym moze by¢ tez obiekt fizyczny, czasoprzestrzenny.

W strukturalizmie znajdujemy zatem pewng probe rozwiazania klasycz-
nego problemu ,,jednos$¢ — wielo$¢”: wielosé istot ludzkich versus idea czto-
wieka, wielo$¢ przedmiotow czerwonych wversus czysta jakosé idealna czer-
wieni, przy czym w miejsce kategorii puefefis, czy konkretyzacja, w struk-
turalizmie stosuje sie pojecie egzemplifikacji.

Przeswiadczenie o jedynosci struktury ontologicznej jest zwykle motywo-
wane odpowiednim twierdzeniem matematycznym, np. twierdzeniem o kate-
gorycznosci aksjomatyki liczb rzeczywistych. Stad najchetniej rozwazanymi
strukturami sa liczby naturalne, liczby rzeczywiste i przestrzen euklideso-
wa.>!

A oto nasze podstawowe zarzuty wobec strukturalizmu. Po pierwsze,
zupelnie tajemniczy jest ten watek, w ktorym wystepuje domniemane, iz
pewne konstrukcje matematyczne oraz przedmioty fizyczne sa egzemplifika-
cja tej samej struktury ontologicznej. Wynika to po czeéci z niedostatkow
ontologii strukturalizmu, a po czesci stad, ze Shapiro nie ma jasnosci co
do tego, czym sg odpowiednie struktury matematyczne. Po drugie, nie jest
przekonywujaca teza, ktéra stata sie dogmatem strukturalizmu, ze poszcze-
gélne liczby nie maja cech indywidualnych, a jedynie strukturalne. Po trze-
cie, strukturalizm nie sprawdza sie w sytuacji — jesli wolno tak powiedzie¢
— najprostszej, mianowicie wtedy, gdy rozwazane sg izomorficzne struktury
matematyczne. Przejdzmy do szczegdtow.

10. Czytamy:

Hotrukturalista zdecydowanie odrzuca jakakolwiek ontologiczng niezaleznosé
[poszczegdlnych — P.B.] liczb naturalnych. Do istoty danej liczby naturalnej
nalezg jej relacje z innymi liczbami. Przedmiotem arytmetyki jest jedna jedy-
na abstrakcyjna struktura, to co wspélne wszystkim nieskoficzonym zbiorom

SIW trzecim przypadku chodzi o kategorycznoéé aksjomatyki geometrii euklidesowe;.
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przedmiotéw, z operacja nastepnika, z wyréznionym pierwszym elementem,
2299 52

ktore spetniaja aksjomat indukcji”.

Zrazu, gdy tylko doprecyzowaé pojecie aksjomatu indukcji, wydaje sie, ze
chodzi tu o strukture relacyjna (N, S,0), gdzie S : N — N jest operacja na-
stepnika scharakteryzowana aksjomatami: (1) S jest injekcja, (2) 0 ¢ S(IV),
(3) VM C N[(0e M ANS(M)C M) — M = NJ. Teoria ta jest kategorycz-
na’®3 i najpewniej to jest podstawa przekonania o jedynoéci odpowiedniej
struktury ontologicznej. Wydawaloby sie zatem, ze jedynymi egzemplifika-
cjami tej struktury sg modele matematyczne wskazanej teorii. Tak jednak
nie jest. Czytamy dalej:

yotruktura liczb naturalnych jest egzemplifikowana przez skoniczone ciagi li-
ter uporzadkowane leksykograficznie, nieskoficzony cigg réznych momentow
czasu i nieskonczony ciag kresek | | ||| ]... 7.5

Céz to moze znaczy¢? Wezmy ,nieskonczony ciag kresek”. Nie sposob
zgadnal jakie sa elementy tego ,zbioru” i czym jest tu operacja nastep-
nika. Problem bynajmniej nie sprowadza sie do tego, ze wystarczy jedynie
doprecyzowad szczegdly, bo na czym miatoby to polegad.

Doprecyzowanie mogtoby na przyktad tak wygladaé¢: Kolejne elementy
wzbioru kresek” to |, {|}, {|,{|}},..., a operacja nastepnika zbiorowi kresek
x przyporzadkowuje zbiér zU{x}. Precyzujgc pojecie nieskoniczonosci przyj-
mijmy, ze ,nieskonczony ciag kresek” powstaje na mocy aksjomatu nieskon-
czonosci. A skoro juz wkroczyliémy na grunt teorii mnogosci, to w miejsce
kreski | przyjmiemy zbiér pusty (), ewentualnie zgodzimy si¢ na konwencje,
ze w miejsce symbolu () przyjmujemy symbol |. W rezultacie dochodzimy
do teoriomnogosciowej rekonstrukcji arytmetyki liczb naturalnych. Innymi
stowy, ,nieskonczony zbiér kresek” jest egzemplifikacja struktury liczb na-
turalnych o tyle, o ile narzucimy nan te strukture, lub inaczej, o ile wprost
zalozymy, ze jest izomorficzny ze struktura (N, S,0).

To samo w odniesieniu do momentéw czasu: jesli ustalimy, co to jest
,zbiér momentéw” i na czym polega operacja nastepnika, to bedzie on eg-
zemplifikacjg struktury liczb naturalnych wtedy, gdy narzucimy nan struk-
ture (N, S,0).

Reasumujac: w pojeciu struktury ontologicznej, poza deklaracja, ze jest
to przedmiot abstrakcyjny, nie ma nic ponad to, co zawiera pojecie odpo-
wiedniej struktury matematycznej, natomiast odpowiedZz na pytanie

52[Shapiro 2000(a)], s. 258.
?3Z0b. [Mainzer 1995(a)], s. 17.
®4[Shapiro 2000(a)], s. 258.
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o zwiazek miedzy przedmiotami matematycznymi a fizycznymi struktura-
lizm zastepuje ezopowa mowg o egzemplifikacji struktur ontologicznych.

10.1. Przejdzmy do matematycznej struktury liczb rzeczywistych. Czy-
tamy:

»Aby otrzymaé obszerniejsze [niz liczby naturalne i wymierne — P.B.| struk-
tury, nasz podmiot moze rozwazy¢ pewne zbiory liczb wymiernych, jako
przekroje Dedekinda, albo nieskoniczone ciggi liczb wymiernych spelniajace
warunek Cauchy’ego [...]. Sa to oczywiscie rézne metody, ale w rezultacie
otrzymujemy te samq strukture, strukture liczb rzeczywistych”.?®

Jak matematycznie scharakteryzowaé te strukture?

yanaliza rzeczywista zajmuje sie badaniem cial zupelnych rzeczywiscie do-
mknietych [complete real closed field]” .

Jezeli ,,complete real closed field” oznacza ciato rzeczywidcie domkniete
i zupelne w sensie Cauchy’ego, to podana charakterystyka nie jest jedno-
znaczna, bo i cialo liczb rzeczywistych fR, i cialo niestandardowych liczb
rzeczywistych SR* sg ciatami rzeczywiscie domknietymi i zupelnymi w sen-
sie Cauchy’ego.?” Jezeli ,,complete” znaczy ,,Dedekind complete”, tj. zaden
przekrdj nie wyznacza luki, to struktura matematyczna liczb rzeczywistych
jest cialem uporzadkowanym w sposéb ciagly; przyjmujemy, ze wladnie to
chcial powiedzie¢ Shapiro nazywajac liczby rzeczywiste ,cialem zupelnym
rzeczywiscie domknietym”.%®

Ten prosty obraz — tj. struktura liczb rzeczywistych jest cialem uporzad-
kowanym w sposéb ciagly — burza jednak przykiady. Czytamy:
~prosta euklidesowa egzemplifikuje strukture liczb rzeczywistych”.%”

W geometrii elementarnej linia prosta jest izometryczna z przestrzenia
metryczng (R, 000 ), gdzie oo jest metryka wyznaczong przez warto$é bez-

%5[Shapiro 2000(a)], s. 281.

%6 [Shapiro 2000(a)], s. 258-259.

STW zwiazku z zupeloscia w sensie Cauchy’ego ciata R* zob. rozdz. Niestandardowe
liczby rzeczywiste, pkt. 8; w zwiazku z tym, ze cialo R jest cialem rzeczywiscie domknie-
tym zob. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 4-6; w zwigzku z tym, ze RR* jest cialem
rzeczywiscie domknietym zob. [Keisler 1994].

%W ciele uporzadkowanym (F,+,-,0,1,<) ,zupetnoéé w sensie Dedekinda” zbioru
(F, <) jest réwnowazna ciagloéci w sensie Dedekinda zbioru (F, <), bo porzadek < jest
gesty. W sprawie terminu ,,zupetlnosé¢ w sensie Dedekinda” zob. rozdz. Konstrukcja Dede-
kinda, pkt. 3.1.

%9[Shapiro 2000(a)], s. 269.
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wgledna w ciele 8.9 Podobnie w przestrzeni euklidesowej R”, prosta jest
izometryczna z przestrzenia metryczng (R, 0s0).%! Na linii prostej nie jest
okreslone mnozenie punktéw i juz chociazby dlatego punkty prostej nie
tworza struktury ciala algebraicznego; innymi stowy, linia prosta nie jest
izomorficzna z cialem uporzadkowanym fR.

Te sama mysl — tj. struktura matematyczna liczb rzeczywistych jest tym
samym, co struktura linii prostej — znajdujemy tez w innym miejscu.

,Dedekind [1872] w slynnym traktacie o ciaglosci wydatnie wykorzystal
strukturalne podobienstwo miedzy punktami prostej i liczbami rzeczywisty-
Hli”.62

Ale w Stetigkeit und irrationale Zahlen — powtérzmy — Dedekind scha-
rakteryzowal prosta jedynie jako zbiér uporzadkowany.53
W jeszcze innym miejscu czytamy:

,Dedekind [...] zauwazyl, ze gdy tylko wyrdzniona zostanie jednostka diu-
gosci oraz pewien punkt na prostej, to liczby wymierne moga by¢ bijektywnie
odwzorowane na linie prosta. W ten sposéb arytmetyczna wtasnosé ‘pomie-
dzy’ ma wiele wspélnych cech (strukturalnych) ze swoim geometrycznym
odpowiednikiem. Z nauki matematykéw greckich o wielkoSciach niewspot-
miernych wnosimy, ze sa na prostej punkty, ktére nie odpowiadaja liczbom
wymiernym, innymi stowy, liczby wymierne maja przerwy, czy luki. W re-
zultacie liczby wymierne nie sa ciagte”.%4

Po pierwsze, liniowo$¢ i gestos¢ porzadku Shapiro nazywa wtasnosciami
strukturalnymi relacji ,,pomiedzy”, a nie zauwaza, ze Dedekind jako pierw-
szy w historii traktuje linie prosta jako strukture porzadkowa.®® Po drugie,
dowéd faktu, ze zbiér (Q, <) posiada luki, nie jest w Stetigkeit w ogole
zwigzany ze strukturg linii prostej, ale z okreslong wlasnoécia ciata upo-
rzadkowanego liczb wymiernych, wszak odpowiedni przekrdj definiowany
jest wlagnie w ciele .56

59Zob. rozdz. O cigglosci linii prostej. Oznaczenie g uzasadnione jest w rozdz. Archi-
medes, Archimedes, pkt. 11.

51Zob. [Sieklucki 1978], rozdz. 1.

52[Shapiro 1997], s. 102.

53Z0b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 8.

54[Shapiro 1997], s. 171

5 Pomijamy juz to, ze w strukturze (Q, <) ,pomiedzy” oznacza wlasnoéé porzadku,
mianowicie gesto$¢, za§ w geometrii elementarnej ,,pomiedzy” moze by¢ rozumiane jako
relacja lezenia miedzy B, albo jako wlasno$é tej relacji zapisana w aksjomacie O.6, czyli
gesto$é punktéw na prostej; zob. rozdz. O cigglosci linii prostej, pkt. 2

56Zob. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 10.
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Kolejny cytat rodzi jeszcze bardziej zasadnicze watpliwosci co do tego,
czym jest matematyczna struktura liczb rzeczywistych. Komentujac Stetig-
keit und irrationale Zahlen Shapiro pisze:

Htrukturalista oczywiscie powiedzialby, ze przekroje egzemplifikuja struk-
ture liczb rzeczywistych” .67

W zdaniu tym chodzi o konstrukcje Dedekinda, ale przeciez konstruk-
cja ta moze by¢ ujeta i jako szczegdlne ciato uporzadkowane, i jako szcze-
gélne cialo unormowane, i jako szczegdlne ciatlo topologiczne, a kazdemu
z tych ujeé towarzyszy twierdzenie o jednoznaczno$ci: twierdzenie o katego-
rycznosci, twierdzenie Ostrowskiego, twierdzenia Pontriagina. Wobec tego
spytajmy retorycznie: na jakiej podstawie wyrdzniong role przypisuje sie
charakterystyce aksjomatycznej?

10.2. Zrazu wydaje sig, ze strukturalizm stusznie akcentuje bytowsa nie-
samodzielnos¢ liczby wzgledem struktury matematyczne;j:

,Liczba rzeczywista jest dla nas miejscem w strukturze liczb rzeczywistych.
‘Postulowanie jednej liczby rzeczywistej’ jest bezcelowe, bo kazda liczba jest
czeécig duzej struktury”.6®

W takim sformutowaniu i w pierwszym przyblizeniu teza ta jest wrecz
banalna. Z drugiej jednak strony, w rozwinieciach zostaje ona przerysowana
i wtedy rodzi juz watpliwosci. Czytamy:

,2Rozumienie struktury liczb rzeczywistych sprowadza si¢ do operowania
jezykiem analizy. Uczac sie tego jezyka, zdobywajac sprawnos¢ w postu-
giwaniu sie kwantyfikatorami, ktérych zakres jest ograniczony do liczb rze-
czywistych, poznajemy liczby rzeczywiste. Uzywajac tego jezyka poznajemy
aksjomaty [...]. Aksjomaty te, czy inne opisy liczb rzeczywistych, wyzna-
czaja relacje miedzy liczbami, takie jak dzialania, ciagtoéé, wlasnosé Archi-
medesa. Przedmiotem niniejszej ksiazki jest to, ze relacje te charakteryzuja
strukture. ‘Liczby rzeczywiste’ to nic wiecej niz te relacje” .5

(1) Kluczowe jest tu zdanie ,, Aksjomaty [...] wyznaczaja relacje miedzy
liczbami ...”. Do relacji tych Shapiro nie zalicza sposobu, w jaki liczby
rzeczywiste sa reprezentowane, tego, ze sa one przedstawiane czy to jako
przekroje Dedekinda zbioru (Q, <), czy jako zbiory ciagéw Cauchy’ego liczb

57[Shapiro 1997], s. 171.
58[Shapiro 1997], s. 76.
59[Shapiro 1997], s. 138-139.
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wymiernych. Takie podejécie wynika jedynie z wyrdznionej pozycji opisu
aksjomatycznego.

To, co jest lekcewazone przez strukturalizm, mianowicie konkretne przed-
stawienia, w $cisty sposob jest zwiazane z konkretnymi konstrukcjami liczb
rzeczywistych. Wbrew sugestiom strukturalistow bynajmniej nie ma tu in-
flacji, nadmiaru pomystéw. Obok omoéwionych konstrukcji mozna jeszcze
wskaza¢ konstrukcje, w ktérych liczby rzeczywiste sa identyfikowane z pod-
cialem pewnego wiekszego ciala, np. ciala szeregéw formalnych Laurenta
o wspdélczynnikach w ciele liczb wymiernych, ciata niestandardowych liczb
rzeczywistych, ciata liczb Conway’a.”™® Istotne jest, ze rézne konstrukcje
zwiazane sa z réoznymi technikami matematycznymi. Poprzestajac tylko na
tym, co opisano w niniejszej pracy, z konstrukcja Dedekinda wiaze sie techni-
ka uzupelniania zbioru liniowo uporzadkowanego do zbioru ciaglego
w sensie Dedekinda, z konstrukcja Cantora — technika uzupelniania prze-
strzeni metrycznej do przestrzeni metrycznej zupelnej. Techniki te nie na-
leza do ,jezyka analizy” w takim znaczeniu, jakie przyjmuje Shapiro, bo sa
stosowane takze poza aksjomatyczna teoria liczb rzeczywistych. Techniki te
nie sg tez strukturami w rozumieniu Shapiro.

(2) Z perspektywy ujecia aksjomatycznego sposob przedstawienia liczb
rzeczywistych jest nieistotny, ale jest on juz istotny w dowodzie twierdzenia
o kategorycznoéci.” Podobnie utozsamienie liczby rzeczywistej z przekro-
jem zbioru (Q, <) jest istotnym krokiem w dowodzie twierdzenia Holdera
o grupach archimedesowych.

Fakt, ze liczba niewymierna ma doktadnie jedno przedstawienie w postaci
utamka tancuchowego jest nieistotny z perspektywy ujecia aksjomatyczne-
go, bo jest to tylko sposéb przedstawienia. Natomiast z matematycznego
punktu widzenia fakt ten pozwala wprowadzi¢ w zbiorze liczb niewymier-
nych z przedziatu [0, 1] taka metryke, ze w rezultacie powstaje przestrzen
metryczna zupetna.”™

(3) A wreszcie, skoro poszczegdlne liczby maja mieé jedynie wlasnosci
strukturalne, to jak wyttumaczy¢ fakt, ze w analizie wystepuja wyrdznione
stale, jak na przyklad 7 czy e.

Jaka to wlasnosé strukturalna zwiazana jest z tym, ze liczba 7 jest miara
kata polpelnego, ktéry jest definiowany w geometrii elementarnej?”

"0Z0b. odpowiednio: [Faltin et al. 1975], [Goldblatt 1998], [Conway 2001].
"1Z0b. wyzej pkt. 2.

"270b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 11.

"370b. rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 15.

"Z0ob. [Borsuk, Szmielew 1972], s. 161.
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To, ze istniejg liczby niewymierne mozna owszem uznaé¢ za wlasnosé
strukturalng liczb rzeczywistych. Wydaje si¢ jednak, ze niewymiernosé liczby
e jest jej indywidualnag wlasnoscia. To, ze istnieja liczby rzeczywiste niealge-
braiczne mozna owszem uznaé za wlasnosé strukturalng liczb rzeczywistych.
Wydaje sie jednak, ze niealgebraicznosé liczby e jest jej indywidualng wta-
snoscia.

Na podstawie aksjomatu ciaglodci przyjmuje sie, ze istnieje liczba e, tj.
granica ciagu (1+2)" czy suma szeregu Y oo =, ale dowdd twierdzenia, ze
liczba e jest niealgebraiczna wigza si¢ z technikami, ktére tylko historycznie
sg zwiazane ze struktura liczb rzeczywistych.

Podane przyktady maja przede wszystkim pokazaé, jak dalece niejasne
jest pojecie wlasnosci strukturalney.

10.3. Przejdzmy wreszcie do przykladu, ktéry wydaje sie zupelnie oczy-
wisty 1 wrecz sztandarowy dla strukturalistycznego ujecia matematyki.
Wezmy uporzadkowane cialo Q oraz ciato utamkéw Rg, rozwazane w zwigz-
ku z konstrukcjg Cantora.” Roéznig sie one tylko tym nieistotnym szczego-
tem, ze ich odpowiednie elementy sa réznymi zbiorami: z jednej strony ma-
my q € Q, z drugiej — [(¢,9,q,...)] € Qr. Ze strukturalistycznego punktu
widzenia ciatla te sa egzemplifikacja struktury ciata liczb wymiernych, lub
inaczej: ciata uporzadkowanego prostego charakterystyki zero. Ale wobec
tego jak wytlumaczy¢ fakt, ze w dowodzie twierdzenia o zupelnoéci liczb
rzeczywistych ciata te muszg jednak by¢ — majac na uwadze znane dowody
— rozréznione. Dlaczego nieistotna réznica ma tak istotne znaczenie?

Ze swej strony proponujemy takie oto wyjasnienie: Jezeli samo rozréznie-
nie cial Q i Rg uznamy za technike dowodzenia, to woéwczas przyjmujemy
jako fakt, ze Q i R sa istotnie rézne. Nastepnie przyjmujemy, ze izomorfizm
cial uporzadkowanych wyznacza aspekt, z uwagi na ktéry te dwa przedmio-
ty — tj. Qi Rg — sa poréwnywane. Aspekt jest niesamodzielnym (w sensie
Ingardena) momentem przedmiotu, dlatego nie musimy kreowaé, domniemy-
wacé trzeciego samodzielnego przedmiotu — np. ontologicznej struktury ciata
uporzadkowanego prostego charakterystyki zero — takiego, ze Q oraz Rg
sg jego egzemplifikacjami. Nie ma tez woéwczas potrzeby redukowania przed-
miotéw Q i R do owego aspektu; nie musimy tez utozsamiad, identyfikowaé
9 iRg tak, jak to czasami zdarza si¢ matematykom.”® Aby wyjagnié¢ powo-
dy, dla ktérych wyrédznia, stwarza sie aspekt zwigzany z izomorfizmem cial
uporzadkowanych, wystarczy przywotaé konkretng sytuacja matematyczna,

"Z0b. rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 1.5. To samo odnosi sie do konstrukeji Dede-
kinda; zob. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 11 oraz 14.
"670ob. rozdz. Konstrukcja Cantora, pkt. 4.
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konkretny problem, ktory dzieki temu pojeciu ma byé¢ rozwiazany; w przy-
padku odréznienia 9 i R jest to dowdd zupetnosci ciata liczb rzeczywistych
w konstrukcji Cantora.

Do wyjaénienia pozostaje jeszcze samo pojecie aspektu, ale to juz dome-
na ontologii. Tej kwestii po$wiecimy kolejny rozdzial.
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Odrzucenie tertium mnon datur

W rozdziale O przedmiocie matematycznym. Czesé I przedstawiliSmy
opracowang przez Ingardena teorie przedmiotu intencjonalnego.! W tym
miejscu szerzej potraktujemy tylko jeden watek tej koncepcji — schematycz-
nos¢.

Miejsca niedookreslenia stanowia ceche charakterystyczna przedmiotu
intencjonalnego, jednak kategoria ta jest oddawana na wiele sposbéw,?
a przy tym zaden z nich nie daje podstaw do odpowiedzi na proste pytanie:
czy grupa krwi stanowi miejsce niedookreslenia tytutowej postaci poematu
Pan Tadeusz??

Nizej pokazemy, co w zwiazku z tym pytaniem mozna znalezé u same-
go Ingardena. Odpowiedzi podanej wprost oczywidcie nie ma i nie jest tez
tak, ze moze by¢ ona wyprowadzona z ustalen przyjetych w Sporze, dlate-
go potrzebna jest interpretacja. Ta, ktéra przedstawimy, zwigzana jest ze
stanowiskiem dotyczacym ontologicznej zasady wytaczonego srodka. Przy
odpowiednim odczytaniu schematycznosci, gltoszone przez Ingardena odrzu-
cenie zasady wylaczonego $rodka staje sie zrozumiale, a nawet oczywiste.
W zwiazku z przyjeta przez nas interpretacja bedziemy musieli jednak wy-
kroczy¢ poza ustalenia Ingardena dotyczace przedmiotu intencjonalnego.

1. W Sporze o istnienie Swiata jest zdanie odbierajace ontologicznej za-
sadzie wytaczonego $rodka walor ogdlnoéci:

»,zasada wylaczonego srodka obowigzuje jedynie w odniesieniu do indywi-

dualnych przedmiotéow samoistnych, a przedmioty intencjonalne w swej za-

wartoéci nie podpadaja pod jej zakres”.

"W dalszym ciagu przez przedmiot intencjonalny rozumiemy szczegdlny przedmiot
pochodnie intencjonalny, jakim jest postaé literacka.

2Zob. nizej pkt. 10.

370b. rozdz. O przedmiocie matematycznym. Czesé I, pkt. 1.

4[Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 207.
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Rzecz jest dla Ingardena na tyle oczywista, ze nie podajac wyjasnien
nawet nie zapowiada, jak to sie czesto zdarza, dyskusji. Pokazemy, jak na
gruncie ontologii Sporu mozna uzasadni¢ odrzucenie ontologicznej zasady
wylaczonego srodka, pokazemy do jakich przedmiotéw i dlaczego nie stosuje
sie ta zasada oraz to, w ktérych dziedzinach bytowych obowiazuje i jaka
postaé¢ winna wéwczas przyjac.

1.1. Samo sformutowanie ontologicznej zasady wytaczonego srodka nie
jest bynajmniej oczywiste. Jako punkt wyjscia przyjmujemy zdanie:

VPYw[w(P) V =(w(P))], (1)

co czytamy: dla kazdego przedmiotu P i kazdej wlasnodci w jest tak, ze
w przystuguje P lub w nie przystuguje P.

W kolejnych punktach zarysujemy sens pojeé¢ wystepujacych w tym wzo-
rze, a nastepnie poddajac go dwém modyfikacjom, dojdziemy do sformuto-
wania, ktére mozna wpisa¢ w ramy ontologii Ingardena.

2. Co to jest przedmiot P? (1) Najogélniejsze rozumienie przedmiotu
jakie znajdujemy w Sporze to cos, co jest tréjednoscia materii, formy oraz
sposobu istnienia. Przedmiotem w tym znaczeniu jest na przyklad idea,
wlasnosé, negatywny stan rzeczy; nieprzedmiotem — czysta jakos¢ idealna,
sama materia, sama forma, sam sposéb istnienia. Materia, forma, sposéb
istnienia to tylko abstrakcyjnie wyréznione momenty przedmiotu.

(2) Drugie rozumienie — bliskie klasycznemu — zwiazane jest z forma
i odnosi si¢ do tego, co ma strukture: podmiot witasnosci — wiasnosci.
W tym przypadku najwazniejszy jest moment samodzielnosci bytowe;j:

,Przedmiot istnieje samodzielnie, jezeli nie wymaga z istoty swej zadnego
innego przedmiotu, z ktérym musialby wspoétistnie¢ w obrebie jednej i tej
samej calosci”.®

Przy tym rozstrzygnieciu, wtasnosé jest nieprzedmiotem, bo istnieje nie-
samodzielnie.

Obok klasycznej formy podmiot wlasnoéci—wlasnosci w Sporze analizo-
wane sg tez inne formy przedmiotowe: przedmiot wyzszego rzedu, przedmiot
o dwustronnej budowie, przedmiot o budowie warstwowej oraz system.’

(3) Jeszcze inny podzial wyznacza opozycja ogdlne versus indywidual-
ne. Przedmioty ogélne to idee, natomiast za nieprzedmioty ogélne mozna
uznaé czyste jakosci idealne. Przyjmujemy, ze to, co nie jest ogdlne jest
indywidualne.

®[Ingarden 1987], t. I, s. 116.
6Zob. [Blaszczyk 2006(a)].
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2.1. Kazdy przedmiot istnieje w pewien sposéb. Na tej podstawie przed-
mioty samodzielne tworza trzy dziedziny bytowe: dziedzine tego, co istnie-
je realnie, tego, co istnieje idealnie oraz tego, co istnieje intencjonalnie.”
Przyktady samodzielnych przedmiotéw realnych to rzecz, owoc, cztowiek;
Ingarden nazywa je lacznie przedmiotami trwajacymi w czasie. Przyktady
przedmiotéw intencjonalnych to dzieto literackie oraz to, co nas tu najbar-
dziej zajmuje, wybrana posta¢ danego dzieta. Przedmioty idealne to idee
oraz indywidualne przedmioty idealne. Do tych drugich sam Ingarden zali-
czal przedmioty matematyki: liczby i figury geometryczne.

Czym zatem jest P wystepujace we wzorze (1)? P oznacza przedmiot
indywidualny, istniejacy samodzielnie; jest to wiec albo przedmiot trwa-
jacy w czasie, albo przedmiot intencjonalny, albo indywidualny przedmiot
idealny.

3. Co to jest wlasnos¢ w? Wlasnoéé — autonomiczna — to co$, co przystu-
guje przedmiotowi, np. czerwien przystugujaca danemu owocowi.® W samej
wlasnosci Ingarden takze wyrdznia materie, forme oraz sposéb istnienia.
Materia jest tu konkretyzacja czystej jakosci idealnej (skonkretyzowana czy-
sta jakosé¢ idealna), forma polega na przystugiwaniu czemus, a o sposobie
istnienia decyduje moment bytowej niesamodzielno$ci.

Wtasno$é jest wlasnodcia pewnego przedmiotu i nie moze istnie¢ bez
przedmiotu, ktéremu przystuguje, lub inaczej: tylko w abstrakcyjnym roz-
wazaniu wtasnos¢ moze byé traktowana jako cos odrebnego, oddzielonego
od przedmiotu. Jest ona zatem rownie indywidualna jak przedmiot, ktéremu
przystuguje.

7Z uwagi na wskazang indywidualnosé, na fakt, ze dana wlasno$é nie
moze przysthugiwaé¢ dowolnemu przedmiotowi, ze jest wltasnoscia tylko jed-
nego przedmiotu, zasade wyltaczonego $rodka nalezy przeformutowaé. Trzeba
zaznaczy¢, ze to dowolna jako$é, a nie dowolna wlasnosé, moze byé przypi-
sywana przedmiotowi P. Jednocze$nie nalezy jeszcze uwzglednié, ze przed-
miotowi nie przystuguje wprost sama jako$é, lecz jakos¢ skonkretyzowana
i ujeta w forme wlasnodci.

Po tych uwagach zasada wytaczonego srodka przyjmie postacé:

VPYjw;(P) vV —w;(P)], (2)

gdzie w; oznacza wlasnos$¢, w ktorej skonkretyzowana jest jako$¢ j; w tym
miejscu przyjmujemy tez, ze j,, oznacza czysta jakos¢ idealna, ktérej kon-
kretyzacja stanowi materie¢ wlasnosci w.

"Pomijamy tu istnienie absolutne, co nie ma zadnego wplywu na dalsze analizy.

W Sporze duzo uwagi poswiecit tez Ingarden wlasnosci relatywnej; zob. [Ingarden
1987, t. 11, cz. 1, rozdz. XII.
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4. Co to jest w;(P)? Przedmiotowi przysluguja wlasnosci, natomiast
samo przystugiwanie wlasnosci jest w tradycji fenomenologicznej nazywane
stanem rzeczy. To wladnie stany rzeczy, a nie rzeczy, czy wlasnosci uznawane
sg za odpowiedniki zdan. Przyktad: ontycznym korelatem zdania ,, To jabtko
jest zielone” jest stan rzeczy: ,Przystugiwanie zieleni temu oto jabtku”.
Zatem w;(P) to stan rzeczy — pozytywny stan rzeczy.

4.1. Co to jest ~w;(P)? Co to znaczy, ze ,wj; nie przystuguje P”7

Pierwsze gruntowne opracowanie kategorii stan rzeczy, Sachverhalt,
przedstawil Adolf Reinach w pracy z roku 1911 Zur Theorie des negativen
Urteils. Czytamy tam:

»W sporze o to, czy w sadzie moga by¢ ujmowane dowolne twory przedmio-
towe, czy tylko relacje [...] przeoczony zostal éw trzeci twér — stan rzeczy
— ktéry nie jest ani przedmiotem, ani relacja, i ktéry [...] wylacznie moze
stanowi¢ intencjonalny korelat sadéw” .

Dalej Reinach pisze, ze stany rzeczy moga by¢ pozytywne (,bycie-b-
przedmiotu A”) lub negatywne (,nie-bycie-b-przedmiotu A”), a ontyczne
zwiazki miedzy pozytywnymi i negatywnymi stanami rzeczy charakteryzuje
jak nastepuje:

,Negatywne stany rzeczy zachodza doktadnie w tym samym sensie i doktad-
» 10

nie w ten sam obiektywny sposéb jak pozytywne stany rzeczy”.
,Obok stanu rzeczy ‘bycie-b-przedmiotu A’ istnieje stan rzeczy ‘nie-bycie-b-
przedmiotu A’. Te dwa stany rzeczy sa wobec siebie kontradyktoryczne;
zachodzenie jednego wyklucza zachodzenie drugiego”.!!

Reinach skrupulatnie bada poznawanie stanéw rzeczy. Jako mozliwe
znajduje negatywne lub pozytywne przeswiadczenie o negatywnym lub po-
zytywnym stanie rzeczy. Stad otrzymuje cztery kombinacje: pozytywne prze-
Swiadczenie o pozytywnym stanie rzeczy, negatywne przeswiadczenie o po-
zytywnym stanie rzeczy, pozytywne przeswiadczenie o negatywnym stanie
rzeczy, negatywne przeswiadczenie o negatywnym stanie rzeczy.

Pierwsza mozliwosé polega na tym, ze pozytywny stan rzeczy dany jest
w sposob oczywisty.

Druga — odpowiada sytuacji, w ktorej poznajemy, ze ,,A nie jest a”. Pole-
ga to na prostym ujeciu réznosci (,negatywnej oczywistosci niezgodnosci”)

[Reinach 1911], s. 74.
10]Reinach 1911], s. 76,
Y [Reinach 1911], s. 70.
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zachodzacej miedzy stanami rzeczy: domniemanym pozytywnym stanem
,bycie-a-przedmiotu A” i faktycznym pozytywnym stanem ,bycie-b-przed-
miotu A”;

,Przebiegajac wzrokiem otaczajacy nas $wiat, bedziemy wprawdzie mogli
dojs¢ do pozytywnego przeswiadczenia, ze pewien przedmiot jest czerwo-
ny, lecz nie do negatywnego, ze nie jest on zo6tty. To ostatnie zaklada, ze
w jaki$ sposéb — czy to pytajac, czy to watpiac itp. — bratem pod rozwage
ten stan rzeczy (scil. bycie zéttym owego przedmiotu). Co dokonuje sig, kiedy
z tej rozwazajacej postawy przechodzimy do ostatecznego przeswiadczenia?
Stajemy przed faktycznym stanem w istniejagcym $wiecie i poznajemy, ze
przedmiot jest czerwony. Podczas, gdy ten stan rzeczy prezentuje sie nam
jako pozytywnie oczywisty, ujmujemy niezgodno$é¢, w jakiej pozostaje z nim
stan rzeczy brany pod rozwage (bycie tego przedmiotu z6ttym), a przez to
ten ostatni przybiera zarazem owo swoiste oblicze, ktére [...] nazwaliSmy
negatywna oczywistoscia. Dopiero teraz powstaje w nas negatywne przeko-
nanie co do tego stanu rzeczy”.'?

Trzecia mozliwos¢ to poznawanie negatywnego stanu rzeczy. Polega to na
oczywistosci ,koniecznego powiazania” jakie zachodzi miedzy negatywnym
i ,kontradyktorycznym wobec niego” pozytywnym stanem rzeczy:

,2Ujmujac konieczne powiazanie negatywnego stanu rzeczy z pozytywnym,
poznajemy réwniez ten negatywny stan rzeczy; i do poznanego stanu nega-
tywnego odnosi sie wlasnie pozytywne przeswiadczenie” .13

Czwarta mozliwos¢ to proste ujecie niezgodnoéci zachodzacej miedzy do-
mniemanym negatywnym stanem rzeczy i ,,sprzecznym” z nim pozytywnym
stanem rzeczy.

W kazdej kombinacji — jak wida¢ — pozytywny lub negatywny, domnie-
many lub faktyczny stan rzeczy wystepuje w parze z pozytywnym stanem
rzeczy. W tym sensie poznanie negatywnego stanu rzeczy jest zalezne od
tego, co pozytywne.

Dla Ingardena punktem wyjscia teorii negatywnych standéw rzeczy jest
stanowisko Reinacha, podstawowe jest jednak dlan pytanie o sposob istnie-
nia negatywnego stanu rzeczy. Jezeli istotnie poznanie negatywnego stanu
rzeczy jest zalezne od poznania odpowiedniego pozytywnego stanu rzeczy,
to znaczy — wnosi Ingarden — ze musi tez zachodzi¢ jakas zaleznos¢ miedzy

tymi stanami.

2[Reinach 1911], s. 77.
13[Reinach 1911], s. 78.
14Z0b. [Ingarden 1987], t. 11, cz. 1, s. 268-275.
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4.2. Jak zatem istnieje negatywny stan rzeczy? Zacznijmy od przyktadu.
Niech przedmiotowi P, powiedzmy jabtku, przystuguje wtasnosé a, powiedz-
my zielono$¢. Przyjmijmy ponadto, ze P jest kuliste i stodkie. Wlasnosé
a istnieje autonomicznie:

sama w sobie ma swéj fundament bytowy, sama w sobie jest immanentnie
okreslona.!®

W szczegdlnodci oznacza to, ze a istnieje niezaleznie od wszelkiego podmiotu
poznajacego. To samo odnosi sie do stanu rzeczy ,,Przystugiwanie P wla-
snosci a”.

Stan rzeczy ,,To jabtko nie jest czerwone” — , P nie jest b” — jest natomiast
bardziej ztozony. Wyznaczony jest on z jednej strony przez stan rzeczy PP
jest a”, nastepnie przez réznosé czystych jakosci idealnych j, (zielen) oraz jj
(czerwien), a wreszcie przez intencjonalnie zaprojektowany przez podmiot
poznajacy stan rzeczy ,,To jablko jest zielone” (,,P jest b”).

Nawet w ramach ontologii Ingardena, tak bogatej w egzystencjalne dys-
tynkcje, ten sposob istnienia jest wyjatkowy. Jest to bowiem istnienie cze-
Sciowo autonomiczne, czeSciowo heteronomiczne. Autonomiczne jest ono
z uwagi na sktadniki niezalezne od podmiotu: (1) ,P jest a” oraz (2) j,
jest rézne od j.'% Nieautonomiczne jest z uwagi na intencjonalnie zaprojek-
towany stan rzeczy P jest b”;

Jhegatywne stany rzeczy istnieja pochodnie przez to, ze sa wyznaczone
z jednej strony przez zachodzace w przedmiocie pozytywne stany rzeczy,
z drugiej zas$ przez podmiot poznajacy, ktory interesuje sie pewnym obsza-
rem uposazen przedmiotu”.!”

4.3. W przedstawione] interpretacji, w czynniku —w;(P) za w;(P), za
to, co zaprzeczane, mozna podstawiaé tylko to, co istnieje autonomicznie:
w negatywnym stanie rzeczy zaprzeczany jest pewien pozytywny stan rzeczy.
W zwiazku z tym wyrazenie —(—w) nie ma sensu, gdyz —w nie jest bytem au-
tonomicznym. Aby podkresli¢ ten aspekt, negatywny stan rzeczy bedziemy
oznaczaé¢ symbolem non(w). Po tej uwadze wzér (2) przyjmie postac:

VPl (P) V non(w; (P))). (3)

15Zob. [Ingarden 1987, t. I, s. 84.

Ten moment moze byé uznany za heteronomiczny (subiektywny); zob. [Zeglen
1996], s. 273. Nie widzimy jednak powoddéw, aby z uwagi na opozycje heteronomi-
czny—autonomiczny (subiektywny—obiektywny) réznosé jakosci traktowaé inaczej niz réz-
nos¢ liczb, np. 1 # 0.

17[Ingarden 1987, t. II, cz. 1, s. 276.
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Jest to symboliczny zapis ontologicznej zasady wylaczonego $rodka zre-
konstruowanej w ramach Sporu o istnienie Swiata.

4.4. Jaki jest udzial podmiotu w konstytuowaniu negatywnego stanu
rzeczy? Rola podmiotu jest wyrdznienie aspektu przedmiotu, np. barwy,
ksztaltu, smaku, a nastepnie zaprojektowanie stanu rzeczy, ktory mogtby
wystapié zamiast aktualnie przystugujacej przedmiotowi wlasnosci. Ow za-
projektowany, intencjonalny stan rzeczy ,,P jest b” ma swa podstawe bytowa

»a) W zespole pozytywnych stanéw rzeczy danego przedmiotu, b) w do-
mniemaniu aktu poznawczego, spelnianego przez podmiot, ktéry poznaje
przedmiot P i usuwa odpowiednie momenty materialne”.!®

Aby nadaé jednoznaczno$é¢ tym slowom, liczbe mnoga zastapimy poje-
dyncza, tak ze w odniesieniu do naszego przykladu otrzymamy: intencjonal-
ny stan rzeczy P jest b” ma swa podstawe bytowa w (1) pozytywnym stanie
rzeczy P jest a” oraz w (2) domniemaniu aktu poznawczego, spelnianego
przez podmiot, ktéry poznaje przedmiot P i usuwa odpowiedni moment
materialny — w naszym przyktadzie jest to j, — natomiast w jego miejsce
wstawia moment jakoSciowy jp.

,Podmiot poznajacy — zaleznie od swych zainteresowan — niejako intencjo-
nalnie kompletuje negatywne stany rzeczy przez wyznaczenie tego momentu
materialnego okreélenia, w stosunku do ktérego zachodzi rozdzial miedzy
nim [przedmiotem intencjonalnie domniemanym — P.B] a przedmiotem” .’
,To ‘co$ innego’ [intencjonalnie wyznaczona wlasnosé — P.B.] nie jest przy
tym nigdy catkiem dowolne, ‘byle jakie’, lecz jest $cisle wyznaczone (jako
‘przeciwienstwo’) przez pozytywne stany rzeczy wystepujace w przedmio-
cie” .20

Majac na uwadze, to co powiedziane w drugim cytacie bedziemy moéwili,
ze negatywny stan rzeczy odbija sie od pewnego pozytywnego stanu rzeczy.

4.5. Jakie sa ontyczne podstawy takiej operacji podmiotu? Po pierwsze,
podzial sfery czystych jakosci idealnych na gatunki, po drugie, wystepo-
wanie odmian jakoSciowych w obrebie danego gatunku. To, co po stronie
przedmiotu odpowiada gatunkowi bedziemy nazywaé aspektem.

Warunkiem wyréznienia aspektu przedmiotu jest podzial jakoséci na ga-
tunki: jedna grupa jakosci odpowiada barwie, inna — ksztaltowi, itd. Gdy

8[Ingarden 1987, t. II, cz. 1, s. 276.

9Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 276.
20[Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 276-277.
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wyrdzniony jest aspekt, woéwczas intencjonalnie moze byé¢ wytworzonych tyle
stanéw rzeczy, ile jest jakosci (,odmian jakosciowych”) w obrebie danego ga-
tunku. Tak wiec gdy wyrdzniona jest barwa, to mozliwe sg takie negatywne
stany rzeczy, w ktérych wystepuje ktéras z odmian tego gatunku.

,,Nie byloby jednak tych negatywnych stanéw rzeczy, gdyby nie to, ze istnieje
tak wielkie bogactwo momentéw jakosciowych (idealnych jakosci), ze jest ich
znacznie wiecej niz ich moze by¢ ukonkretyzowanych w jednym i tym samym
przedmiocie” 2!

,Poniewaz odmiany jako$ciowe wykluczaja sie wzajemnie, a istnieje cala
ich mnogos¢, dostarczaja niejako wystarczajacego materialu na uposazenie
wielu przedmiotéw indywidualnych”.??

,» 1o bogactwo zarazem umozliwia, ze przy poznawaniu pewnego przedmiotu
indywidualnego bierzemy (resp. mozemy bra¢) pod rozwage rézne momenty
jako$ciowe w nim nie zrealizowane; ‘proponujemy’ je niejako na jego uposa-
zenie wlasnoéciowe, a znajdujac w nim zrealizowane inne wlasnoéci, dopel-
niamy intencjonalnie przedmiot, rozwijajac odpowiednie negatywne stany

rzeczy” .23

Uogodlniajac to, co wyzej powiedziane otrzymujemy:

(wk) Ontycznym warunkiem P nie jest w;” jest to, ze j, jest jakosScia
z gatunku J, w przedmiocie P jest skonkretyzowana pewna jako$¢ i, ktora
jest odmiang gatunku J oraz ¢ jest rézna od jy;

non(w;(P)) — 3J3i[i € J A juw € J A ju # i ANw;i(P)].

Stad otrzymujemy, ze gdy P oznacza zielone jablko z naszego przykladu,
to autonomiczng strong negatywnego stanu rzeczy ,,P nie jest czerwone”
nie jest ani stan rzeczy ,,P jest kuliste”, ani , P jest slodkie”, lecz jedynie
P jest zielone”.

Dodajac do warunku (wk) odpowiedni akt podmiotu poznajacego otrzy-
mujemy:

)

(wkw) P nie jest w;” zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy j., jest jakoScia
z gatunku J, w przedmiocie P jest skonkretyzowana pewna jako$c¢ i, ktora

*!Ingarden 1987], t. 1T, cz. 1, s. 277.
22[Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 278.
Z3[Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 278.
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jest odmiang gatunku J, ktéra jest rézna od j, oraz spelniony jest akt
$wiadomosci, w ktérym jest domniemane w;(P);

non(w;j(P)) <« 3J3i[i € J A jy € J A ju # i ANwi(P) NAKT (w;(P))].

4.6. Omawiana koncepcja negatywnych stanéw rzeczy podejmuje tylko
jeden, $cisle okre$lony watek szeroko rozumianego zagadnienia negatywno-
Sci, a mianowicie: jaki jest ontyczny sens nieprzystugiwania przedmiotowi
autonomicznej wlasnosci. W ontologii Ingardena samo istnienie przedmiotu
nie jest wlasnoscig, przeto i nieistnienie przedmiotu nie jest negatywnym
stanem rzeczy. Negatywnym stanem rzeczy nie jest tez to, ze w okreslo-
nym miejscu nie ma danego przedmiotu. Samo znajdowanie si¢ przedmiotu
w jakims$ miejscu nie jest wlasnos$cia w przyjmowanym obecnie znaczeniu.
W ontologii Ingardena polozenie przedmiotu jest wtasnoscia relatywna i jako
takie nie jest wlasnoscia autonomiczna.

5. Przechodzimy do zaprzeczenia zasady wylaczonego srodka. Wycho-
dzac od wzoru (3) przyjmie ono postaé:

AP3j[~(w; (P) V non(w;(P)))], (4)

co czytamy: istnieje przedmiot P oraz jakosc j i nie jest tak, ze wlasnos¢ w;
przystuguje P lub wlasno$¢ w; nie przystuguje P.

Jaki przedmiot nie podlega zasadzie wylaczonego $rodka? Zdaniem In-
gardena kazdy przedmiot intencjonalny. Pokazemy dlaczego tak jest w przy-
padku tytutowej postaci powieéci Lolita i jaki to ma zwiazek ze schematycz-
noscia przedmiotu intencjonalnego.?*

6. Powtorzmy: o sposobie istnienia przedmiotu intencjonalnego, owej
calosci wraz z zawartoécia, decyduje to, ze ,swéj fundament bytowy ma
[on — P.B.] nie w sobie samym, lecz w czyms$ innym”. Ow ,fundament byto-
wy” to tekst. Odrebna kwestia jest natomiast ,,sposéb istnienia” przedmio-
tu, ktory stanowi zawarto$é. Ot6z na zawarto$é przedmiotu intencjonalnego
sktadaja sie okreslenia jakoSciowe, formalne oraz — i to jest teraz szczegdlnie
wazne — ,charakter bytowy”, tzn. wyznaczony wprost lub tylko domniema-
ny sposéb istnienia przedmiotu stanowiacego zawartosé. Nie jest to istnienie
sensu stricto i dlatego stowo istnieje Ingarden ujmuje w cudzystéw:

,2Albowiem w swej zawartosci przedmiot intencjonalny ‘jest’ doktadnie taki,
jakim jest domniemany, i ‘istnieje’ w ten sposéb, jaki jest mu wyznaczony
w akcie go okreglajacym” %

2470b. rozdz. O przedmiocie matematycznym. Czedé 1.
%5 [Ingarden 1987], t. II, cz 1, s. 201; zob. takze [Ingarden 1988], §33.
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W powiesci Nabokova nie ma zdania mdwiacego wprost, ze Lolita jest
realnym przedmiotem. Jej realnos$é jest domniema przez to, ze stanowi ona
element $wiata, ktory jest domniemany jako realny. Pamietajac, ze w Spo-
rze wyroznione sg trzy zasadnicze sposoby istnienia, zawarto$¢ moze byé
domniemana jako przedmiot istniejacy realnie, idealnie lub intencjonalnie.

6.1. ,Czysto intencjonalny przedmiot nie jest w $cistym sensie ‘okreslony’
9 26

co najmniej co do swej zawartosci”.

Dopowiedzmy: niedookreslony jest ten przedmiot, ktéry wystepuje w za-
wartosci przedmiotu intencjonalnego, natomiast w uposazeniu materialnym
przedmiotu intencjonalnego jako takiego nie ma zadnych ,miejsc niedookre-
Slenia”:

,w swej strukturze intencjonalnej spelniaja one i te zasade [ontologiczna
zasade wylaczonego srodka — P.B.]; inaczej méwiac: w strukturze intencjo-
nalnej przedmiotéw czysto intencjonalnych nie znajdujemy zadnych miejsc
niedookreslenia” 2"

Dla kontrastu, aby uwyrazni¢ schematycznosé przedmiotu intencjonal-
nego, wskazemy dwa istotne momenty budowy przedmiotu realnego. Otz
do istoty przedmiotu realnego nalezy to, ze jest on (1) wszechstronnie i (2)
jednoznacznie okreslony.

(Ad 1.) Wszechstronnie, czyli ,,pod kazdym mozliwym dla niego wzgle-
dem”. Jedli Jy, Jo, ... sa gatunkami jakosci, ktére ,moga wystepowaé
w przedmiocie realnym”, to w przedmiocie tym musza wystepowaé jakie$
odmiany j1, j2, ... tych gatunkéw, gdzie j; € J;. Gatunkdéw J; jest — zda-
niem Ingardena — nieskonczenie wiele, a ponadto sa one parami roztaczne.
Przyjmujemy, ze po stronie przedmiotu P gatunkom Ji;, Jo, ... odpowia-
daja aspekty Ai, Ao, ...

Wyjasnienia domaga si¢ jeszcze zwrot ,pod kazdym mozliwym wzgle-
dem”.

(Ad 2) Jakosci zrealizowane w przedmiocie wystepuja w ,najnizszej od-
mianie gatunkowej”, co znaczy, ze nie moga by¢ dalej réznicowane. Gdy
przedmiotowi realnemu przyshuguje np. zielen, to jest to zielen okreslonego
rodzaju (powiedzmy zielen Veronese’a), o okreslonej jasnosci i okreslonym
nasyceniu.

Odpowiednio miejsca niedookreslenia sa dwojakiego rodzaju. (1) Przed-
miot w oglle nie jest okreslony pod pewnym wzgledem. Nic na przyklad
nie jest powiedziane o uszach Lolity, co jest znamienne o tyle, ze spotykajac

26[Ingarden 1988], s. 186.
*7Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 207.
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ja po latach Humbert Humbert notuje: ,,Nowa, spietrzona fryzura, nowe
uszy”.?® Ale uszy czlowieka nie rosng tak bardzo, aby w ciggu trzech lat
staly sie wieksze, czy zmienily ksztalt. Zmienita sie twarz Lolity i na jej
nowym obliczu uwydatnity si¢ uszy, w zasadzie te same uszy sprzed trzech
lat. Ale jakie one wlasciwie sa? Mate? Duze? Odstajace? Przylegajace? Wa-
skie? Zaokraglone? Jaki jest ich platek i czy w ogdle maja jakis platek?
W powiesci nic nie jest na ten temat powiedziane.

(2) Nie kazdej przypisanej przedmiotowi ,,og6lnej” wlasnosci przyporzad-
kowana jest odpowiednia konkretna wtasnosé¢. Wiemy, ze Lolita ma piegi,
lecz nic nie jest powiedziane o ich barwie, mozemy jedynie domniemywac,
ze jest to jaki$ odcien brazu (o okreslonej jasnosci i nasyceniu).

6.2. Jakie jest zrédlo wskazanej schematycznosci przedmiotu intencjo-
nalnego? Zdaniem Ingardena jest tak, po pierwsze, dlatego, ze zawartosé
przedmiotu intencjonalnego ma tylko te wlasnosci, ktére zostalty przypisane
jej przez autora i zostaly zapisane w tekscie:

~Przedmiot czysto intencjonalny wykazuje w swej zawartosci te i tylko te
wlasnosci, resp. momenty, jakie zostaly ustalone w projektujacym go in-
tencjonalnie tworze intencyjnym (akcie mniemania, w tekscie jezykowym
itp.)”.2

Po drugie, ,charakter bytowy” wyznacza aspekty przedmiotu — miejsca,
w ktorych przedmiot o danym sposobie istnienia powinien by¢ okreslony:

»Wszedzie tam, gdzie de iure, wobec przypisanych mu explicite ‘ogdlnych’
albo indywidualnych wtasnosci i momentéw ‘winien by posiadaé’ pewne wila-
snosci, ale ich faktycznie nie posiada, wystepuje w jego zawartosci ‘miejsce
niedookreglenia’” .30

Co jest punktem odniesienia dla owego ,,‘winien by posiada¢’ pewne wta-
snosci”? Ot6z przedmiot ,,powinien” posiadaé pewne wiasnosci

sjezeli mialyby one wystepowaé w przedmiocie samoistnym?” ;3!

dodajmy: w odpowiednim (w zaleznosci od domniemanego sposobu istnie-

nia) przedmiocie samoistnym, tj. istniejacym albo realnie, albo idealnie.
Uwzgledniajac tylko dobér cech przypisanych Lolicie nie ma jeszcze pod-

staw do wyznaczania jakichkolwiek luk, jakichkolwiek miejsc niedookresle-

28[Nabokov 1991], s. 301.

*[Ingarden 1987], t. 11, cz. 1, s. 205.
3%Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 205.
3Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 204.
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nia. Dopiero wtedy, gdy uwzgledni sie ,roszczenie” Lolity do bycia przed-
miotem realnym mozna uznaé niekompletnoéé jej okredlenia.?? Uszy jakiejs
realnej Lolity sa okreslone pod kazdym wzgledem, bo — powiedzmy to wy-
raznie — w ontologii Ingardena uszy kazdej realnej postaci sa ex definitione
okreslone pod kazdym wzgledem. Przedmiot realny w ontologii Ingardena
jest rozumiany, jako okreslony pod kazdym wzgledem, ale trzeba jeszcze
dodaé: pod kazdym mozliwym dla tego przedmiotu wzgledem.

Reasumujac: dopiero z uwagi na ,charakter bytowy” zawartosci mozna
wyznaczaé¢ miejsca niedookreslenia przedmiotu intencjonalnego.

7. Dlaczego w kazdym przedmiocie intencjonalnym musza wystapi¢ miej-
sca niedookreslenia?

Przedmiot realny ma nieskonczenie wiele wlasnosci i w Sporze jest to
wyraznie powiedziane. Przedmiot domniemany jako realny musiatby zatem
miec¢ nieskonczenie wiele cech, natomiast w skonczonej ilosci aktéw intencyj-
nych mozna ich wyznaczy¢ tylko skonczenie wiele. To sa pewniki ontologii
Ingardena.

Zawartos¢ przedmiotu intencjonalnego jest wyznaczona w dziele literac-
kim na dwa sposoby: przez pelne zdania oraz przez nazwy. Zdania wyznacza-
ja stany rzeczy, a posrednio wtasnosci przedmiotu. W ten sposéb skoniczenie
wiele zdan moze wyznaczaé tylko skonczenie wiele cech.?? Forma przedmiotu
wyznaczonego przez nazwe jest tylko schematem formy przedmiotu indywi-
dualnego i jako schemat ,nie moze by¢ nigdy w pelni wypelniona przez
materialne momenty”. Nazwa nigdy nie wyznacza nieskonczenie wielu cech,
zdecydowana wiekszosé jest tylko wspoldomniemana jako jakas (nieokreslo-
na) wlasnoéé z zakresu mozliwych wlasnosci okreglonego rodzaju.3*

Ingarden nie twierdzi, ze w ogdle nie jest mozliwe intencjonalne wyzna-
czenie konkretnej jakosci. Wrecz przeciwnie, schematycznosé rysuje sie przez
kontrast, w zestawieniu z wlasnosSciami, ktére sa wyznaczone jednoznacznie.
Miejsca niedookreslenia musza wystapi¢ z uwagi na opozycje: nieskonczonosé
zbioru cech przedmiotu samoistnego — skoniczonosé zbioru cech wyznaczo-
nych przez tekst. Jezeli zawarto$¢ przedmiotu intencjonalnego jest domnie-

3270b. ,Przedmiot taki [intencjonalny — P.B.] jawi sie jako schematyczny wtasnie dzigki
umieszczeniu go w odpowiedniej relacji dzigki [...] ‘niedopowiedzeniu’. Jesliby nie brato
sie takiej relacji pod uwage, nalezatoby myslenie o przedmiotach intencjonalnych (m.in.
przedmiotach przedstawionych) ograniczy¢ do tego jedynie, co jest w nich dane, nie kon-
struujac w ogdle pojecia elementu, ktory nie jest dany, ale mégtby czy powinien by¢ dany”
[Bartoszynski 1982], s. 184.

33Zob. [Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 205-206.

31Zob. [Ingarden 1988], s. 319-322.
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mana jako przedmiot realny, to musza tam wystapi¢ miejsca niedookreslenia
pierwszego rodzaju:

3JIVj € J[=(w;(P))];

zawartos¢ przedmiotu P w ogdle nie jest okreslona pod pewnym wzgledem,
nie jest okre$lona z uwagi na aspekt A, ktéry odpowiada gatunkowi J.

8. Miejsca niedookreslenia zalicza Ingarden do istoty przedmiotu inten-
cjonalnego i dlatego chce wykazaé, ze muszg one wystapi¢ w kazdym takim
przedmiocie. W jego argumentacji decydujace jest przeciwstawienie: nie-
skoniczenie wiele wlasnosci przedmiotu samoistnego — skonczenie wiele zdan
dzieta literackiego. Dychotomii tej nie moze przekroczy¢ zadna, jakkolwiek
rozbudowana powies¢.

Stanowisko to bedzie jednak mniej oczywiste, gdy podjdziemy w prze-
ciwnym kierunku i rozwazymy dzieto, w ktérym charakterystyka przedmio-
tu wystepujacego w zawartosci jest na tyle uboga, ze nieczytelny staje sie
,charakter bytowy”, lub nawet wiecej: gdy intencja autora jest zatarcie, czy
wrecz usuniecie owego ,charakteru”. O przyklady nie jest tu trudno.3?

W ten sposéb nie tyle kwestionujemy ustalenia Ingardena, ile raz jesz-
cze pokazujemy, niejako od strony negatywnej, ze decydujaca role przy wy-
znaczaniu miejsc niedookreslenia odgrywa ,charakter bytowy” przedmiotu
stanowiacego zawartos¢ przedmiotu intencjonalnego.

9. W podsumowaniu charakterystyki przedmiotu intencjonalnego poda-
nej w Sporze znajdujemy zdanie stanowiace punkt wyjscia tego rozdziahu:

,W nastepstwie tego czujemy si¢ blednie upowaznieni do rozciggania waz-
noéci zasady wylaczonego érodka w interpretacji ontologicznej na wszyst-
kie bez wyjatku przedmioty indywidualne. W rzeczywistosci jednak zasada
wytaczonego srodka obowiazuje jedynie w odniesieniu do indywidualnych
przedmiotéw samoistnych, a przedmioty intencjonalne w swej zawartosci

nie podpadaja pod jej zakres. Natomiast w swej strukturze intencjonalnej

spelniaja one i te zasade” .3

35Z0b. ,,Czesto przeciwstawia sie [...] przedmioty przedstawione — bogato wyposazone
w rézne cechy, a wiec poniekad ubogie w miejsca niedookreslenia, przedmiotom zaled-
wie naszkicowanym, a wiec jawnie schematycznym. Ale przeciwstawienie takie wydaje sie
o tyle watpliwe, ze bogate wyposazenie jakosciowe aktywizuje jakby miejsca niedookre-
slenia — nie rzucajace si¢ w oczy w wypadku szkicowego ubéstwa cech przedmiotu. Tak
wiec ilo$¢ miejsc niedookreslenia dostrzeganych w dziele literackim zdaje sie zalezeé nie
tylko od konfrontacji schematu ze wzorcem, lecz i od absolutnej iloéci elementéw danych
w tym dziele jako wypelnione. Ilosé ‘luk’ zdaje sie rosnaé wraz z bogactwem nacechowania”
[Bartoszyniski 1982], s. 187.

36[Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 207.
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9.1. Przedmiot intencjonalny ma — jak pamigtamy — dwustronna budowe,
z tym za$ wiaze si¢ podzial przystugujacych mu wlasnosci na dwie grupy:
wlasnosci charakteryzujace przedmiot intencjonalny jako taki oraz wlasno-
Sci przypisane przedmiotowi stanowigcego zawartosé. Przyjmujemy za In-
gardenem, ze przedmiot intencjonalny jako taki (,,w swej strukturze inten-
cjonalnej”) ,spenia” ontologiczng zasade wylaczonego $rodka.?” Natomiast
przedmiot stanowiacy zawarto$é¢ ,nie podpada pod jej zakres”. Dlaczego?

Nie jest tak, ze uszy Lolity sg waskie lub uszy Lolity nie sa waskie. Wezmy
bowiem pierwszy czlon alternatywy: ,uszy Lolity sa waskie”. W powiesci
nie jest to powiedziane, a Lolita ma tylko te cechy, ktére sa jej przypisane
w tekscie.

Wezmy drugi sktadnik: ,uszy Lolity nie sa waskie”. Jest to negatywny
stan rzeczy. Jego warunkiem koniecznym jest — przypomnijmy — ze w danym
przedmiocie zachodzi jaki$ pozytywny stan rzeczy, od ktérego ten negatywny
méglby sie odbié.3® Aby mogl zajéé ten negatywny stan rzeczy, to uszy
Lolity musialyby by¢ jako$ okreslone pod wzgledem ksztaltu, co znaczy, ze
w powieéci musialoby by¢ powiedziane, ze ze wzgledu na ksztalt sa one takie
lub inne. Ale niczego takiego w tekscie nie ma, dlatego nie zachodzi warunek
konieczny negatywnego stanu rzeczy ,uszy Lolity nie sa waskie” .3

9.2. Zdawac¢ by sie moglo, ze zostosowany tu pomyst moéglt byé uzyty
w duzo prostszej sytuacji. Wezmy indywidualny przedmiot idealny, np. troj-
kat réwnoboczny o ustalonym boku. Ingarden z pewnoscig by przyznatl, ze
temu tréjkatowi nie przystuguje zadna barwa. Dla uzasadnienia wzoru (4)
mozna by zatem podaé taki przyklad: ,nie jest tak, ze trojkat réwnobocz-
ny o ustalonym boku jest czerwony lub nie jest czerwony”. Pierwszy czton
alternatywy jest oczywisty (w ramach ontologii Ingardena). Ale nie jest tez
tak, ze zachodzi negatywny stan rzeczy ,trojkat rownoboczny o ustalonym
boku nie jest czerwony”, a to dlatego, ze przedmiot idealny nie jest w ogdle
okreslony co do koloru i nie zachodzi warunek konieczny tego negatywnego
stanu rzeczy.

Dlaczego zatem Ingarden nie podaje takiego prostego, zdawaloby sie,
kontrprzyktadu? Co wiecej, w Sporze jest wyraznie powiedziane, ze onto-
logiczna zasada wylaczonego srodka zachowuje wazno$é w odniesieniu do
indywidualnych przedmiotéw idealnych.*® Odpowiadajac zwrécimy uwage

37Zob. wyzej pkt. 6.1.

38Z0b. wyzej pkt. 3.5.

39Inna, bardziej prostolinijna odpowiedz moglaby by¢ taka, ze dla zadnej wlasnodci w
nie zachodzi — tj. w tekscie nic na ten temat nie jest powiedziane — non(w(P)).

4070b. ,zasada wylaczonego $rodka obowigzuje jedynie w odniesieniu do indywidual-
nych przedmiotéw samoistnych” [Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 207.
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na wcezesniej zaznaczony juz moment: przedmiot realny jest okreslony ,,pod
kazdym mozliwym dla niego wzgledem”.*! Trop ten znajduje potwierdzenie
w innym fragmencie O dziele literackim:

»bytowo autonomiczne stany rzeczy [...| musza podlega¢ prawom istotno-
Sciowym panujacym w dziedzinie przedmiotowej, do ktérej nalezy materia
danego stanu rzeczy” .42

Przyjmujemy nastepujaca wykladnie tych stéw: sfera czystych jakosci
idealnych jest podzielona na dziedziny odpowiadajace dziedzinom bytowym:
temu, co istnieje realnie, idealnie i ewentualnie temu, co istnieje intencjonal-
nie (chodziloby tu o jakosci okreslajace przedmiot intencjonalny jako taki).
Gdy kazdej dziedzinie bytowej odpowiada inna klasa jakosci, to wéwczas
otrzymujemy dwa prawa wylaczonego srodka obowiazujace odpowiednio
w dziedzinie przedmiotéw realnych (Real) oraz idealnych (Ideal):

VP € RealVj € Jrea[w;(P) V non(w;(P))], (5)
VP € IdealVj € Jrgeai[w;(P) V non(w;(P))], (6)

gdzie JReqr Oraz Jigeq 0znaczaja odpowiednio dziedzine jakosci specyficz-
nych dla przedmiotéw realnych i dziedzine jako$ci specyficznych dla przed-
miotow idealnych.

Nastepnie, w zaleznosci od ,,charakteru bytowego” zawartosci przedmio-
tu intencjonalnego zaprzeczenie prawa wyltaczonego srodka przyjmie postac:

3P € Int3j € Jpear[~(w;(P) V non(w;(P)))], (7)

3P € Int3j € Jrgea[~(w;(P) V non(w;(P)))], (8)

gdzie Int oznacza dziedzine przedmiotéw intencjonalnych, zas w(P) moze
oznacza¢ wlasnos¢ zaréwno przedmiotu intencjonalnego jako takiego, jak
wlasnosé przedmiotu stanowiacego zawarto$é¢ przedmiotu intencjonalnego.

Powyzsze wzory mozna jeszcze uzupelnié rozpatrujac przypadek, w kté-
rym do zawartosci przedmiotu intencjonalnego nalezy przedmiot, ktéremu
przypisane jest istnienie intencjonalne.*® Mozna wéwczas przyjaé, ze w za-
wartosci tego drugiego przedmiotu intencjonalnego musi wystapi¢ przedmiot
realny lub idealny i taki podwdjnie ztoZony przedmiot intencjonalny podlega
prawu (7) lub (8). Taki sam wynik otrzymamy takze wtedy, gdy dopusci-
my iterowanie operacji zawierania sie jednego przedmiotu intencjonalnego
w drugim.

“!Ingarden 1988], s. 317.

42[Ingarden 1988], s. 409.
4370b. [Inagrden 1987], t. I, cz. 1, s. 202-203.
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Zupelnie nowa sytuacja powstanie natomiast wtedy, gdy w zawartosci
przedmiotu intencjonalnego wystapi przedmiot, ktorego charakter bytowy
nie jest ustalony, a tak wtlasnie jest, gdy pytamy o sposob istnienia przed-
miotu matematycznego.

10. Podsumowujac, mozemy poda¢ nastepujaca definicje miejsca niedo-
okreélenia pierwszego rodzaju.** Niech P bedzie przedmiotem intencjonal-
nym. Gdy ,charakterem bytowym” zawartosci przedmiotu P jest istnienie
realne, to:

Aspekt A jest miejscem niedokredlenia przedmiotu P wtedy i tylko wtedy,
gdy 3J C JgeaVj € J[~(w;(P))] i A odpowiada gatunkowi J.

Gdy ,charakterem bytowym” zawartosci przedmiotu P jest istnienie ide-
alne, to:

Aspekt A jest miejscem niedokreélenia przedmiotu P wtedy i tylko wtedy,
gdy 3J C JrgeaVj € J[~(w;(P))] i A odpowiada gatunkowi J.

Chcac zdefiniowaé¢ miejsca niedookreslenia drugiego rodzaju musieliby-
$my doprecyzowac kategorie ,,jako$é¢ najnizszej odmiany gatunkowej”.

10.1. Z przedstawionej analizy nie wynika, jak nalezy potraktowadé taki —
hipotetyczny — przypadek, gdy w tekscie, ktéry wyznacza pewien przedmiot
intencjonalny P jest wprost powiedziane, ze przedmiotowi P nie przystuguje
pewna wiasnosé, tj. ze zachodzi non(w;(P)), gdzie j € J i gatunek J jest
wyznaczone przez ,charakter bytowy” przedmiotu P. Przyjmujac, ze gatun-
kowi J odpowiada aspekt A przyjmujemy, ze A nie jest wéwczas miejscem
niedookreglenia przedmiotu P.

10.2. W literaturze przedmiotu pojecie miejsce niedookreslenia jest inter-
pretowane na kilka sposobéw; pogrupujemy i opiszemy je za pomoca przy-
jetych przez nas poje¢ i oznaczen symbolicznych.

(1) Niedopowiedzenie: charakter bytowy przedmiotu intencjonalnego to
istnienie realne, przedmiot realny ma nieskonczenie wiele wlasnosci, a tekst
moze wyznaczaé tylko skoficzenie wiele wlasnosci.?

Nie jest to wilasciwie interpretacja, a streszczenie odpowiednich wypo-
wiedzi Ingardena, zaznaczamy to jednak jako odrebne stanowisko, bo sg

4170b. wyzej pkt. 6.1.
4570b. [Markiewicz 1974], [Mitscherling 1997], [Mitscherling 2001], [Strelka 1990], [Tho-
masson 2003].
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tez i takie komentarze, ktére w charakterystyce przedmiotu intencjonalnego
w ogdble pomijaja miejsca niedookreslenia.*

(2),,Prosty brak”:

,miejsce niedookreslenia jest brakiem pewnych aktualnie wystepujacych mo-
mentéw przedmiotowych” .47

Jest to wlasciwie powtorzenie uwagi Ingardena, w ktérej miejsce nie-
dookreslenia przedmiotu pierwotnie intencjonalnego, i co wiecej: in statu
nascendi, porownywane jest ze zmienng zawartosci idei:

,» Zmienna’ nie jest prostym brakiem pewnych momentéw przedmiotowych,
» 48

jak to wlasnie zachodzi w wypadku miejsca niedookreslenia”.

Ingarden pisze wowczas, ze miejsce niedookre$lenia w odréznieniu od
zmiennej zawartosci idei ,,moze by¢ wypelnione” 4 Otéz wskazana tu po-
tencjonalno$¢ — ,moze by¢ wypelnione” — nie jest w naszej interpretacji
charakterystyka ani miejsca niedookreslenia, ani przedmiotu (pochodnie)
intencjonalnego. Miejsce niedookreslenia nie moze byé¢ wypelnione w tym
sensie, ze zestawiajac przedmiot intencjonalny, w ktérym pewne miejsce
jest niedookreslone i przedmiot intencjonalny, w ktorym to miejsce zostato
wypelnione, otrzymujemy dwa rézne przedmioty — na tym wlasnie pole-
ga ontologiczna zasada tozsamosci przedmiotu intencjonalnego; na tym tez
polega réznica miedzy dzietem literackim i jego konkretyzacja.®”

(3) Brak wlasnosci i odpowiedniej wlasnosci negatywnej:
Fw[=(w(P)) A ~(non(w(P)))].

467Z0b. [Bitat 2003], [Gierulanka 1962], [Smith 1975], [Smith 1976].

4T[Rygalski 2001], s. 96; zob. takze [Sosnowski 2001], [Tyszczyk 2007], s. 52-53.

48 [Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 230. Jest jednak réznica miedzy ,brakiem pewnych
aktualnie wystepujacych momentéw” i ,brakiem pewnych momentéw”.

4970b. [Ingarden 1987], t. II, cz. 1, s. 231.

0K woli jasnosci dopowiedzmy, ze takze w konkretyzacji musza wystapi¢ miejsca niedo-
okreslenia. Ingarden pisze wprost: ,przedmioty przedstawione wystepuja w konkretyzacji
nieraz w o wiele pelniejszej postaci niz ta, ktéra posiadaja de facto w samym dziele.
Ich ukonstytuowanie sie jest tu doprowadzone jakby o krok dalej. Zasadniczo jednak
w zadnej konkretyzacji nie moze dojé¢ do ukonczenia ich ukonstytuowania w tym sensie,
by nie pozostawalo juz w przedmiotach przedstawionych zadnego miejsca niedookresle-
nia. Do istoty czysto intencjonalnych przedmiotéw bowiem nalezy |[...] to, ze w zadnym
skoniczonym szeregu poszczegdlnych ukonstytuowan nie mogg one dojsé do pelnego ukon-
stytuowania” [Ingarden 1988], s. 421-422. Por. [Tyszczyk 2007], s. 52.



350 O PRZEDMIOCIE MATEMATYCZNYM. CZESC II

»W przypadku przedmiotéw samoistnych jest tak, ze dla kazdej wtasnosci
orzekalnej o przedmiocie, przedmiot 6w posiada te wlasno$é lub jej nie po-
siada. Z kolei w przypadku przedmiotéw czysto intencjonalnych jest tak, ze
nie o kazdej takiej jakosci da sie powiedzieé, czy przynalezy czy tez nie przy-
nalezy do zawartosci treéciowej danego przedmiotu intencjonalnego. Miejsca
niedookreslenia w zawartosci tresciowej danego przedmiotu intencjonlanego
bylyby kategorig zrelatywizowana zawsze do pewnej jakosci” .t

Stanowisko to ma istotne komponenty epistemologiczne; gdy wyprepa-
rujemy zen czes¢ ontologiczng, to otrzymamy: wlasnosci, jakie moga przy-
stugiwaé¢ przedmiotowi (,wlasnoséci orzekalne”) nie zaleza od ,charakteru
bytowego”, wérdd nich jest taka, ktéra nie przystuguje przedmiotowi i — acz
w tej kwestii stanowisko cytowanego autora nie jest jasne — odpowiednia

wlasnoéé negatywna tez nie przystuguje przedmiotowi.”?

(4) Brak wlasnosci realnej i odpowiedniej wlasnosci negatywnej:
3j € Jreat[~(w;(P)) A ~(non(w;(P)))].

,Polega ona [niezupelnosé zawartosci — P.B.] na tym, ze liczba wlasnosci
przypisanych przedmiotowi fikcyjnemu jest zasadniczo skoficzona, a co za
tym idzie, przedmiot ten pozostaje niedookreslony w wielu miejscach — dla
pewnych wtasnosci, ani ta wlasnosé, ani wlasnos¢ dopelniajaca nie sa jemu
przypisane. [...] Inaczej sprawa przedstawia si¢ z przedmiotami realnymi —
kazdy z nich jest zupelny w swoim uposazeniu, a wiec dla kazdej wtasno-
Sci, albo ona, albo wlasno$é¢ dopelniajaca jest posiadana przez przedmiot
realny” %3

Przedmiot jest domniemany jako realny, dzieki czemu ustalony jest za-
kres wlasnosci, jakie moga wystapi¢ w zawartosci; symbol non(w;(P)) ozna-
cza tu ,wlasnosé dopelniajaca’.

lKrysztofiak 1999], s. 58-59; zob. takze [Szczepanska 1989], s. 62. W innym miejscu,
autor ten relatywizuje pojecie miejsce niedokreslenia takze do ,teorii i jej modelu”:  ka-
tegoria miejsca niedookreslenia stuzytaby do wyrazenia informacji, ze obiekt na gruncie
pewnej teorii i jej modelu posiada taka wlasno$é, ze pewne jego cechy w obrebie danego
modelu sa niewyrazalne logicznie (tzn. nie da sie udowodnié na gruncie danej teorii ani
tego, ze obiekt posiada dang wlasno$é, ani tego, ze jej nie posiada)” [Krysztofiak 2002],
s. 144.

»2Przyjmujemy, ze ,jako$¢” to synonim ,wtasnosci orzekalnej” — z ksigzki [Krysztofiak
1999] nie wynika, ze autor odr6znia te kategorie.

%3 [Pagniczek 1984], s. 29; zob. takze [Gurczyniski 2004].
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(5) ,,Nie wypelnione miejsce”:

»Tylko te jego [przedmiotu intencjonalnego — P.B.] momenty sa okreslone,
ktore zostaly intencjonalnie wyznaczone przez odpowiednie treéci przyna-
leznego aktu. Owe nie wypetnione miejsca nazywa Ingarden ‘miejscami nie-
dookreglenia’ %4

Zakres ,nie wypelnionych miejsc” nie zalezy tu od ,charakteru byto-
wego”. 7 drugiej strony, miejsce niedookreslenia, to jednak ,miejsce” —
w naszej interpretacji: aspekt — a nie wlasnosé, jak w interpretacji (3) i (4).

(6) Brak wlasnosci z dziedziny wlasnosci wyznaczonej przez domniemany
sposéb istnienia:
3j € Jrear[~(w;(P))],

3j € Jrgear[~(w;(P))].

,Odrozniajac przedmioty indywidualne od przedstawionych w dziele, ele-
menty tych ostatnich, ktére nie zostaly pozytywnie wyznaczone [.. .| nazwal
Ingarden miejscami niedookreslenia” ;>

wchodzi tu o opis réznicy strukturalnej (czy relacji) zachodzacej miedzy
przedmiotami realnymi a przedmiotami czysto intencjonalnymi [. .. ]. Wyda-
je sie wszakze, ze (1 tu wybiegamy do$¢ wyraznie poza tezy Ingardena) skoro
pojecie miejsc niedookreslenia powstaje na skutek konfrontacji obu przed-
miotéw, to jedynie usytuowanie przedmiotu intencjonalnego na tle przed-
stawienia odpowiednio dobranego przedmiotu realnego (a w kazdym razie
nie-intencjonalnego) rodzi prze$wiadczenie o istnieniu tzw. ‘luk’ w przed-
miocie intencjonalnym” .56

W zapisie symbolicznym jest tak, ze ,elementy tych ostatnich” to wta-
snosci, ale mozna réwniez przyjacé, ze sa to aspekty w ustalonym przez nas
rozumieniu, chodzi tu bowiem o to, czy przez ,usytuowanie przedmiotu
intencjonalnego na tle przedstawienia odpowiednio dobranego przedmiotu
realnego” uchwycimy aspekt, czy wlasnosé przedmiotu. Po drugie, miejsce
niedookreslenia wiazane jest tu jedynie z wlasnoscia pozytywng w;(P).

W przyjetej przez nas interpretacji, odrézniajac miejsca niedookreslenia
pierwszego i drugiego rodzaju, wlasno$¢ negatywna non(w;(P)) wyznacza
juz aspekt przedmiotu; interpretacje (3), (4) i (6) probuja uchwycié¢ miejsce
niedookreslenia drugiego rodzaju.

4 [Poczobut 2000], s. 228.

%5 [Bartoszynski 2001(b)], s. 248.
%6 [Bartoszynski 1982], s. 184.
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10.3. Wréémy teraz do stawianej na poczatku tego rozdziatlu kwestii:
czy grupa krwi stanowi miejsce niedookreslenia tytutowej postaci poema-
tu Pan Tadeusz? Po pierwsze, w przyjetej przez nas interpretacji miej-
scem niedookreslenia nie jest wtasnos¢ — konkretna grupa krwi: 0, A, B,
AB, Rh™, Rh™ — ale aspekt: grupa krwi. Po drugie, zwazywszy, ze utwor
Pan Tadeusz powstawal w okreslonym czasie historycznym, trudno przy
ustalaniu miejsc niedookreslenia nie podjaé¢ pytania, czy Adam Mickiewicz
w ogble mogl uwzglednié taki aspekt. Tej kwestii nie bedzie jednak ostatecz-
nie rozstrzygaé, bo w przypadku przedmiotu matematycznego natrafiamy na
zupelnie inny problem.



Ontologia bez czystych jakosci idealnych

11. Ingardena teoria przedmiotu intencjonalnego jest zwiazana z kon-
cepcja czystych jakosci idealnych w trzech punktach.

(1) Intersubiektywno$é¢ przedmiotu intencjonalnego gwarantuja — zda-
niem Ingardena — z jednej strony podstawa materialna przedmiotu intencjo-
nalnego, tj. konkretne egzemplarze ksiazki, z drugiej — intersubiektywnosé
jezyka: znaczenia stéw, sensy zdan, czy zespoléw zdan. Ale w swoich ustale-
niach Ingarden poszed! jeszcze dalej i za pomoca czystych jakosci idealnych
oraz tajemniczej kategorii pojeé¢ idealnych probowal wyjasnié intersubiek-
tywnosé jezyka. Z tej kontrowersyjnej czesci argumentacji mozna zrezygno-
waé, wystarczy uznaé¢ fakt intersubiektywnosci jezyka, a zawiesi¢ pytanie
dlaczego tak jest.

W istocie stanowisko Ingardena dotyczace podstaw intersubiektywno-
Sci jezyka zmienialo sie. W roku 1930, w przedmowie do Das literarische
Kunstwerk pisal:

»Wywody moje sa zgodne z wypowiedzianym przez Husserla pogladem
w Formale und transcendentale Logik, ze znaczenia stéow, zdania i twory
znaczeniowe wyzszego rzedu wypltywaja z subiektywnych operacji $wiado-
mosciowych. Nie sg wiec zadnymi przedmiotami idealnymi w tym sensie,
w jakim pojmowal je Husserl w Logische Untersuchungen. [...] Husserl
uwaza teraz [tj. w Formale und transcendentale Logik — P.B.] wszystkie
przedmioty, ktore poprzednio uznawal za idealne (w tradycyjnym sensie)
— za szczegblnego rodzaju twory intencjonalne [...] ja natomiast i dzi$
utrzymuje w mocy $Scista idealnosé rozmaitych przedmiotéw idealnych (ideal-
nych pojeé, idealnych przedmiotéw indywidualnych, idei i jakosci idealnych)
i widze nawet w idealnych pojeciach bytowy fundament, ktory umozliwia
przedmiotom tylko intencjonalnym intersubiektywng identycznosé i bytowo

hetoronomiczny sposéb istnienia”.?”

7Zob. [Ingarden 1988], s. 9-10.
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A wroku 1958, w przedmowie do pierwszego wydania O dziele literackim,
w zwiazku z wprowadzonymi zmianami pisat tak:

»Zachowalem jednak i tam dawna redakcje, gdzie rozwigzanie niegdy$ prze-
ze mnie podane nie jest dla mnie w tej chwili przekonywajace, ale gdzie nie
zdotalem znalez¢ bardziej zadowalajacego rozwiazania. Tak np. watpliwosci
budzi we mnie §66, omawiajacy obiektywne podstawy identycznosci sen-
su zdan w dzietach literackich. W szczegélnosci nie bytbym teraz sklonny
przyjmowac istnienia ‘idealnych pojeé¢’. Nie widze jednak innej koncepcji,
ktora zdotataby tamta zastapié, nie budzac ze swej strony istotnych watpli-
wosci” .58

Powtérzmy, mozna pomina¢ uzasadnienia i poprzestaé¢ na uznaniu faktu
intersubiektywnosci jezyka.??

(2) Wiasno$¢ przedmiotu indywidualnego, czy to realnego, czy idealnego
jest rozumiana via kategoria konkretyzacji.®® Aby takie rozumienie prze-
transponowaé¢ na wlasnosé przedmiotu intencjonalnego jako takiego, nalezy
przyjaé¢ odrebna dziedzine czystych jakosci idealnych, specyficzng dla przed-
miotéw intencjonalnych, Jr,:. W przypadku dziela literackiego wlasno$ciami
przedmiotu intencjonalnego jako takiego sa — zdaniem Ingardena — wlasno-
Sci takie jak to, ze dane dzielo jest dzielem okreslonego autora, ze powstato
w takiej, a nie innej aurze literackiej i historycznej, ze pierwowzorem gléw-
nego bohatera jest taka to a taka realna posta¢. Trudno przyznaé, ze sa to
konkretyzacje, jakkolwiek rozumianych, jakosci idealnych. W istocie Ingar-
den stosuje tu schemat: zdaniu odpowiada stan rzeczy, a wiec przystugiwanie
pewnej wlasnosci. Stad zdaniom odnoszacym si¢ do przedmiotu intencjonal-
nego jako takiego po stronie przedmiotu winny odpowiada¢ pewne wlasno-
Sci.

Ingarden wymienia tez dwa typy wtlasnosci, ktére wystepuja w kaz-
dym przedmiocie intencjonalnym jako takim, sg to: posiadanie okreslonej
zawartosci oraz przynalezenie do siebie zawartosci i struktury intencjonal-
nej. ,Wlasnosci” te mozna jednak réwnie dobrze uznaé — i w istocie tak
postapiliSmy opisujac przedmiot intencjonalny — za charakterystyke formy

8Z0ob. [Ingarden 1988], s. 14.

%9Zob. ,Wszelako Ingarden odrzucil takze koncepcje Edmunda Husserla, w my$l ktérej
znaczenia sg przedmiotami idealnymi lub tak czy inaczej rozumianymi ideami. Ingarden
podkredlal, ze gtéwny argument przeciwko tej teorii znaczenia polega na wskazaniu na
zmienno$é znaczen, a jest to nie ich przypadlosdé, lecz atrybut konieczny” [Wolenski 2001],
s. 135.

50Z0b. [Rygalski 1993].
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przedmiotu intencjonalnego, a forma, w rozumieniu Ingardena, to cos, co
jest radykalnie niejakosciowe.

W przypadku zawartosci przedmiotu intencjonalnego nie ma miejsca zad-
na konkretyzacja — na tym wszak polega niesamoistnos¢ — tym niemniej In-
garden stosuje ten sam schemat: jesli pewne zdania wyznaczaja, konstytuuja
zawartosé, to po stronie zawartosci (przedmiotu stanowiacego zawartosé)
odpowiadajg im pewne wlasnosci.

(3) Zakres jakosci jakie moga by¢é przypisane zawartosci zalezy od ,,do-
mniemanego sposobu istnienia”, od ,charakteru bytowego”. W tym sensie
miejsca niedookreslenia przedmiotu intencjonalnego zwigzane sa, po pierw-
sze, z podziatem sfery czystych jakosci idealnych na dziedzine jako$ci spe-
cyficznych dla przedmiotow realnych i dziedzine jakosci specyficznych dla
przedmiotéw idealnych, po drugie, z podzialem kazdej z tych dziedzin na
gatunki.

11.1. W rozprawie Stetigkeit und irrationale Zahlen sa owszem zdania
moéwiace o sposobie istnienia. Czytamy:

»Za kazdym wigc razem, gdy dany jest przekrdj (Ap, Az), ktory nie jest
wyznaczony przez zadna liczbe wymierna, stwarzamy nowa liczbe, liczbe
niewymierng «, ktéra traktowacé bedziemy jako catkowicie wyznaczona przez
ten przekroj” .ot

,Podczas gdy obie te operacje [dodawanie i mnozenie liczb naturalnych
— P.B.] sa zawsze wykonalne, to operacje do nich odwrotne, odejmowanie
i dzielenie, wykonalne sa tylko w ograniczonym zakresie. Nierozstrzygnie-
tym pozostaje, jakie mogly by¢ tego powody, jakie poréwnania czy analo-
gie z do$wiadczeniem czy ogladem zmystowym mogty do tego doprowadzié;
pozostaje jednak faktem, ze to ograniczenie w wykonalnosci tych niebez-
posrednich operacji jest za kazdym razem powodem pewnego nowego aktu
twérczego; umyst ludzki stworzyt wiec liczby ujemne i utamki i przez to osig-
gnal w systemie liczb wymiernych pewien instrument nieskonczenie wigkszej
doskonalogci”.%?

Gdyby literalnie potraktowaé rozstrzygniecie Ingardena, to musielibySmy
przyjac, ze kazda liczba niewymierna jest ,stworzona” oraz, ze ,system liczb
wymiernych” zostal stworzony przez cztowieka. Ale podobnie, jak wczesniej
przyjeliSmy, ze nie jest cecha porzadku ciaglego to, iz zostal on wymyslony

5'[Dedekind 1872], s. 143.
52[Dedekind 1872], s. 139.
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przez Dedekinda 24 listopada 1858 roku,%® tak tez i w tym miejscu przyj-
mujemy, ze do zawarto$ci bynajmniej nie nalezy to, co na temat istnienia
liczb rzeczywistych sadzit Dedekind. Jest tak juz chociazby dlatego, ze to,
co zdaniem Dedekinda jest ,stwarzane”, nie jest przedmiotem w przyjetym
przez nas rozumieniu — za przedmiot uznaliSémy nie liczbe rzeczywista, ale
ciato liczb rzeczywistych.

W istocie jest tak, ze o tym jakie wtasnosci mozna przypisywaé liczbom
rzeczywistym decyduje nie domniemany sposob istnienia, ale odpowiednia
teoria matematyczna: o liczbach rzeczywistych, mozna orzekaé¢ to, na co
pozwalaja teorie matematyczne. W ten sposéb wlasnosé przedmiotu mate-
matycznego nie jest w ogdle zwiazana z jakkolwiek rozumianymi czystymi
jakosciami idealnymi.

Takie rozwiazanie przyjeliSmy juz wczedniej, teraz musimy jeszcze powia-
za¢ je z przyjetym rozumieniem miejsca niedookreslenia. Tak wiec aspekt
A przedmiotu P wiazemy teraz nie z gatunkiem J, ale z klasa mozliwych
wlasnosci {wg“}teT, przez wlasnoéci za$ rozumiemy witasnosci, ktére moga
byé przypisywane przedmiotowi w pewnej teorii. Ostatecznie:

Aspekt A jest miejscem niedookreslenia przedmiotu P wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdej wtasnosci w{‘ z zakresu {wiA}teT nie jest tak, ze w{‘ przystu-
guje P, symbolicznie:

(Vw € {wf' her)[w(P))-

Wréémy zatem do dwdch przyktadéw podanych w rozdziale O przedmio-
cie matematycznym. Czesé I.5% aby zilustrowaé to zmodyfikowane rozumie-
nie wlasnoéci, aspektu oraz miejsca niedookreslenia.

12. Przechodzimy teraz z liczbami rzeczywistymi na grunt teorii mnogo-
$ci.% W teorii mnogoéci kazdemu zbiorowi X przypisuje si¢ pewien obiekt:
liczbe kardynalna (moc) X. Moc zbioru N oznacza sie jako Ng. Kazda liczba

naturalna n € N jest liczbg kardynalng. Pokazuje sie, ze Q = Ng.
W teorii definiowana jest réwnoéé liczb kardynalnych i relacja mniejszy-
-wiekszy oraz pokazuje sie, ze spelnione jest prawo trychotomii: dla do-

53Z0b. rozdz. O przedmiocie matematycznym. Czesé I, pkt. 4.1.

54Z0b. O przedmiocie matematycznym. Czesé I, pkt. 4.3.

55Teorig mocy, liczb porzadkowych i aleféw referujemy na podstawie monografii [Kura-
towski, Mostowski 1978]. Jest ona oparta na troche¢ innym uktadzie aksjomatéw niz ZFC,
ale nie ma to znaczenia dla podstawowych w tym miejscu faktéw, jakimi sa niezalezno$é
hipotezy kontinuum i hipotezy Suslina; zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], s. 70. Istotne
jest natomiast to, ze dzigki aksjomatowi typow relacyjnych wyktad Kazimierza Kuratow-
skiego i Andrzeja Mostowskiego jest bliski oryginalnej teorii mnogoéci Georga Cantora.
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wolnych liczb kardynalnych m, n zachodzi doktadnie jeden ze sktadnikow
alternatywy:
m<nVm=nVvVm>n.

Gdy Xg < m, to m jest nieskonczong liczba kardynalna.
W teorii definiowane jest dodawanie, mnozenie i potegowanie liczb kar-
dynalnych, w szczegdlnosci dowodzone sa prawa:

m-n=n-m m"-m=m" (W)Y =m"" m<2™

gdzie m,n, p sa liczbami kardynalnymi. Pokazuje sig, ze dla liczb kardynal-
nych nie zachodzi zgodnosé porzadku z dodawaniem:

m<n—m+pntp,
w szczegblnosci, gdy m jest nieskoniczona liczbg kardynalna, zasé n € N, to
m=m+n=m+N, =m+m.

7 operacja zbioru potegowego zwiazana jest zaleznos¢ m < 2™: na mocy
aksjomatu przyjmuje sie, ze dla kazdego zbioru X istnieje taki zbiér P(X),
ze

zeP(X)—2zCX,

nastepnie pokazuje sie, ze

X < P(X) =2%.

=l

12.1. Na mocy aksjomatu wyboru dla kazdego zbioru X istnieje co naj-
mniej jedna relacja dobrego porzadku <x. Parze (X, <x) przypisuje si¢ pe-
wien obiekt: liczbe porzadkowa (X, <x). ,Naturalny porzadek” <y
w zbiorze N jest dobrym porzadkiem: liczbe porzadkowa (N, <y) oznacza
sie¢ jako w. Kazda liczba naturalna n € N jest liczba porzadkowa.

W teorii definiowana jest réwnosé liczb porzadkowych i relacja mniejszy-
-wiekszy oraz pokazuje sie, ze spelnione jest prawo trychotomii: dla do-
wolnych liczb porzadkowych «, [ zachodzi dokladnie jeden ze sktadnikow
alternatywy:

a<pBVa=pBVas=p.

Definiowane jest dodawanie i mnozenie liczb porzadkowych. Pokazuje
sie, ze dodawanie nie jest przemienne, np.

w=1l4w<w+1.
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Pokazuje sig, ze porzadek < jest zgodny z dodawaniem:
a<fB—a+vy=<B+7,

w szczegblnosci dla dowolnej liczby porzadkowej « jest @ < a + 1.

Liczba w jest najmniejsza liczbg porzadkowa, ktéra jest wieksza od kazdej
skonczonej liczby porzadkowej, tj. dla kazdego n € N jest n < w i dla
dowolnej liczby porzadkowej « jest: jezeli Vn € N[n < af, to w =< a. Gdy
w = a, to «a jest nieskonczong liczba porzadkowa.

Pokazuje sig, ze zachodza zaleznosci:

n<w=2w<w+tl<<wtw=w-2.

12.2. Kazdy zbiér liczb porzadkowych jest dobrze uporzadkowany przez
relacje <, w szczegélnodei jest £ = (W (&), <), gdzie W () to zbidr liczb
porzadkowych mniejszych od liczby &.

Moc liczby porzadkowej £, gdzie £ = (X, <x), to moc zbioru X; moc

¢ oznacza sie jako £, zatem £ = X = W (&).

Korzystajac z aksjomatu zastepowania pokazuje sie, ze dla kazdej liczby
kardynalnej m istnieje zbiér Z(m) wszystkich liczb porzadkowych £ o mocy
nie wickszej niz m, tj. Z(m) = {¢ : £ < m}. Pokazuje sie, ze dla kazdej
liczby kardynalnej m zachodzi:

m < Z(m).

Przyjmuje si¢ oznaczenie Q2 = (Z(Xp), <). Pokazuje sie, ze dla dowolnej
liczby porzadkowej o zachodzi:

O[<Q<—>@<N0,

innymi stowy, 2 jest najmniejsza liczba porzadkowa wieksza od kazdej liczby
porzadkowej mocy nie wigkszej niz Ng.

12.3. Liczba poczatkowa to nieskoniczona liczba porzadkowa &, ktéra spet-
nia warunek:

y<E—-7<E

Pokazuje sie, ze gdy m jest nieskonczong liczba kardynalng, to liczba
@ = (Z(m), <) jest liczba poczatkowa i zachodzi Z(m) = W (yp).

Gdy ¢ jest liczba poczatkowa, to P(§) oznacza zbidr takich liczb poczat-
kowych ¢, ze ¢ < £. Przyjmuje sie oznaczenie ¢(§) = (P(&), <), a liczbe ()
nazywa si¢ indeksem liczby poczatkowej €. Jest wiec ¢(w) =0, ¢(Q2) = 1.



Ontologia bez czystych jakosci idealnych 359

Pokazuje sie, ze kazda liczba porzadkowa jest indeksem pewnej liczby
poczatkowej. Przyjmuje sie, ze w, oznacza liczbe poczatkowa, ktérej indek-
sem jest a, tj. t(wy) = a. Pokazuje sie, ze dla dowolnych liczb porzadkowych
a, (8 zachodzi:

a =B wy < wg Wy < Wg.

Na mocy definicji dla kazdej liczby porzadkowej a przyjmuje sie:

Ry = Wa.

Tak wiec Ng = g = @, N; = w1 = 2. Liczby kardynalne X, nazywane
sg alefami.
Dowodzone sg twierdzenia:

a <[ — R, <Ng.

Nie istnieje taka liczba kardynalna m, ze Ny < m < Ngq1.
Obok zwyklych praw zwiazanych z dzialaniami na mocach, dla aleféw

dowodzone sg w sposdb szczegdlny pewne dodatkowe prawa, np.:

2 N N
Noe =N, Nof‘rl = NOCB ’ Na+1'

Pokazuje sie tez, ze zachodzi:
N, # 280,

12.4. Na mocy aksjomatu wyboru kazda liczba kardynalna jest pewnym
alefem, innymi stowy dla kazdej liczby kardynalnej m istnieje taka liczba
porzadkowa «, ze

m=N,.

Hipoteza
280 =y

nazywa sie hipoteza kontinuum (CH). CH formulowana jest tez w postaci
réwnowaznej: nie istnieje taka liczba kardynalna m, ze

Ng<m< 2N0.66

Uogdélniona hipoteza kontinuum (GCH), to hipoteza, ze dla dowolnej
liczby porzadkowej o zachodzi:

Na-i—l = QNO‘.

56Hipoteze kontinuum w obydwu postaciach jako pierwszy badal Georg Cantor; zob.
[Dauben 1990], s. 194 oraz s. 99-100. Sama nazwa za$ pochodzi stad, ze Cantor wyznaczyl
moc zbioru liczb rzeczywistych z przedziatu [0, 1], a przedzial ten nazywal kontinuum.
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Pokazuje sig, ze CH jest zdaniem niezaleznym teorii mnogosci Zermelo-
-Fraenkla z aksjomatem wyboru i z jezykiem pierwszego rzedu (ZFC).57
Oznacza to, ze w teorii ZFC ani nie mozna udowodnié¢ tezy 2% = X;, ani
nie mozna udowodnié¢ tezy 2% # Xy, w konsekwencji nie mozna udowodnié
tezy 280 = R, gdzie a jest liczba porzadkowa.

12.5. CH mozna traktowac jako hipoteze dotyczaca zbioréw, jako hipote-
ze dotyczaca dwdéch liczb kardynalnych, mianowicie 280 oraz R;, a wreszcie
jako hipoteze dotyczaca zwiazku, jaki zachodzi miedzy dwoma skalami liczb
kardynalnych: skala, jaka powstaje w zwiazku z operacja zbioru potegowego

N=Ry<PMN)=2% < P(P(N)) =22° < ... |

oraz skala, jaka powstaje w zwiazku z definicja zbioru Z(m), mianowicie

N0<Z(N0):N1 <Z(N1):N2<... .
Przyjmujac GCH skale te sprowadzone sa do jednej, mianowicie:
No < 280 =Ry <2270 — oM —wy <L

CH mozna potraktowac tez jako pewng hipoteze dotyczaca liczb rzeczy-
wistych. Ot6z na mocy aksjomatu ciagtosci, a wiec charakterystyki porzadku
w ciele uporzadkowanym R = (R, +, -, 0, 1, <), pokazuje sie, ze kazda liczbe
rzeczywista, dla przyktadu niech to bedzie 23%, mozna zapisa¢ w systemie

dziesietnym:

23,333...=23,(3) =2-10' +3-10° +3-107' +3-1072 +3-1072 +...,
lub dwoéjkowym:
10111,0101...=1011, (01) =1-2*4+0-23+1-22+1-2' +1.20 4027 14 1.27 24 .. .

Korzystajac z przedstawienia dwojkowego pokazuje sie, ze zachodzi row-

nosé:8

=

X
= 2%

57Zob. [Kunen 1980]. Ten sam wynik odnosi sie do teorii mnogosci wylozonej
w monografii [Kuratowski, Mostowski 1978]; zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], s. 297.

58Z0b. [Kuratowski, Mostowski 1978], s. 194-195. Dowdd tego twierdzenia opatrzo-
ny jest znakiem *, ktérego znaczenie jest tak objasnione: ,StaraliSmy sie konsekwentnie
zrealizowaé zasade, ze wszystkie twierdzenia, nawet bardzo oczywiste, sa wyprowadzane
z samych aksjomatéw, bez wykorzystywania wiadomosci z innych dzialéw matematyki.
Od zasady tej odstapiliémy tylko w niektérych przypadkach, zaznaczonych w tekécie zna-
kiem *” [Kuratowski, Mostowski 1978], s. 12.



Ontologia bez czystych jakosci idealnych 361

oraz to, ze zachodzi nieréwnogé:%?

Ny < 280,

Autorzy monografii Teoria mnogosci pisza:

,Hipoteza GCH, a nawet jej szczegdlny przypadek 280 = Xy, ma wiele kon-
sekwencji w roznych dziatach matematyki, a zwlaszcza w teorii funkcji rze-
czywistych. Podamy tu tylko jeden przyktad”™

i dalej dowodza twierdzenie Luzina:

W zbiorze liczb rzeczywistych R istnieje zbioér nieprzeliczalny Z, ktérego
iloczyn z kazdym zbiorem nigdziegestym jest mocy < Ro.7!

12.6. Georg Cantor, Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsleh-
re.” §10 pracy Grundlagen ... po$wiecony jest definicji ,arytmetycznego
kontinuum”. Na wstepie Cantor przypisuje temu pojeciu filozoficzne znacze-
nie i kojarzy je z uwagami Arystotelesa, Demokryta, Epikura i $w. Tomasza
na temat ciggloci.™

Cantor chce — jak pisze — ,badaé¢ pojecie kontinuum trzezwo, logicznie
i zwiezle jak to tylko mozliwe i z uwagi na matematyczna teoria zbioréw”,

a dalej dodaje, ze nie jest to tatwe, bo ,wérdéd matematykdéw, ktérych tu

powinienem przywotaé nikt nie zajmowat si¢ kontinuum w sensie §cistym”.™

W rezultacie dochodzi do definicji, ktéra dzisiaj mozna by nazwaé definicja
kontinuum topologicznego.

Ot6z w omawianym artykule charakteryzowane sa podzbiory przestrze-
ni metrycznej R" z metryka euklidesowa.”™ To, ze zbiér T jest doskonaty

59Zob. [Sierpinski 1958], s. 370-371.

"0 [Kuratowski, Mostowski 1978], s. 301.

"Z0ob. [Kuratowski, Mostowski 1978], s. 301-302.

"2Z0b. [Cantor 1883].

"8W niniejszej pracy przyjeliémy zasade, ze szukajac odniesienn dla poje¢ matematycz-
nych wskazujemy konkretne teksty, stad ewentualnym odniesieniem dla pojecia kontinuum
w matematyce greckiej beda nie wyimki z dziet Arystotelesa czy Demokryta, ale struktura
wielkosci M = (M, +, <), ktéra zidentyfikowaliSmy w Elementach Euklidesa; zob. rozdz.
Eudoxos versus Dedekinda, pkt. 1-6. Natomiast w zwiazku z definicja podana przez Can-
tora powiemy, ze przez kontinuum rozumie on pewne aspekty ciala liczb rzeczywistych:
raz — tak jak w omawianym artykule — bedzie to topologiczna charakterystyka odcinka
[0,1], innym razem bedzie to charakterystyka zbioru uporzadkowanego (R, <); zob. nizej
pkt. 13.1.

"Zob. [Cantor 1883], s. 191.

">W miejsce obecnie uzywanego symbolu R” w pracy Cantora wystepuje Gy,.
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oznacza, ze T = T, gdzie T? to zbi6ér punktéw skupienia; to, ze zbiér T jest
spéjny (zusammenhénged) oznacza:

Ve,y € TVe > 03z, ...,xn € Tl — 1] < &, |z1 — 22| < &,..., |2y —y| <.
Po tych ustaleniach Cantor pisze:

,Wszystkie znane kontinua podpadaja, co tatwo widaé¢, pod pojecie zbio-
ru spéjnego. Sadze jednak, ze warunek konieczny i wystarczajacy ujmuje
w dwdch pojeciach: doskonatosci i spéjnoéci, dlatego tez punktowe kontinu-
um zawarte w R” definiuje jako zbiér doskonato-spdjny”.”6

Poréwnujac swoja ,zupelng definicje kontinuum punktowego” z definicja
Bolzano i Dedekinda, Cantor pisze:

,Podobnie sadze, ze Dedekind (Stetigkeit und irrationale Zahlen) podkresla
tylko jedna wtasnos¢ kontinuum, te mianowicie, ktéra jest wspélna wszyst-
kim zbiorom ‘doskonalym’.””

To zdanie konczy §10 Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeit-
slehre.

Jakkolwiek Dedekind — przypomnijmy’® — pisze o ,,istocie ciggloéci”, to
jednak wyraznie zdaje sobie sprawe z tego, ze zasada cigglosci jest charak-
terystyka porzadku. Opisujac odcinek [0, 1] pojeciami topologicznymi Can-
tor nie zauwaza, ze zostaly one zdefiniowane witasnie za pomoca porzadku,
chodzi mianowicie o definicje metryki, ktéra jest wprowadzana via pojecie
wartosci bezwzglednej.™

12.6. W monografii [Bar-Hilell et al. 1973], w zwiazku z CH czytamy:

,leraz, gdy wiemy, ze w ZFC nie mozna udowodni¢ ani hipotezy kontinu-
um, ani jej negacji, ma sens pytanie czy w zwiazku z hipoteza kontinuum nie
dojdzie do rozdwojenia (lub wielowatkowosci) teorii mnogosci i analizy, tak
jak doszto do rozdwojenia geometrii ptaskiej (na geometrie euklidesowa, i hi-
perboliczna) w zwiazku z niezaleznoscia aksjomatu o prostych réwnolegltych
od pozostatych aksjomatéw geometrii absolutnej”.%0

W jaki sposob — spytajmy — hipoteza kontinuum wiaze si¢ z analiza?
Oczywiécie w taki, ze moc 280 jest uznawana za moc zbioru R, chociaz

"6Z0b. [Cantor 1883, s. 194. Zob. tez [Blaszczyk 2005(b)], §9.
" [Cantor 1883], s. 194.

"870b. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 15.

™70b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 1.

80[Bar-Hilell et al. 1973], s. 106.
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réwnosé R = 280 nie jest twierdzeniem teorii ZFC, bo aksjomatu ciagtosci
nie mozna wyrazi¢ w jezyku pierwszego rzedu. Tej jednej kwestii poswiecimy
nastepny punkt.

12.7. O rekonstrukeji analizy w teorii mnogoéci.®! Potraktujemy teraz R
jako zbior, ktorego elementy sa urelementami, tj. zbiorami, ktére nie maja
elementéw. Indukeyjnie definiowana jest struktura:

(1) W(R) =R,
(2) Va1 (R) = Vn(R) U P(Vn(R))v gdzie n € N,
(3) V(R) = Unen Va(R).

Pare (V(R), €) nazywa sie superstruktura nad R.

,2Rozwijajac w zwykly sposéb matematyke w ramach teorii mnogosci wszy-
stkie obiekty omawiane w tej ksiazce znajduja sie w V(R).

Gdy a, b € V,,(R), to para uporzadkowana (a, b) = {{a}, {a, b}} nalezy do
Vat2(R). Dla dowolnych zbioréw A, B € V,,(R) iloczyn kartezjanski Ax B =
{(a,b):a € A,;b e B} C V,,411(R), stad A x B nalezy do V,,12(R), a funkcja
z A do B (rozumiana jako podzbiér A x B) nalezy do V,43(R).

Stad jest jasne, ze wszystkie standardowe obiekty omawiane w tej ksiazce
naleza do V(R), a kazdym poszczeg6lnym przypadku w standardowy sposéb
mozna ustali¢ poziom V,(R), do ktérego dany przedmiot nalezy” .52

Tak jak w rozdziale Niestandardowe liczby rzeczywiste, niech F' bedzie
ultrafiltrem na zbiorze N zawierajacym filtr Frecheta.®? Przypomnijmy, ze
dla (an), (bn) C RN relacja

(an) = (by) <¢r {n€N:a, =b,} € F,

jest relacja réwnowaznoéci na zbiorze RY, za$ zbiér ilorazowy RY/— nazy-
wamy zbiorem niestandardowych liczb rzeczywistych i oznaczamy jako R*.
W tym punkcie, w celu skrécenia zapiséw, zamiast {n € N:a, =b,} € F
bedziemy pisaé¢ a; = b; a.c. (prawie wszedzie).

Podobnie jak superstruktura (V(R), €) definiowana jest superstruktura
(V(R*), €). Opiszemy teraz konstrukjce pewnego podzbioru zbioru V(R*).

Niech bedzie a = (a;);eny = (a;). Indukcyjnie definiowana jest rodzina
{Wy}:

W,={ac(VR)Y: {ieN:q; € V,(R)} € F},

81Referujemy na podstawie [Capinski, Cutland 1995], Appendiz; zob. takze [Lindstrgm
1988], rozdz. IV.

82[Capiniski, Cutland 1995], s. 207.

83W istocie ponizsze rozumowanie odnosi sie do dowolnego niegtéwnego ultrafiltru.



364 O PRZEDMIOCIE MATEMATYCZNYM. CZESC II
lub zgodnie z przyjeta wyzej konwencja:

W,={aec (VIR)Y: a; € V,(R) a.c.}.

Przyjmujemy:
W= J W
neN
Indukcyjnie definiowane jest odwzorowanie [-] : W — V(R*):

(1) gdy a € Wy, wtedy a; € R a.c. i przyjmuje sie [a] = [(a;)]= € R¥,
(2) gdy [] jest zdefiniowane na W, zas a € W,41\W,, gdy b € W oraz
b; € a; a.c., wtedy b € W, i przyjmuje sie:

[a] = {[b] :be W, b; € a; a.c.}.
Na mocy definicji przyjmuje sie:
*V(R)={[a] : ae W}.

Elementy zbioru *V(R) nazywane sa wewnetrznymi, za$ elementy zbioru
V(R*)\*V(R) — zewnetrznymi. Niestandardowe uniwersum teoriomnogo-
Sciowe to struktura

("V(R), ).

Dla a € V(R) przyjmuje si¢:
a* =|(a,a,a,...)].

Do jezyka £ teorii mnogosci, w ktérej opisywana jest struktura *V(R)
naleza: (1) =, €, (2) zmienne vy, vy, ..., (3) stala ¢4, dla kazdego a € V(R),
(4) spéjniki zdaniowe, kwantyfikatory, nawiasy.

Zbiér termoéw jezyka £ tworza state i zmienne. Zbior formul & jest defi-
niowany indukcyjnie: (1) gdy s oraz t sa termami, to s € t oraz s = t naleza
do &, (2) gdy v, € S, to =, p A, @ V1, ¢ — 1 nalezag do &, (3)
gdy t jest termem, zmienna v nie wystepuje w t, ¢ € &, to Vv € t[p] oraz
Jv € t[p] naleza do &.84

Wartosciowanie o w strukturze V' (R) definiowane jest tradycyjnie. Poka-
zemy tylko jak to jest w przypadku statych oraz formul z kwantyfikatorami.
Tak wiec gdy term t jest stala ¢,, to a(t) = a. Natomiast formula (1)
Vv € t[p] oraz (2) Jv € t]y] jest prawdziwa w V(R) przy wartosciowaniu «,
symbolicznie

(V(R), @) = Vo e tlg],  (V(R),a) = Fv € i,

84Gdy w1, ..., v, sg wszystkimi zmiennymi wolnymi, ktére wystepuja w formule ¢, to
piszemy ©(v1,...,Vn).
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wtedy i tylko wtedy, gdy

(ad 1) dla kazdego a € «a(t), ¢ jest prawdziwe w V(R) przy kazdym takim
wartosciowaniu o, ktére rézni sie od « tylko tym, ze o/(v) = a,

(ad 2) istnieje takie a € «(t), ze ¢ jest prawdziwe w V(R) przy kazdym
takim warto$ciowaniu o, ktére rézni sie od « tylko tym, ze o/ (v) = a.

W przypadku wartosciowania a w strukturze *V(R) réznica jest tylko

taka, ze gdy term ¢ jest stala c,, to a(t) = a*.

Twierdzenie Losia. Niech ¢(v1,...,v,) € &, niech ay,...,a, € W, tj. dla
pewnego m jest tak, ze ay = (a¥);ey nalezy do W, oraz af € V,,,(R) a.c. Za-
lezno$é miedzy wartosciowaniami a; w systemie V (R) oraz wartosciowaniem
a w systemie *V(R) jest dana definicja:

avy) =g [a], gdzie ax = (aF)ien, ai(vp) =af, dlal<k<n.

Wéwezas nastepujace warunki sa réwnowazne:

(1) (V(R);a5)  o(v1,-..,0n) acc.,
(2) "VR); ) E e(vr,... ).

Whprost z twierdzenia Yosia wynika

Zasada Transferu: gdy ¢ jest zdaniem, to V(R) = ¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy "V(R) |= .

Jakkolwiek w zapisach V(R) = ¢ oraz *V(R) = ¢ wystepuje ta sama
litera ¢, to z uwagi na wartosciowanie stalych beda to rdzne zdania w takim
oto sensie, np. aksjomat Archimedsa w V(R) ma postaé

Va,be RIneN[0<a<b—mn-a>1bl,
za$ w *V(R) ma postaé
Va,b € R*In e N*[0* <a <b—n-a > b.%

Zbiér (R, <) jest ciagly w sensie Dedekinda. Pokazalismy, ze (R*, <) nie
jest ciagly w sensie Dedekinda. Oznacza to, ze ciggloéé w sensie Dedekinda
nie jest wyrazalna w jezyku £. Majac to na uwadze moéwimy, ze ciagltosé
liczb rzeczywistych nie jest wyrazalna w teorii mnogoéci ZFC z jezykiem
pierwszego rzedu. Podobnie, przestrzen topologiczna (R, 7.) jest osrodko-
wa, zas (R*,7<) — jak pokazaliSmy — nie jest osrodkowa. Oznacza to, ze

85Zob. rozdz. Niestandardowe liczby rzeczywiste, pkt. 1.1.
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o$rodkowo$¢ nie jest wyrazalna w jezyku £. Majac to na uwadze mowimy,
ze osrodkowos¢ liczb rzeczywistych nie jest wyrazalna w teorii mnogosci ZFC
z jezykiem pierwszego rzedu.

12.8. W teorii ZFC rekonstrukcja analizy rozpoczyna sie od tego, ze na
mocy aksjomatu nieskoniczonoéci definiowany jest zbidr liczb naturalnych
N, a nastepnie, jako zbiory ilorazowe, w standardowy sposob definiowane sa
zbior liczb calkowitych Z i liczb wymiernych Q. Zbior liczb rzeczywistych
definiowany np. metoda przekrojéw Dedekinda:

R={XePQ) : XADINXAQAVz e XVyeQy<z —ye X}

»,Tak wigc R jest zbiorem klas dolnych przekrojow Dedekinda. C = R x R,
z operacjami w ciele algebraicznym definiowanymi w zwykty sposéb”.86

12.9. Przejdzmy teraz na teren ontologii. Z ontologicznego punktu widze-
nia moc jest aspektem zbioru. Podobnie liczba porzadkowa — to tez aspekt
zbioru. Ale z ontologicznego punktu widzenia juz samo wyrédznienie R —
dziedziny ciala uporzadkowanego R = (R, +,,0,1,<) jest wyr6znieniem
pewnego aspektu ciata fR.

W teorii mnogosci liczba porzadkowa jest traktowana jako pewien obiekt
przypisany parze (X,<x), chociaz wyr6zniona role spelnia tu para (W (&),<).
W ten sposéb liczba porzadkowa € jest zwiazana z konkretnym zbiorem,
mianowicie z W (&). Majac na uwadze pare (W (), <) mozna rozwazaé tylko

zbiér W (€) 1 jego moc W (§). Stad liczba & moze byé¢ potraktowana jako
zbidr i mozna jej przypisa¢ moc.

Porzadek (skala) liczb porzadkowych jest subtelniejszy niz porzadek liczb
kardynalnych — przede wszystkim dlatego, ze dla dowolnej liczby « jest
a < a+ 1, zas rézne liczby porzadkowe moga mieé¢ te sama moc. Rozpatru-
jac liczby porzadkowe z uwagi na ich moc otrzymuje sie liczby poczatkowe
i w rezultacie hierachie aleféw.

Gdy zbiér R jest traktowany jako element pary (R, <), a porzadek <
jest porzadkiem w ciele %R, to mozna pokazaé, ze R = 2%, Gdy zbiér R
jest traktowany jako element pary (R, <pr), gdzie porzadek <p jest pewnym
dobrym porzadkiem na R, to mozna pokazaé, ze moc 28 jest pewnym ale-
fem. Powstaje zatem pytanie: gdzie na skali aleféw lokuje sie moc zbioru R,
innymi stowy, dla jakiej liczby porzadkowej a zachodzi réwnosé 280 = R,

Ten aspekt — lokalizacja 280 na skali aleféw — jest miejscem niedookresle-
nia ciala 8 w my$l definicji podanej wyzej w punkcie 11.1: z niezaleznosci
hipotezy kontinuum wynika, ze w teorii ZFC zadna z mozliwych wlasnosci
2% — N, nie przystuguje ciatu R.

86[Kunen 1980], s. 35; C oznacza oczywiscie zbiér liczb zespolonych.
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Jednoczesnie jest tak, ze charakteryzujac onotologicznie przedmiot ma-
tematyczny nie postugujemy si¢ pojeciem jakosci, stad tez nie ma tu zasto-
sowania cala teoria negatywnych stanéw rzeczy. W rezultacie nieréwnosci
N, # 2% czy Ry # 2% nie sy negatywnymi stanami rzeczy: w przyjetej
interpretacji mozliwa wlasnodcia jest réwnosé R, = 280, nie za$ nieréwnosé
N, # 280,

12.10. W zwiazku z CH pojawiaty si¢ koncepcje, aby do teorii ZFC dota-
czy¢ taki aksjomat, ze na gruncie tej rozszerzonej teorii mozna rozstrzygnaé
CH. Z punktu widzenia ontologii, gdy wlasnos¢ wiaze sie ze Scisle okreslona
teoria, ewentualna odpowiedZ na pytanie dla jakiego a zachodzi 280 = R,
bedzie w takiej rozszerzonej teorii juz inng wlasnoscia. Mozna na przyklad
rozwazaé liczby rzeczywiste w teorii ZFC4+CH, lub w teorii ZFC+2%N0 = N3,
gdzie 3 jest rézng od 0 ,rozsadnie zdefiniowang’ liczbag porzadkowa, a wow-
czas uznamy, ze wiadnie omawiane miejsce niedookreslenia jest w tych teo-
riach wypelnione.8”

13. Wracamy do teorii mnogosci. Oméwimy drugi przyklad miejsca nie-
dookreslenia podany w rozdziale O przedmiocie matematycznym. Czesé I
Tym razem zajmuje nas nie sam zbiér R, ale zbiér uporzadkowany (R, <).
Zaczniemy od historii.

13.1. W pracy Beitrage zur Begrindung der transfiniten Mengenleh-
re Cantor rozwingl teorie zbioréw liniowo uporzadkowanych.®® Wprowa-
dzit tam pojecie podobienstwa zbioréw oraz typu porzadkowego. W zbiorze
(X,<), via przedzialy otwarte (a,b) = {x € X : a<x <b}, definiuje Cantor
granice ciagu, gestosé¢ porzadku, gestosé jednego zbioru w drugim. Ciagi
jakie rozwaza sa albo rosnace, albo malejace, a granica jest kresem, odpo-
wiednio gérnym, lub dolnym. W ten sposéb dla dowolnego zbioru A C X
definiowana jest pochodna A%, czyli zbiér punktéw skupienia, a za pomoca
pochodnej definiowany jest zbiér domkniety, tj. taki, ze A4 C A, zbiér gesty
w sobie, tj. taki, ze A C A%, oraz zbiér doskonaly, tj. taki, ze A = A%. Po-
wyzsze wlasnosci sg przenoszone przez izomorfizm porzadkowy, stad takze
i typ porzadkowy moze by¢ gesty, domkniety, gesty w sobie, lub doskonaty.

Cantor pokazuje, ze zbiér (X, <) ma typ porzadkowy 7, gdy X = Ry,
porzadek < jest gesty i w X i nie ma ani elementu najmniejszego, ani naj-
wiekszego. Jako przykltad podaje liczby wymierne, ktére sa ,,wigksze od 0

i mniejsze od 17 wziete z ,,‘naturalnym’ porzadkiem wzgledem wielkoéci” %

8770b. [Bar-Hilell et al. 1973], §6.1-6.3.
88Zob. [Cantor 1895].
897Z0b. [Cantor 1895], §7, 9.
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Nastepnie dowodzi, ze zbiér (X, <) ma typ porzadkowy 6, gdy jest dosko-
naly, zawiera zbidér typu n, ktéry jest gesty w X oraz w (X, <) jest element
najmniejszy i najwiekszy. Przyktadem zbioru typu 6 jest przedzial osi liczb
rzeczywistych [0, 1] z ,naturalnym” — jak pisze — porzadkiem. Przedzial [0, 1]
nazywa Cantor ,liniowym kontinuum?”.%

Od Cantora wiec pochodzi kategoryczna (jednoznaczna z dokladnoscia
do izomorfizmu) charakterystyka zbioru uporzadkowanego (R, <). Nie za-
uwazyl on jednak, ze rozwaza pewien wyrdzniony porzadek, nie potrafil tez

powiedzieé, co to znaczy, ze éw wyrdzniony porzadek jest ,naturalny”.

13.2. Twierdzenia o typach porzadkowych naleza dzis do teorii zbioréw
uporzadkowanych, ale w élad za Cantorem sg tez wyrazane w jezyku topo-
logicznym. I tak w zbiorze liniowo uporzadkowanym (X, <) definiowana jest
topologia porzadkowa 7.. Pokazuje sie, ze przestrzen topologiczna (X, 7<)
jest spojna wtedy i tylko wtedy, gdy porzadek jest ciagly w sensie Dedekin-
da.?! Osrodkowosé topologii 7. oznacza, ze istnieje taki przeliczalny zbiér
Y C X, ze zachodzi:

Ve,ze XJyeYr<z—ax<y<z|.

Pokazuje sig, ze nast¢pujaca charakterystyka zbioru liniowo uporzadko-
wanego (X, <) jest kategoryczna: (1) X = R, (2) porzadek <x jest gesty,
(3) w X nie ma elementu najmniejszego, ani najwiekszego. Na tej podsta-
wie wyrdznia sie typ porzadkowy 7, a przyktadem zbioru tego typu sg liczby
wymierne (Q, <).%2

Pokazuje sie tez, ze nastepujaca charakterystyka zbioru uporzadkowane-
go (X, <) jest kategoryczna: (1) w X nie ma elementu najmniejszego, ani
najwiekszego, (2) przestrzen (X, 7.) jest spojna, (3) przestrzen (X, 7<) jest
oérodkowa.?® Na tej podstawie wyrdznia sie typ porzadkowy X, a przykla-
dem zbioru tego typu sa liczby rzeczywiste (R, <) z ,naturalnym” porzad-
kiem.?* Dzisiaj mozemy powiedzieé, ze é6w ,naturalny” porzadek, to jedyny
porzadek zgodny z dzialaniami w ciele uporzadkowanym liczb rzeczywistych
R=(R,+,,0,1,<).%

Obecnie rozwazania dotyczace typoéw porzadkowych sa catkowicie pozba-
wione sugestii, ze odnosza sie do jakiego$ tajemniczego kontinuum, ,ktére

90Zob. [Cantor 1895], §10-11.

91Z0b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 4.1.

9270b. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. 111, §3.

9Zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. III, §3, zob. takze rozdz. Konstrukcja
Dedekinda, pkt. 5.

94Zob. [Kuratowski, Mostowski 1978], rozdz. III, §3.

95Z0b. rozdz. Archimedes, Archimedes, pkt. 4-7.
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nie tylko odgrywalo bardzo wazna role w rozwoju wszelkich nauk, ale wywo-
tywalo tez krancowo rézne opinie, a nawet gwattowne spory”.?¢ W dzisiejszej
matematyce sa to czysto techniczne kwestie.

13.3. W zwiazku z charakterystyka porzadku definiowana jest tez na-
stepujaca wlasnosé: nie istnieje nieprzeliczalna rodzina przedzialéw parami
roztgcznych, w skrécie c.c.c.?”

Pokazuje sig, ze orodkowosé przestrzeni (X, 7<) implikuje wlasnosé c.c.c.
Niech bowiem (X, 7-) bedzie przestrzenia osrodkowa, niech D C X bedzie
zbiorem przeliczalnym i gestym w (X, <), niech {Us}ier, gdzie T > N,
bedzie nieprzeliczalna rodzina przedzialéw parami roztacznych. Woéwczas
rodzina {U; N D : t € T} jest nieprzeliczalna rodzina zbior6w niepustych
i parami roztacznych, co jest sprzeczne z zalozeniem D = 8.8

Naturalne jest pytanie, czy z wlasnosci c.c.c. wynika oérodkowo$é¢ prze-
strzeni (X, 7<). Zwykle jest ono formulowane za pomoca pojecia prostej
Suslina. Ot6z prosta Suslina to na mocy definicji taki zbiér liniowo upo-
rzadkowany (X, <), ktéry (1) ma wlasnosé c.c.c. oraz (2) (X, 7<) nie jest
przestrzenia osrodkowa. Hipoteza Suslina (SH) to zdanie: nie istnieje prosta
Suslina. Innymi stowy, SH to hipoteza, ze z warunku c.c.c. wynika o$rodko-
wo$¢ przestrzeni (X, 7.). Tak wiec z SH wynika, ze ze zbiorem (R, <) jest
izomorficzny kazdy zbiér liniowo uporzadkowany (X, <) taki, ze (1) w X
nie ma pierwszego, ani ostatniego elementu, (2) (X, 7<) jest przestrzenia
spéjna, (3) (X, 7<) ma wlasnosé c.c.c.

13.4. W zwiazku z SH Kenneth Kunen pisze:

»OH powstata w naturalny sposéb przy probie scharakteryzowania typu po-
rzadkowego liczb rzeczywistych (R, <). Wiadomo, ze zbiér liniowo uporzad-
kowany (X, <) spelniajacy warunki:

(a) w X nie ma ani pierwszego, ani ostatniego elementu,

(b) X jest zbiorem spdéjnym w topologii porzadkowej,

(c) X jest osrodkowy w topologii porzadkowe;
jest izomorficzny z (R, <). [Suslin 1920] postawil pytanie, czy (c) mozna
zastgpi¢ warunkiem

(¢’) X w topologii porzadkowej ma wlasnos¢ c.c.c.

96[Cantor 1883], s. 190.

9TLitery c.c.c. to powszechnie przyjety skrét nazwy countable chain condition”.
Zwracamy uwage, ze W nizej przedstawianych rozwazaniach przyjmuje sie za Cantorem
szczegblne rozumienie przedzialu w zbiorze liniowo uporzadkowanym (X, <), mianowicie:
(a,b) = {z € X : a < z < b}. Przypomnijmy, ze w Stetigkeit und irrationale Zahlen
Dedekind podaje inng definicje przedziatu; zob. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 16.3.

98Z0b. [Kunen 1980], s. 50.



370 O PRZEDMIOCIE MATEMATYCZNYM. CZESC II

Oczywiscie przyjmujac SH, warunki (c) i (¢’) sa réwnowazne i mozna
pokazaé, ze jezeli istnieje prosta Suslina, to istnieje tez prosta o wlasnosciach
(a) oraz (b). W ten sposéb SH jest réwnowazna temu, ze warunki (a), (b)
oraz (¢’) charakteryzuja porzadek (R, <).

Okazalo sie, ze SH jest zdaniem niezaleznym teorii ZFEC ”.%9

Pokazemy teraz zasadnicze kroki dowodu twierdzenia:

Gdy istnieje prosta Suslina (Y, <y), to istnieje taki zbiér liniowo uporzadko-
wany (Z, <), ze (1) w Z nie ma elementu najmniejszego, ani najwiekszego,
(2) przestrzen (Z,7<) jest spéjna, (3) (Z,7<) ma wlasnosé c.c.c. oraz (4)
(Z,7<) nie jest osrodkowa.

Niech (Y, <y) bedzie prosta Suslina. W zbiorze Y definiowana jest rela-
cja: x ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy = <y y, to odcinek (z, y) jest przestrzenia
osrodkowa, lub gdy y <y z, to odcinek (y,x) jest przestrzenia osrodkowa,
lub & = y. Pokazuje sie, ze ~ jest relacja réwnowaznoéci.

(1) W zbiorze ilorazowym X =Y/ definiowany jest porzadek liniowy:

I<J g IxeldyeJz<yyl

(2) Porzadek < jest gesty.

(3) Na podstawie zalozenia, ze (Y, <y) ma wlasnos¢ c.c.c. pokazuje sie, ze
kazda klasa réwnowaznosci I € X wzieta z porzadkiem <y jest przestrzenia
o$rodkows. Stad wynika, ze

(4) przestrzen (X, 7<) nie jest oSrodkowa oraz to, ze zaden niepusty prze-
dzial (I,J) C X nie jest przestrzenia osrodkowa.

(5) Przestrzen (X, 7<) ma wlasnos$¢ c.c.c. Albowiem, gdy {(I;, J;) : t €
T}, gdzie T > Ny, jest rodzing przedzialéw parami roztacznych, to rodzina
{(z¢,y¢) : t € T}, gdzie x4 € Iy, yp € Ji, jest nieprzeliczalna rodzina prze-
dzialéw parami rozlacznych w (Y, <y), co jest sprzeczne z zalozeniem, ze
(Y, <y) jest prosta Suslina.

(6) Stosujac metode przekrojow, zbiér (X, <) jest rozszerzany do zbioru
ciagtego w sensie Dedekinda (Z, <z).1% Przestrzen (Z, 7 ) jest zatem sp6j-
na, a jako rozszerzenie (X, <) nie jest osrodkowa, posiada tez wlasnosé c.c.c.
Ten ostatni fakt mozna tak wykazaé¢: z uwagi na sposéb rozszerzenia, zbior
X jest gesty w (Z,7<,), stad wynika, ze dla kazdego przedziatu (a,b) C Z
istnieje taki przedzial (x,y) C X, gdzie z,y € X, ze (x,y) C (a,b). Tak
wiec, jezeli (X, 7<) ma wlasnoéé c.c.c., to i (Z,7<,) ma te wlasnosé.!0t

99[Kunen 1980], s. 66.

10070b. rozdz. Konstrukcja Dedekinda, pkt. 18.
10170b. [Kunen 1980, s. 67-68, 90.
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W ten sposéb z zaprzeczenia SH wynika, ze istnieje zbiér liniowo upo-
rzadkowany (X, <) taki, ze (1) w X nie ma ani pierwszego, ani ostatniego
elementu, (2) (X, 7<) jest przestrzenia spéjna, (3) (X, 7<) ma wlasnosé c.c.c.
i ktory — z uwagi na to, ze nie jest przestrzenia osrodkowa — nie jest izomor-
ficzny ze zbiorem (R, <).

13.5. Wréémy do ontologii. Z punktu widzenia ontologii charakterysty-
ka zbioru uporzadkowanego (R, <) jest aspektem ciala uporzadkowanego
R, nie chodzi tu przeciez o jakis porzadek liniowy na zbiorze R, ale o ten
jedyny porzadek zgodny z dzialaniami w ciele R. W zwigzku z tym ist-
nienie prostej Suslina mozna uznaé na aspekt ciala R, ktéry wiaze sie ze
specyficzng charakterystyka owego ,naturalnego” porzadku. W teorii ZFC
(z jezykiem pierwszego rzedu) sa tylko dwie wlasnosci odpowiadajace temu
aspektowi: prosta Suslina istnieje, prosta Suslina nie istnieje. Z niezaleznosci
SH wynika, ze zadna z nich nie przystuguje R, co znaczy, ze jest to miejsce
niedookreslenia w my$l definicji podanej wyzej w punkcie 11.1.

14. W ten sposéb pokazaliSmy, ze liczby rzeczywiste sa przedmiotem
intencjonalnym w sensie okre$lonym przez Romana Ingardena w pracach
Das literarische Kunstwerk oraz Spor o istnienie Swiata.
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15. W proponowanej modyfikacji ontologii Ingardena aspekty przedmio-
tu matematycznego wiagzemy nie ze sfera czystych jakosci idealnych, ale
z faktycznymi teoriami matematycznymi. W konsekwencji, tak jak powstaja
teorie matematyczne, tak tez stwarzane sg nowe aspekty przedmiotu. Przy-
pomnijmy: przedmiot wyznaczony przez Stetigkeit und irrationale Zahlen
moze by¢ ujety jako cialo uporzadkowane, rzeczywiscie domkniete, unormo-
wane, topologiczne, moze by¢ ujety jako rozszerzenie uporzadkowanego lub
unormowanego ciata liczb wymiernych. Wybierajac pewien aspekt ciala R,
liczby rzeczywiste moga by¢ ujete jako izometryczne z linia prosta, moga by¢
poréownywane z alefami, charakteryzowane przez ciagtosé i osrodkowosé, lub
przez cigglosé i wlasnosé c.c.c.

W klasycznej ontologii juz sama zmienno$¢ przedmiotu rodzi problem
zwiazany z ustaleniem jego tozsamosci. Moze si¢ wiec wydawaé, ze przyj-
mujac powyzsze rozumienie wlasnosci stajemy przed jeszcze wiekszym wy-
zwaniem: czym — ze wzgledu na swoje wlasnoéci — jest to co$, co w réznych
teoriach tak réznie moze by¢ ujmowane? Czym — mozna powtérzy¢ za Hil-
bertem — sg te ,,zwykle” liczby rzeczywiste? Na to pytanie odpowiedzieliémy
juz w ten sposéb: jest to zawarto$é¢ przedmiotu intencjonalnego wyznaczone-
go przez rozprawe Stetigkeit und irrationale Zahlen. Ale — jak zauwazylidémy
— zawarto$¢ przedmiotu intencjonalnego zalezy od tego, ktére zdania uznamy
za te, ktére wyznaczaja owg zawarto$é¢. Dlatego doszedlszy do tego miejsca
nalezy postapi¢ jeszcze o krok dalej.

15.1. Jak dotad postugiwalismy sie kategoria przedmiotu. Jezeli zawar-
tos¢ przedmiotu intencjonalnego moze by¢ ujeta i jako ciato uporzadkowane,
i jako cialo unormowane, i jako cialo topologiczne, to jest tak dlatego, ze
kategoria przedmiotu stuzy opisowi tego, co mozna wyodrebni¢ w tekscie
rozprawy. Nie jest jednak konieczne, aby zawartosé¢ tekstu matematyczne-
go opisywaé za pomoca tej kategorii. Co wiecej, jak zobaczyliSmy, sama
zawartosé jest zrelatywizowana do ustalonego, np. z perspektywy pewnej
teorii, zestawu zdan: w teorii cial uporzadkowanych cigglos¢ jest zreduko-
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wana do charakterystyki porzadku, w teorii cial topologicznych zaréwno
ciagtosé¢ porzadku jak i ciggloéé funkcji sa charakteryzowane w ramach jed-
nej teorii. Dlatego bardziej adekwatna niz przedmiot bedzie kategoria tekstu
matematycznego. Na pytanie o ,zwykte liczby rzeczywiste” odpowiedzia be-
dzie wskazanie nie przedmiotu wyznaczonego przez tekst, ale samego tekstu.
W ten sposob filozofia matematyki zamiast o przedmiotach bedzie traktowaé
o tekstach i o tym, co jest w nich wyodrebniane i jak to co$ jest ujmowane.

Konstrukcja opisana w Stetigkeit und irrationale Zahlen w zalezno$ci
od tego, ktére partie tekstu zostana wyrdznione, moze byé ujeta albo ja-
ko szczegodlne ciato uporzadkowane, albo jako szczegodlne cialo topologiczne.
Ale podobnie jest z dowolnym przedmiotem intencjonalnym rozumianym ja-
ko obiekt schematyczny o dwustronnej budowie. Jest on wyznaczony przez
pewne partie tekstu, ale w samym tekscie nie jest dane w sposéb jedno-
znaczny i konieczny przez ktére to partie. W przypadku liczb rzeczywistych
jednoznacznie wskazujemy tylko tekst, nie zas zdania, ktére miatyby wy-
znaczac liczby rzeczywiste rozumiane jako przedmiot. Jest tak, bo w samej
matematyce nie ma jednoznacznej odpowiedzi na pytanie czym, w mysl
definicji, sa liczby rzeczywiste: szczegdlnym cialem uporzadkowanym, czy
szczegblnym ciatem topologicznym.

15.2. Wiemy, ze liczby rzeczywiste mozna przedstawi¢ jako pewien zbior.
Ujecie to pozwala pokonaé trudnosci, w jakie byta uwiktana oryginalna kon-
strukcja Cantora. Przystajac na to, ze liczby sa przede wszystkim pewnym
zbiorem, nie potrafimy jednak odpowiedzie¢ na pytanie czym jest to cos, co
jest ,redukowane”, co jest przedstawiane jako zbidr, czy jest to szczegdlne
ciato uporzadkowane, czy szczegdlne cialo topologiczne. Sens redukcji te-
oriomnogosciowej jest wyznaczony przez problem, jaki rozwiazuje. Powrét
do tekstu pozwala odzyskaé sens zagubiony w takim redukcyjnym nasta-
wieniu.

Podobnie jest z ujeciem aksjomatycznym. Przyjmujac aksjomaty ciata
uporzadkowanego w sposéb ciagly, nie szukamy idealnego, istniejacego poza
czasem i przestrzenia przedmiotu, ktory mialyby odpowiadac tym aksjoma-
tom, ktory miatby byé przez nie opisywany. Aksjomaty traktujemy jako
sposéb ujecia zawartosci tekstu matematycznego. Sens ujecia aksjomatycz-
nego pochodzi nie z odniesienia do idealnego przedmiotu, ale z odniesienia
do warstwy dedukcyjnej Stetigkeit und irrationale Zahlen.

Zwracajac uwage na sam tekst, widzimy geneze oraz problem lub roz-
wigzanie problemu. Zamiast podstawowych pojeé — zbiér, struktura ma-
tematyczna — wvia problemy znajdujemy podstawowe teksty. Stad zamiast
o przedmiotach matematycznych nalezy méwié o tekstach matematycznych.
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