AKSJOMATY WIELKOSCI I TEORIA MIARY

OTTO HOLDER

O aksjomatach arytmetyki méwiono dotad w dwdch znaczeniach. Po pierw-
sze, aksjomatami arytmetyki nazywane bywaja te fakty, ktére wolatbym nazywac
aksjomatami wielkoSci lub aksjomatami teorii wielkoSci i ktérymi zajme si¢ nizej.
Z drugiej strony, méwi si¢ tez, ze arytmetyka w wezszym sensie, tj. arytmetyka
liczb catkowitych opiera si¢ na faktach niedowodliwych, czyli aksjomatach. Tak
wigc, VON HELMHOLZ nazywa aksjomatem arytmetyki formute:

a+(b+1)=(a+b)+1,

na ktérej H. GRASSMANN opiera teori¢ dodawania liczb catkowitych.! Ten wzér
jest jednak tylko opisem procedury dodawania. Méwi on, ze liczba, ktérg uwazamy
za sum¢ a oraz liczby b + 1 nastgpujacej po b, nastgpuje w ciagu liczbowym po
a + b. Wzor ten ustala wigc, ze liczby a + 1,a + 2,a + 3,a + 4,...,a + c maja
nastgpowac po sobie, a zatem ustala, iz liczbg a + ¢ znajdujemy w ten sposéb, ze
poczynajac od nastgpujacej po a liczby a+1 tak dtugo ustawiamy w szereg kolejno
nastgpujace po sobie liczby, az réwnocze$nie doliczymy od 1 do c. Dlatego lepiej
jest uwaza¢ wprowadzony wzoér za definicje jednego z pozostajacych pod nasza
kontrola pojeé, a nie za aksjomat.

Za oczywiste, acz niedowodliwe zalozenie mozna rzecz jasna uwazac to, ze
owg procedur¢ dodawania mozna zawsze przeprowadzi¢. Mozna znaleZ¢ w aryt-
metyce jeszcze wiele tego rodzaju zatozen, ktére polegaja na tym, ze pewne proce-
dury, ktére — jak powiadamy — przebiegaja wedle okreslonych regut, mozna zawsze
przeprowadzi¢ w okreSlony sposdb, a w pewnych przypadkach kontynuowac tez
bez korica. Réwniez to, ze procedura prowadzi do zakoriczenia [obliczenl] moze
by¢é w pewnych okolicznosciach oczywiste, a w innych wymagaé musi udowod-
nienia. Kazde takie zatozenie, ktére zostanie przyjete jako oczywiste, pozostaje
w Scistym zwiazku z regula, wedle ktérej przebiega odnos$na procedura, tj. z poje-
ciem [tej] procedury, i wydaje mi si¢, ze nie mozemy tych zalozen tak wydzielié
z naszego mySlenia, iz mogliby§Smy wyprowadzi¢ z okreSlonej ich liczby cata niz-
sza 1 wyzsza arytmetyke, bez czynienia nowych, podobnych zatozen. Chodzi tu o
rodzaj do§wiadczenia, ktérego jednak nie zaliczymy do wiasciwego doSwiadczenia

"Por. H. GRASSMANN, Lehrbuch der Arithmetik, 1861, str. 4, nr 15; VON HELMHOLZ, Wissen-
schaftliche Abhandlungen, 3 tomy, 1885, str. 363 (z: ,,Philosophische Aufsidtze, EDUARD ZELLER
zu seinem fiinfzigjéhrigen Doctorjubildum gewidmet”, 1887, str. 11-52). VON HELMHOLZ pojmuje
zreszta w op. cit. tre$¢ arytmetyki oraz teorii wielkosci doktadnie tak, jak czyni si¢ to w przedsta-
wionej tu pracy. (Por. tez F. KLEIN, Mathematische Annalen, 37, str. 572.)



zmystowego, gdyz moze ono mie¢ miejsce takze [jedynie] w mysli, a ktore jest w
zasadzie tym samym — kombinatorycznym — rodzajem do§wiadczenia, ktérym cza-
sami zastgpujemy zewnetrzne [do§wiadczenie] zmystowe, mianowicie wtedy, gdy
méwimy, ze dowodzimy dedukcyjnie. Jawi si¢ zatem jako celowe, aby wszelkie
tego rodzaju wytwory mysli oznaczaé jako ,,czysto logiczne” i mozemy powie-
dzie¢, gdy tak uczynimy, ze arytmetyka liczb catkowitych moze zosta¢ zbudowana
[na spos6b] czysto logiczny? i nie zaktada zadnych aksjomatéw. To samo zacho-
dzi dla arytmetyki utamkéw oraz liczb niewymiernych, gdy zostana one stosownie
zdefiniowane.

Inaczej rzeczy si¢ maja w geometrii oraz mechanice, gdzie musza zostac przy-
jete pewne aksjomaty, ktére wywodza si¢ z doSwiadczenia zmystowego (lub, jak
wola niektorzy, z ogladu). W podobny sposéb jak geometri¢ i mechanike takze
0g0blng teori¢ wielkos$ci mierzalnych ugruntowaé mozna na dobranej liczbie fak-
tow, ktore chciatbym okreslaé jako aksjomaty wielkosci lub aksjomaty ilosci. Teo-
ria wielkoSci mierzalnych stosuje si¢ w taki sam sposéb do poréwnywania i doda-
wania czaséw, mas, odcinkéw, powierzchni, itd. Aby jednak od razu zapobiec nie-
porozumieniom, zauwaze, ze aksjomaty teorii wielkoSci nie s3 w geometrii przyj-
mowane i stosowane do odcinkéw i powierzchni w postaci, w ktérej tu zostang
wprowadzone. Wrecz przeciwnie, przedstawia si¢ aksjomaty czysto geometryczne
np. dla punktéw i odcinkéw prostej, z ktérych mozna potem udowodnié (por. czgs$é
druga), ze dla odcinkéw zachodzg fakty, ktére w ogdlnej teorii wielkosci sa zakta-
dane jako aksjomaty.?

Teoria wielko$ci mierzalnych zostala rozwinigta na wysokim poziomie juz
przez EUKLIDESA. Wspétczesnie dosSwiadczyla poglebionego potraktowania z r6z-
nych stron. Mimo to teoria ta wydaje mi si¢ jeszcze niewystarczajaco doktadnie
[przedstawiona]; w niektérych nowych opracowaniach zakradty si¢ btedy i nieja-
snos$ci i dlatego sadzg, ze potrzebne jest nowe rozwinigcie tej waznej i podstawowej
teorii.

?Uwazam za niekwestionowane, ze ogét badai, ktére w sensie tego tekstu sa ,.czysto logiczne”
nie sprowadza si¢ do przyjetych w filozofii formalizméw logicznych oraz gotowego rachunku sym-
boli.

3Podczas gdy dla odcinkéw musi zostaé zatozone, ze dwa odcinki mozna poréwnywaé i ze przy
tym okazuja si¢ one koniecznie réwne badZ nier6wne, to na gruncie aksjomatow, w ktérych w ogéle
nie wystepuje stowo ,,powierzchnia” i na gruncie pewnej definicji mozna udowodnié, ze dwie fi-
gury moga by¢ poréwnywane pod wzgledem powierzchni (SCHUR, Sitzungsberichte der Dorpater
Naturforscher-Gesellschaft 1892; KILLING, Grundlagen der Geometrie, tom 2, 1898, rozdziat 5, §5;
HILBERT Grundlagen der Geometrie 1899, str. 48). Zasadza si¢ to na tym, ze réwnos$¢ odcinkéw
uwazana jest w geometrii za pojgcie ,,pierwotne”, a réwno$¢ powierzchni za [pojecie] ,.konstru-
owalne” (por. moja prace: Anschauung und Denken in der Geometrie 1900, str. 2 oraz ZINDLER
Sitzungsberichte der phil.-hist. Classe der K. Akad. d. Wiss. zu Wien tom 118, 1889: Beitrdige zur
Theorie der mathematischen Erkenntniss, str. 32; ZINDLER nazywa pojecia pierwotne ,,aksjoma-
tycznymi”).



CZESC PIERWSZA

WielkoSci i liczby pomiarowe

§1. Aksjomaty

Aksjomaty wielkosci, tj. fakty przyjete w teorii (absolutnych) wielkoSci mierzal-
nych sa naste;pujace:4

“Celowe jest poczynienie zatozenia, ze nie istnieja zadne réwne wielkosci, ktére sa rozréznialne,
a wigc nieidentyczne. Przez to odpadajq aksjomaty, [méwiace] ze dwie wielkoSci s rowne, gdy sa
réwne trzeciej i ze réwne dodane do réwnych daja réwne. Fakty te musza naturalnie zostaé¢ uwzgled-
nione w zastosowaniach (por. aksjomat ¢ w §18).
Moim celem jest tu jedynie podanie prostego systemu aksjomatéw, z ktérego dadza si¢ wyprowadzic
wlasnosci zwyktego kontinuum wielkosci; nie zamierzam, jak czynit to BETTAZI (Teoria delle gran-
dezze, 1890), wprowadzaé szczegblnych rodzajéw wielkosci, lub rozszerzaé powszechnie przyjetego
pojecia kontinuum, co prébowat czyni¢ VERONESE w swoim Continuo assoluto (Atti della R. Acc.
dei Lincei, ser. 4, menorie d. cl. d. sc. f. vol. 6, 1889, str. 613; por. tez Fondamenti di geometria a piu
specie di unita rettilinee esposti in forma elementare, 1891, po niemiecku w SCHEPP 1894).
Mozna jeszcze powiedzieé co nieco o niezaleznoSci zaproponowanych aksjomatéw. Zatoze przy tym
jednak, ze zachodza aksjomaty I, III, VI. Mozna wtedy pokazaé, ze aksjomaty IL, IV, V, VII sa w okre-
Slonym sensie niezalezne od siebie oraz od juz przyjetych aksjomatéw. Istnieje mianowicie system
rzeczy, dla ktérych nie zachodzi aksjomat II, podczas gdy aksjomaty I, III, IV, V, VI, VII sa spet-
nione, a mianowicie ogét dodatnich liczb catkowitych. Istnieje réwniez system rzeczy, dla ktérych
nie zachodzi aksjomat VII, podczas gdy wszystkie pozostale aksjomaty sa spelnione, mianowicie
0g6t wszystkich dodatnich liczb wymiernych. Rozmaito$¢, dla ktdrej zachodza wszystkie aksjomaty
oprocz IV jest przedstawiona przez wszystkie liczby rzeczywiste, dodatnie i ujemne (wymierne i
niewymierne) wraz z zerem, gdy pojecia ,,wigksza” i ,,mniejsza” bierze si¢ w sensie algebraicznym.
Aby teraz otrzymac jeszcze rozmaito$¢, ktdra nie spetnia jedynie aksjomatu V, rozwaza si¢ wszyst-
kie pary liczbowe (z,y), gdzie x przebiega wszystkie dodatnie liczby rézne od zera, a y wszystkie
liczby od a do b z wiaczeniem samych liczb a oraz b, ktére sa dodatnie i rézne od zera. Niech przy
tym (z,y) > (2',y’) gdy albo z > z’, albo x = 2’ orazy > 3. Suma (z,y) + (2", y") niech
bedzie zdefiniowana wzorem (z + z”/, %), gdzie § oznacza wigksza z liczb y i y".
Wybrane tutaj aksjomaty od I do VI sa zgodne z zasadami I do IIT u VERONESE (por. Afti d. Acc.
d. Linc., op. cit., str. 604 i 610). Aksjomat VII to w zasadzie aksjomat ciggtoSci DEDEKINDA (por.
aksjomat x w §18 oraz uwaga na str. 40), ktéry czyni z naszego systemu wielkosci kontinuum, pod
warunkiem, Ze wprzody spetnione sq aksjomaty od I do VI.
Naturalnie moga zostaé przyjete réznorodne réwnowazne systemy aksjomatéw. Tak wigc, mozna np.
tymczasowo wylaczy¢ z rozwazan pojecia ,,wigksza” i ,,mniejsza”, przy czym znéw, jak w tekscie,
nieidentyczne wielkoSci uwazane maja by¢ za rézne, a poza tym zalozone bedzie tylko:

[1] Dwie wielkosci a i b maja w okreslonym porzadku jednoznacznie wyznaczong sume a + b.
[2] @ + bjestr6zna od aiod b.

Bl(a+b)+c=a+ (b+c).

[4] Gdy a jest rézna od b, to istnieje albo x taka, ze a + = = b, albo 2’ taka, ze b+ 2’ = a.

Pokazuje si¢ natychmiast, ze z obu wspomnianych w [4] wielkosci x oraz =’ w danym przypadku
moze istnieé tylko jedna, bowiem w przeciwnym wypadku byloby (a+x)+2' = a,tj. a+(x+2') =



I. Gdy dane s3 dwie wielkoSci a oraz b, to albo a jest identyczna z b (a = b,
b = a), albo a jest wigksza od b (a > b, b < a), albo, na odwrét, b jest

a, co stoi w sprzecznosci z [2]. Mozna potem ustalié¢, ze a bedzie nazywana mniejsza od b, gdy
a + = = b1 wtedy aksjomat I jest oczywiscie spetniony. Pojecia ,,wigksza” i ,,mniejsza” okazuja si¢
przy tym ujeciu pojeciami konstruowanymi, podczas gdy w tekscie traktowane sa jako pierwotne, tj.
aksjomatyczne.

Z zaproponowanych w tekscie aksjomatéw nie wszystkie bytyby jeszcze spetnione; tak np. spetnione
bytyby tylko pierwsze czgsci aksjomatéw IV i V. Jesli zazadamy teraz jeszcze co nastepuje:

[5] Dla dwéch wielkosci a i  istnieje zawsze trzecia y taka, ze y + a = a + x,

to wida¢ natychmiast, ze réwniez druga cze$¢ aksjomatu V jest spelniona. Mozna teraz poza tym
udowodni¢ réwniez druga czgs¢ IV, ktéra méwi, ze b < a + b. Zauwazmy najpierw, ze na mocy [2]
a + b jest w kazdym razie r6zna od b; musi by¢ zatem albo b < a + b, albo a 4+ b < b. Jesli jednak
bylby to ten ostatni przypadek, to mieliby§my (a+b)+xz = b, a wigc na mocy [5] y+ (a+b) = b, lub
(y+a)+b = b, cojest niezgodne z [2]. A zatem IV jest teraz spetniony i tylko jeszcze dwa aksjomaty,
ktdre sa analogiczne do II oraz VII, musiatyby w odpowiedniej formie zostaé wprowadzone.

Mozna prébowa¢ zmieniaé system aksjomatéw w inny jeszcze sposob, np. tak, iz pozostawia si¢
aksjomaty od I do IV, a dalej VI i VII, podczas gdy aksjomat V zostaje zastapiony stwierdzeniami,
ktére nie zawieraja niczego o réwnosci, lecz odnosza si¢ tylko do pojec ,,wigksza” i ,,mniejsza”.
Zada sig przy tym, aby zalozone byly na poczatku konsekwencje zawarte w punktach 1, 2, 3 z §2.
Jesli a < b, to wszystkie wielkosSci moga teraz zosta¢ podzielone na dwie klasy tak, iz do pierwszej
wchodza te, ktére dodane do a tworza sumg < b, a do drugie;j te, ktére tworza sumg > b. Pokazuje sig,
ze w konsekwencji przyjetych teraz warunkéw kazda wielkos¢ pierwszej klasy musi by¢é mniejsza
od kazdej [wielkosci] klasy drugiej; nie widaé stad jednak jeszcze, ze rzeczywiscie musza istnie¢
wielkoSci pierwszej klasy, i dlatego wprowadzamy jeszcze nastgpujacy postulat:

[6] Jesli a < b, to istnieje c taka, ze réwniez a + ¢ jest mniejsza od b.

Wynika teraz z aksjomatu VII, ze istnieje wielko$¢ & taka, izdla ¢’ < € sumaa+&' < b,adlag” > ¢
suma a+£” > b. Mozemy nawet powiedzie¢, ze w ostatnim przypadku musi by¢ a +£” > b, gdyby
bowiem bylo a + £ = b, to mogliby§my (na mocy punktu 3 z §2) znalezé £ miedzy € oraz £” iz
ostatniego réwnania wynikatoby wtedy a + £’ < b, co byloby sprzeczne z wlasno$ciami wielkosci
&, poniewaz byloby wtedy & > £. Nie mozemy jednak jeszcze zaniedba¢ dowodu, ze istotnie
a + & = b (zapomniano o tym w WEBER Lehrbuch der Algebra, 2 wydanie, tom 1, 1898, str. 81 9).
Gdyby byto a + £ < b, to na mocy [6] istniataby 7 taka, ze (a + &) +n < b, tj. a+ (£ + 1) < b,
a to przeczy wilasnosciom wielkosci €. Dotad jednak nie jest widoczne, ze nie moze by¢ a + £ > b.
Dlatego wprowadzam jeszcze aksjomat:

[7] Jesli a oraz b sa jakimikolwiek wielkosciami, to istnieje o’ < a i to taka, ze a’ + b > a.

Gdyby bylo a+¢ > b, to na mocy [6] istniataby 7 taka, ze a+& > b+n. Dalej, poniewaz na mocy [7]
musiataby istnie¢ £ < ¢ taka, ze bytoby £’ +n > &, to mielibySmy wtedy a+(&'+n) > a+€& > b+n,
tj. (a + &) +n > b+ n, z czego wynika (w istocie nie bezposrednio), ze a + £ > b. To z kolei jest
znéw sprzeczne z wlasno$ciami wielkosci £, poniewaz zatozono £’ < &.

Tym samym udowodniona zostata pierwsza czg$¢ V; aby udowodnié¢ druga czg¢s¢, musielibySmy
wprowadzié wigcej jeszcze aksjomatow.

HILBERT postawit niedawno problem niesprzecznosci aksjomatéw wielkosci (Mathematische Pro-
bleme, Gott. Nachr. 1900). Dotad zwyklo si¢ uwazaé, ze niesprzecznos$¢ aksjomatéw od I do VII
zostata wykazana poprzez arytmetyczne ugruntowanie teorii liczb (wymiernych i niewymiernych).
Por. nadto str. 21 oraz uwaga 22. Z niesprzecznosci aksjomatéw od I do VII mozna wywies¢ nie-
sprzeczno$é aksjomatéw geometrycznych od (o) do (), oraz na odwrét (por. uwage na str. 40).
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wigksza od a, a @ mniejsza od b; te trzy przypadki nawzajem si¢ wykluczaja.
II. Dla kazdej wielkosci istnieje [od niej] mniejsza.

III. Dwie wielko$ci a oraz b, ktére moga réwniez by¢ identyczne, wytwarzaja
w ustalonym szeregu jednoznacznie okre§long sume a + b.

IV. a + b jest wigksza od a i wigksza od b.
V. Jedli a < b, to istnieje x taka, ze a + x = b oraz y taka, ze y + a = b.
VI. Zawsze zachodzi (a + b) +c=a+ (b+ ¢).

VII. Gdy wszystkie wielkoSci sa podzielone na dwie klasy tak, ze kazda wielko$¢
przydzielona jest do jednej i tylko jednaj klasy, kazda klasa zawiera [jakieS]
wielkoSci oraz kazda wielkos¢ pierwszej klasy jest mniejsza od kazdej wiel-
kosci drugiej klasy, to istnieje wielkoS¢ € tego rodzaju, ze kazda &' < &
nalezy do pierwszej klasy, a kazda ¢” > ¢ nalezy do drugiej klasy. Sama
¢ moze naleze¢ do pierwszej lub drugiej klasy, zaleznie od rozwazanego
przypadku.’

§2. Najprostsze konsekwencje aksjomatow I-VI

1.JeSli a < @' oraz a’ < a”, to na mocy V istnieja dwie wielkosci x oraz x’ takie,
ze a+x = a' oraz ' + 2’ = a”. Zachodzi wigc takze (a + z) + 2/ = d”, a zatem
namocy Vla + (z + ') = a”,adalejnamocy IVa < a”.Za < did <ad’
wynika wigc a < a”.

2.Jeslizn6éw a < o/, ax jest tak wybrana, ze a+x = a’, to b+ (a+x) = b+d/,
azatem (b+a)+z=0b+d,awigcb+a < b+ d'. Jesli przy tym y dobrana jest
tak, ze y+a = @/, to otrzymuje si¢ (y+a)+b = a’ +b, awiec y+ (a+b) = o’ +b,
skad na mocy IV a + b < a’ + b. Tak wiec, z a < @’ wynika b+ a < b+ d’ oraz
a+b<a +b, gdzie b oznacza jakakolwiek wielkos¢.

Dalej, jesli zatlozymy a < a’ oraz b < V/, to dostaje sica+b < a’ +b < a’ +V/;
otrzymujemy zatem twierdzenie, ze mniejsze dodane do mniejszego daje mniejsze.

SW §4 zostanie pokazane, ze tak zwany aksjomat Archimedesa jest konsekwencja aksjomatu
ciagtosci (VII) oraz pozostatych aksjomatéw, a z drugiej strony, jesli weZmie si¢ pod uwage tylko
dodatnie liczby wymierne, to widad, iz aksjomaty od I do VI moga by¢ spetnione tacznie z aksjoma-
tem Archimedesa, nie pociagajac przy tym za soba aksjomatu ciagtosci. Wigksza czg$¢ uzyskanych
w dalszym ciagu wynikow pozostaje w mocy, gdy przyjmie si¢ aksjomaty od I do VI wraz z aksjo-
matem Archimedesa, bez postulowania aksjomatu VII.

HILBERT zastapit aksjomat ciagtos§ci DEDEKINDA dotaczony do innych aksjomatéw wielkosci po-
przez dwie zasady: aksjomat Archimedesa oraz ,,aksjomat zupetnos$ci” (Jahresbericht der deutschen
Mathematiker-Vereinigung 8, 1900, str. 180).



3. Niech a < b. Ustalamy znowu z tak, iz a + x = b i zaktadamy, co mozliwe
jestna mocy I, ze ' < z; wtedy (na mocy §2,2) a+ 12’ < a+x, tj. < b. Z drugiej
strony, na mocy IV a + ' > a. Gdy wigc a < b, to istnieje co najmniej jedna
wielkoS¢, ktoéra jest > a oraz < b, tj. istnieje co najmniej jedna wielkos¢ migdzy a
ib.

4. Dla kazdej wielkosci istnieje [od niej] wigksza, poniewaz przeciez np. a +
a > a.

5. Wielko$¢ x postulowana w aksjomacie V jest wyznaczona jednoznacznie
(jednoznacznosé jednego sposobu odejmowania).® Gdyby mianowicie byto a+x =
b, ajednocze$nie a+x’ = b, to bytoby a+x = a+x’. Gdyby jednak byto x > 2’ lub
x < 2/, to ostatnie réwnanie staloby w sprzecznosci z punktem 2 tego paragrafu.
Na mocy aksjomatu I pozostaje wiec mozliwe tylko, ze z = x’.

Podobnie dowodzi sig, ze postulowana w V wielko$¢ y jest wyznaczona jedno-
znacznie (jednoznaczno$¢ drugiego sposobu odejmowania).

§3. Wielokrotnosé¢’

1. Aby bez niejednoznacznosci przedstawic¢ zwielokrotnienie wielkosci przyjmuje
sie:
2a=a+a, 3a=(a+a)+a, 4a=((a+a)+a)+a,

i tak dalej, a wigc w ogdélnosci mamy:
na = (n—1)a + a.

Poniewaz prawo tacznosci podane jest w aksjomacie VI dla trzech wielkoSci, wigc,
jak dobrze wiadomo, prawo to zachodzi dla dowolnie wielu wielkoSci. Jesli wez-
mie si¢ m + n wielkoSci, ktére wszystkie réwne sa a, to widaé, ze rownanie

ey ma+na = (m+n)a

zachodzi dla dowolnej wielkosSci a oraz dwéch dowolnych (catkowitych, dodat-
nich) liczb m oraz n.
Poprzez wielokrotne zastosowanie réwnania (1) otrzymuje sig:

ma+ma+ma+...=(m+m+m+...)a,
gdzie sumy z lewej i z prawej zawieraja m’ sktadnikéw. Tak wigc,

(2) m/(ma) = (m'm)a

®Por. VERONESE, Atfi d. R. Acc. d. Lincei, ser. 4, memoire d. cl. d. sc. f-, op. cit., str. 606 u gory.
"Rozwazania tego paragrafu, podobnie jak poprzedniego, zaktadaja jedynie aksjomaty I-VI.



dla dowolnych liczb catkowitych m oraz m’.

2. Z (1) wynika, z pomoca aksjomatu IV, ze (m + n)a > ma i widac teraz,
ze m'a = ma, w zaleznosci od tego, czy dla liczb catkowitych m’ i m zachodzi
m’ % m. W szczegblnodci z m’a = ma wynika, ze liczby catkowite m oraz m’ sa
sobie réwne.

Poprzez wielokrotne stosowanie punktu 2 §2 widaé tez, ze ma

AlIV.

=
>
leznosci od tego, czy a § b; mozna wigc w szczegdlnosci zawsze wnioskowac
z ma = mb, ze wielkoSci a i b sa sobie réwne, jakakolwiek bylaby liczba catko-
wita m.

3. Jesli dana jest wielkos¢ a oraz liczba catkowita n, to zawsze mozna znaleZé
wielkoS¢ b taka, ze nb < a. Mozna mianowicie, na mocy II, najpierw znalezé
a’ < a,apotem a” takie, ze a’ + a” = a. Jesli teraz wybierze si¢ a; mniejsza od a’
i jednocze$nie mniejsza od a”, to, na mocy punktu 2 §2, mamy a1 +a; < a’ +a”,
tj. 2a; < a. Mozna teraz tak samo wyznaczaé ay tak, ze 2as < ap, potem as tak,
ze 2a3 < ao, itd. Wybiera si¢ teraz liczbe catkowita v tak, ze 2 > n i przyjmuje
ay = b, awtedy nb < a, c.b.d.u.

mb, w za-



§ 4. Aksjomat Archimedesa®

Niech a i b bgda dwiema wielkosciami oraz niech a < b. Chcemy udowodnié,
Ze istnieje liczba catkowita n taka, iz na > b. Zat6zmy najpierw, ze na odwrét:

8Ten aksjomat (Archimedis Opera, rec. Heiberg, vol. I, 1880, str. 11) okazuje si¢ tutaj twierdze-
niem dowodliwym. Nie panuje pozadana jasno$¢ na temat jego zwiazku z aksjomatem VII. STOLZ
zauwazyt (Math. Ann. 22, str. 510), ze aksjomat Archimedesa jest konsekwencja ciagtosci, gdy jest
ona definiowana w sensie DEDEKINDA, tj. przez aksjomat VII. Ta uwaga jest stuszna, gdy zatozone
zostang réwniez aksjomaty od I do VI. Dowdd podany przez STOLZA op. cit., str. 511 oraz w jego
Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik, czg¢S¢ 1 1885, str. 82 i nast. nie jest jednak wystarczajacy,
czego, jak sadze, nie trzeba tu dowodzié, gdyz STOLZ wycofal swoje uwagi pod wptywem zarzutéw
VERONESE (Math. Ann. 39, str. od 107 do 112).
VERONESE (op. cit., str. 612) opowiadat si¢ za tym, Ze pojgcie kontinuum powinno zostaé¢ sformuto-
wane inaczej, niz sposobem podanym przez DEDEKINDA, ze aksjomat DEDEKINDA (nasz aksjomat
VII) zawiera aksjomat Archimedesa, ze, dalej, (por. VERONESE str. 603) STOLZA definicja ciagtosci
(w Vorlesungen iiber Arithmetik, str. 82) zaktada aksjomat Archimedesa i ze, w konsekwencji, dowéd
STOLZA tego aksjomatu jest zbyteczny.
Sformutowanie, iz aksjomat Archimedesa miatby by¢ ,,zawarty” w aksjomacie ciagloSci DEDEKIN-
DA moze prowadzi¢ do nieporozumien. Podkres§lam, ze aksjomat Archimedesa moze zostaé wypro-
wadzony z aksjomatu VII, przy pomocy aksjomatéw od I do VI, ale tylko na sposéb podany w tekscie
Iub podobny i dlatego taki dowdd w zadnej mierze nie jest zbedny.
Dalej, jesli chodzi o wybdr aksjomatéw, to jest on oczywiscie do pewnego stopnia dowolny i co
najwyzej wzgledy celowosci rozstrzyga¢ moga o tym, czy na pierwszenstwo zastuguje aksjomat cig-
glo$ci DEDEKINDA wraz z aksjomatami od I do VI, czy tez inne aksjomaty.
VERONESE (op. cit., str. 612, zasada IV) jako aksjomat ciagtosci wprowadza nastegpujacy postulat:
Gdy dwie wielkoSci = oraz =’ zmieniaja si¢ tak, ze x stale rosnie, =’ stale maleje, Ze zawsze pozo-
staje v < ', ax’ — x staje si¢ nieskoriczenie mata, to w systemie istnieje takze wielkos¢, ktéra jest
wigksza od wszystkich wartoSci przyjmowanych przez = i mniejsza od wszystkich wartosci przyj-
mowanych przez z’.
Jesli pominie si¢ zaleznos¢, ktéra ustanowiona jest migdzy zmiennymi x i =’ poprzez wyobrazenie
ich czasowej zmiennosci, to zaktadane jest tu co nastgpuje:
Dane sa dwie klasy wielkoSci: wielkosci x oraz wielkosci z’; zadna wielko$¢ nie moze nalezec jed-
nocze$nie do obu klas, [przy czym] nie jest konieczne, aby obie klasy razem wyczerpywaty ogét
wszystkich wielkosci lub wszystkich wielkosci przedziatu. Kazda wielkos$¢ x jest mniejsza od kaz-
dej wielkosci 2’, wréd x nie ma najwigkszej, a wsréd 2’ nie ma najmniejszej wielkosci i dla kazdej
jakkolwiek wybranej wielkosci § znalez¢ mozna x oraz x’ takie, ze ¢’ — x < J. Postulat VERONESE
stwierdza, ze przy tych zatozeniach istnieje lezaca pomigdzy obu klasami wielko$¢ rézna od x oraz
od z’. Nalezy nadto zauwazy¢, ze ten postulat jest co najmniej zmodyfikowany w formie, poprzez
opuszczenie owego obecnego w sformutowaniu VERONESE zwiazku pomigdzy zmiennymi x oraz
x'.
Z tego postulatu nie mozna wywies¢ aksjomatu Archimedesa, gdy zatozone beda tylko aksjomaty od
I do VI, ani tym bardziej aksjomatu ciagtosci DEDEKINDA. Jednakze ten ostatni mozna wydeduko-
waé ze (zmodyfikowanego) postulatu VERONESE, gdy zatozy si¢ [przy tym] aksjomat Archimedesa
facznie a aksjomatami od I do VI. Jesli mianowicie wyobrazimy sobie podzial wszystkich wielkosci,
jak pomyslane jest to w aksjomacie DEDEKINDA (VII), a dalej, jeSli X oznacza wielko$¢ pierwszej,
a 'Y wielko§¢ drugiej klasy oraz ¢ jakakolwiek wielkos¢, to w ciagu X, X + §, X + 20, X + 36, ...
musza wystapi¢, na mocy aksjomatu Archimedesa, wielkosci, ktére sa > Y. Mozna wigc znaleZ¢ tez
dwie wielko$ci X + (v — 1) oraz X + vd, ktére r6znia si¢ 0 0 i z ktérych X + (v — 1)d nalezy do
pierwszej, a X + v nalezy do drugiej klasy. § byta tutaj dowolna. Gdyby teraz ani w pierwszej klasie
nie bylo wielkos$ci najwigkszej, ani w drugiej wielkosci najmniejszej, to zatozenia zmodyfikowanego
postulatu VERONESE bylyby spetnione, a to prow8dzitoby do wielkoSci, ktéra nie nalezy do zadnej z



dla kazdej liczby catkowitej n wielko$¢ na < b tak, iz kazda wielkos¢, ktéra jest
mniejsza od wielokrotno$ci a przypisa¢ mozna do pierwszej klasy, za$§ wszystkie
pozostate wielkosci do drugiej klasy. Poniewaz np. a nalezy do pierwszej, za$ b do
drugiej klasy, wigc istotnie w kazdej klasie wystepuja [jakies] wielkoSci. Jedli ¢ jest
wielkos$cia drugiej klasy, to na < c dla kazdej liczby catkowitej n. Jesli c; nalezy
do pierwszej klasy, to istnieje liczba catkowita n; taka, ze ¢c; < nia, a poniewaz

obu klas, wbrew pierwotnemu zatozeniu, iz wszystkie wielko$ci maja by¢ podzielone na obie klasy.
Jesli jednak pierwsza klasa zawierataby wielko$¢ najwigksza x1, a jednoczesnie druga klasa [zawie-
ralaby] wielko$¢ najmniejsza x4, to obie te wielkosci musiatyby by¢ rézne, poniewaz powyzej, jak
w aksjomacie VII, kazda wielko$¢ przydzielona zostata do jednej tylko klasy i na mocy punktu 3 §2
musialaby istnie¢ migdzy x1 oraz x wielkos¢, ktéra znéw nie moglaby nalezeé do zadnej klasy, co
przeciez przeczy pierwotnie zalozonym wlasnosciom podziatu. Pozostaje wigc tylko [ta mozliwos¢],
ze albo pierwsza klasa zawiera wielko$¢ najwigksza x1, a druga klasa nie zawiera zadnej wielkosci
najmniejszej, albo, na odwrdt, druga klasa [zawiera] wielko$¢ najmniejsza =}, a pierwsza [nie za-
wiera] zadnej najwigkszej. W pierwszym przypadku 1, a w drugim ) bylaby wielkoscia, ktorej
istnienia zada aksjomat DEDEKINDA (VII). Aksjomat ten jest zatem spetniony (por. tez VERONESE
op. cit., str. 613, No 5a)).

Przy wyborze aksjomatu ciagto$ci VERONESE jest si¢ zmuszonym, gdy chce si¢ opisa¢ zwykte kon-
tinuum, wprowadzié takze specjalnie aksjomat Archimedesa (w ASCOLIL, R. Instituto Lombardo di
Sc. e. Lett. Rend., ser. 11, vol. 28, 1895, str. 1060 i nast. podane jest w istocie to samo sformutowanie
ciagtosci, jak u VERONESE, bez blizszego omdéwienia pozostatych aksjomatow).

System rzeczy, ktéry spetnia aksjomat ciaglosci VERONESE, ale nie spetnia ani aksjomatu Archi-
medesa, ani aksjomatu VII otrzymuje si¢ w sposéb nastepujacy. Rozwaza si¢ wszystkie funkcje
[zmiennej] y o postaci ay + by?, gdzie a jest dodatnia liczba catkowita lub zerem, a b oznacza ja-
kakolwiek rzeczywista (skoficzona) wielkos¢ liczbowa, przy czym jednak gdy a = 0, to b ma by¢
dodatnia i rézna od zera. Jesli ustali sig, ze z dwéch funkcji a1y + b1y? i azy + bay? ta pierwsza
ma by¢ nazywana wieksza, gdy (a1y + b1y?) — (a2y + b2y?) jest dodatnia dla matych dodatnich y
irozwaza si¢ dodawanie funkcji zdefiniowane w zwykty sposéb, to widaé, ze spetnione sa aksjomaty
od I do VI

Jesli mamy teraz dwie klasy funkcji spelniajace warunki VERONESE, funkcje oy + Sy? pierwszej
[klasy] i funkcje o'y + B'y? drugiej klasy, to musi byé mozliwe znalezienie takze dwdéch funkcji
aoy + Boy? oraz ayy + Bhy? odpowiednio pierwszej i drugiej klasy takich, ze (apy + Boy?) —
(aoy + Boy?) < y?. Z nieréwnosci tej wynika jednak, ze oy = . Jesli rozwazy sig teraz wszyst-
kie funkcje pierwszej klasy, ktére sa > aoy + Boy? oraz wszystkie funkcje drugiej klasy, ktére sa
< afhy + Bhy?, to wszystkie te funkcje sa postaci ay + by? i r6znia si¢ zatem tylko wartosciami b.
Otrzymuje si¢ wigc teraz dwie klasy wartosci b, ktére znowu spetniaja omawiane warunki i mozna,
poniewaz chodzi teraz o zwykte rzeczywiste wielkosci liczbowe, wnioskowac o istnieniu wielkos$ci
bo lezacej miedzy tymi klasami. Funkcja oy + Boy? jest whasnie ta, ktSrej istnienie glosi postulat
VERONESE. A zatem postulat ten w zmodyfikowanej, tj. uogélnionej postaci jest spetniony.
Poniewaz zadna wielokrotno$é 42 nie jest wigksza od ¥, wigc nie zachodzi tu aksjomat Archime-
desa. Juz z tego wynika, ze nie zachodzi tu aksjomat DEDEKINDA; widaé to tez bezposrednio, gdy
przyporzadkujemy do pierwszej klasy funkcje, dla ktérych a = 0, a do drugiej funkcje, dla ktérych
a > 0.

Postulat VERONESE nie jest zatem, chociaz zalozone sa wprzédy aksjomaty od I do VI, réwnoznacz-
ny z aksjomatem DEDEKINDA (VII). Z drugiej strony, jak tatwo widac, to ten ostatni aksjomat, przy
poczynionych zatozeniach, jest rownoznaczny z faktem, ze nieskoriczenie wiele wielkosci, ktére
wszystkie s3 mniejsze od ustalonej [wielko$ci], zawsze posiada tak zwany ,,kres gérny”.



jednoczes$nie dla fej ny musi zachodzi¢ nier6wno$¢ nia < ¢, wige ¢; < c¢. Kazda
wielko$¢ pierwszej klasy jest zatem mniejsza od kazdej [wielkosci] drugiej [klasy].
Na mocy VII mozna wywnioskowa¢ istnienie wielkosci £ tego rodzaju, iz kazda &',
ktora jest mniejsza od & nalezy do pierwszej [klasy], a kazda £”, ktdra jest wigksza
od ¢ nalezy do drugiej klasy.

Wielokrotnos¢ a nie moze by¢ ani wigksza od £ ani rowna &. Gdyby bowiem
bylo nia > £ istniataby (§2, punkt 3) pomigdzy nja oraz £ wielkosé, ktora, po-
niewaz bylaby < nja, musiataby naleze¢ do pierwszej [klasy], a poniewaz bylaby
> &, musiataby naleze¢ do drugiej klasy, co przeciez jest sprzecznoscia. Gdyby
jednak nja = &, to (réwnosé (1)) nastepna wielokrotnos¢ (n1 + 1)a = nia + a
bylaby, na mocy IV, wigksza od nia, tj. wigksza od &, wbrew temu, co wiasnie
pokazano. Jest zatem na < £ dla kazdej liczby catkowitej n.

Niech wybrana teraz bedzie o’ < a (aksjomat II); na mocy przed chwila udo-
wodnionego 1 - a (czyli a) jest mniejsza od &, wiec réwniez a’ < & (§2, punkt 1).
Mozna teraz ustalic¢ £’ tak (aksjomat V), ze &' +a’ = &, co implikuje (aksjomat IV)
&' < & Poniewaz ¢ nalezy do pierwszej klasy, mozna znalez¢ liczbe catkowita n’
taka, ze n'a > £'. Z tej nieréwnosci oraz z a > a’ wynika n’a + a > &' + d’ (por.
§2, punkt 2), tj. (n'+1)a > £. To stoi w sprzecznosci z dopiero co udowodnionym.

Uczynione na poczatku zalozenie jest wigc niemozliwe, tj. istnieje liczba cal-
kowita n taka, ze na > b. Ten fakt jest czgsto wysuwany jako szczegélny aksjomat
1 oznaczany jako aksjomat Archimedesa.

§ 5. Prawo przemiennosci dodawania

W §1 pozostawiono bez rozstrzygnigcia pytanie, czy prawo przemiennosci do-
dawania zachodzi, czy nie zachodzi. Zostanie teraz udowodnione, ze rownanie
a + b= b+ ajest konieczng konsekwencjq aksjomatow od I do VII.

Wybierzmy c tak, aby byla < a oraz < b (poza tym dowolna). WielkoSci
¢, 2¢,3c,4c, . .., na mocy aksjomatu Archimedesa nie sa wszystkie < a. Niech
pierwsza wielkoScig z powyzszego ciagu, ktdra jest > a bedzie pc. Mamy zatem:

€) (b—1ec<a,

“4) pe > a.

Podobnie, musi istnieé liczba catkowita v tego rodzaju, ze:
5) (v—1)ec<b,

(6) ve > b.
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Z (3) oraz (5) dostajemy, na mocy punktu 2 §2:
(bL—1ec+(v—1)c<a+b.

Tak wigc, na mocy (1) mamy:
7 (+v—2)c<a+b.
Tak, jak ta relacja wynika z (3) oraz (5), tak tez z (4) oraz z (6) mozna wywnios-
kowa¢ (zwrd¢ uwage na szyk dodawania):

(v+ p)e>b+a.
Poniewaz jednak dla liczb zachodzi prawo przemienno$ci dodawania, wigc mamy
tez:
)] (u+v)e>b+a.
Z (7) wynika jeszcze ((u + v — 2)c + 2¢) < (a + b) + 2¢, co, ze wzglgdu na (1)
daje relacje:
) (u+v)e < (a+Db)+ 2c
Na mocy punktu 1 §2 z (8) oraz (9) wynika:
(10) b+a < (a+b)+2c
Wida¢ z tego, ze nie moze by¢ b+a > a+b. Gdyby mianowicie tak bylo, to mozna
bytoby ustali¢ x tak, ze:
(11) (a+b)+z=0b+a.

Wielko$¢ ¢ byta dowolna, pomijajac to, ze miata by¢ < a oraz < b; ¢ mogla wigc
zostac tez tak dobrana (punkt 3 §3), ze 2c¢ < x. W tym przypadku dostatoby si¢
(a+0b) 4+ 2c < (a+b) + z, tj., namocy (11), [wielko$¢] mniejsza od b + a, co
stoi w sprzecznosci z (10).

Poniewaz w catych tych rozwazaniach mozna zamieni¢ role a oraz b, wynika
stad, ze nie moze by¢ réwniez a + b > b + a. Tak wigc (na mocy aksjomatu I),
musibyéa +b=b+a.’

Podany tu dowéd rézni si¢ od dowodu VERONESE (op. cit., str. 620 i nast.) po pierwsze w tym,
ze VERONESE operuje na ,,segmentach”, a wigc korzysta z faktéw, ktére odwotuja si¢ do odcinkéw
oraz uporzadkowania punktéw (por. aksjomaty od («) do () w §18), podczas gdy ja tutaj pokazuje,
ze dowolne wielkosci, ktdre spelniaja aksjomaty od I do VII, musza spetnia¢ prawo przemiennosci
dodawania. Poza tym, VERONESE zaklada, przynajmniej w przedstawionej formie jego dowodu,
istnienie czesci wlasciwych. Dowdd jednak musi zostaé tak poprowadzony, gdy nie potraktuje si¢
istnienia czg$ci wlasciwych jako aksjomatu, ze zatozenie to mozna pominaé, poniewaz, o ile mi
wiadomo, nie podano zadnego wolnego od zarzutéw dowodu istnienia czgs$ci wasciwych, ktéry nie
uzywalby prawa przemienno$ci dodawania (por. uwage na str. 17).

Zauwazg jeszcze wyraznie, Ze wyniki tego i nastepnego paragrafu pozostajq w mocy, gdy zatozy sig
Jedynie aksjomaty od I do VI oraz aksjomat Archimedesa.
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