Euklides i Arystoteles o ciaglosci.
Czesé 1. Euklides
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Wstep

W matematyce wspolczesnej ciagltosé¢ oznacza charakterystyke albo porzadku
liniowego, albo funkcji. L.aczac te dwa znaczenia z pojeciem ciala algebraicznego
oraz topologii otrzymujemy pojecie ciala liczb rzeczywistych oraz ciata topolog-
icznego. Liczby rzeczywiste (R, +,-,0,1,<) to cialo uporzadkowane w spos6b
ciagly, gdzie ciagloéé oznacza charakterystyke porzadku.! Ciato topologiczne
(F,+,-,0,1,7), gdzie 7 jest topologia na F, to cialo algebraiczne, w ktérym
dziatania +, - oraz operacja elementu odwrotnego z ! sg funkcjami cigglymi
wzgledem topologi 7.2

W filozofii i matematyce greckiej pojecie ,wielkoéci ciaglej” oznaczalo obiekty
geometryczne: odcinki, wielokaty, bryly, katy. Ruch oraz czas takze byly poj-
mowane jako ciagle, ale, jak dowodzil Arystoteles, ciaglte w tym samym sensie,
co ,wielkosci ciagle”.® Pojecie ruchu wystepowalo tez w matematyce, np. u
Archimedesa przy definiowaniu krzywych, ale cigglo$é ruchu nie stala sie przed-
miotem osobnej refleksji. W opisie odcinka skupia sie wiec antyczne rozumienie
ciaglosci.

W FElementach Euklidesa znajdujemy dwa sposoby charakteryzowania od-
cinka. Pierwszy pochodzi z ksiag geometrycznych, Ksiag I-IV, gdzie pojedynczy
odcinek ma, przyjmujac jezyk Euklidesa, ,granice” i jest ,,podzielny”. Drugi — z
Ksiegi V, gdzie odcinek jest, przyjmujac tym razem jezyk wspodlczesnej matem-
atyki, elementem struktury (M,+,<), w ktérej dzialanie i porzadek liniowy
sg powiazane pewnymi aksjomatami. Tym, co odréznia te dwa ujecia jest w
pierwszym rzedzie porzadek liniowy.

W matematyce wspolczesnej porzadek liniowy wystepuje i w aksjomatach
geometrii, i w aksjomatach liczb rzeczywistych, i w definicji odcinka rozumianego
jako obiekt geometryczny, i w definicji odcinka liczb rzeczywistych. Pojecie to

*Przygotowane w ramach projektu Cigglosé i liczby rzeczywiste. Fudoxos-Dedekind-
Conway, N N101 287639.

LCiagloéé porzadku, tzw. aksjomaty ciagtosci, jest wyrazana na kilka réwnowaznych
sposobéw; zob. [Blaszczyk 2012].

2Zob. [Blaszezyk 2007], s. 255-330.

3Zob. Arystoteles, Fizyka, 231b-232a; zob. takze [Blaszczyk 2010b].



jest stosunkowo mtode i wiaze sie z zupelnie nowym, réznym od antycznego,
opisem pojedynczego odcinka.*

Artykul Georga Cantora Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten,
zwlaszcza czesé, w ktorej autor rozwaza pojecie kontinuum, skupia najwazniejsze
cechy tego nowego opisu odcinka, a zarazem ltaczy tradycje antyczng ze wspblczesna
matematyka.® W topologii kontinuum jest definiowane jako zwarty i spéjny
podzbiér przestrzeni topologicznej (X, 7). Idea ta pochodzi wlasnie z Uber un-
endliche ..., gdzie kontinuum zostalto zdefiniowane jako ,doskonaly” i ,spdjny”
podzbiér przestrzeni metrycznej (R™, 0).5 W Uber unendliche ... Cantor przyj-
muje jako oczywiste, ze badania kontinuum musza by¢ prowadzone w oparciu o
arytmetyke liczb rzeczywistych, jednocze$nie umieszcza swoje wywody na sze-
rokim tle filozoficznym, przekonany, ze opisuje ten sam przedmiot, co Arystote-
les, ,ktory traktowal kontinuum jako catoé¢ zlozona, ktora sktada sie ex partibus
sine fine divisibilibus”.”

Przyjrzyjmy sie rozumowaniu Cantora. Wstepne rozpoznanie dziedziny, do
ktérej maja naleze¢ kontinua jest nastepujace:

»Ma[my| wprawdzie u podstaw jedno- lub wielo- rzeczywistych lub zespolonych
wielko$ci cigglych [...] jak najbardziej wyksztalcone pojecie zaleznego od nich
jedno- lub wieloznacznego kontinuum, tj. pojecie funkcji ciagtlej [...] jed-
nak samo niezalezne kontinuum jest przez autoréw matematykow zakladane
tylko w owej najprostszej postaci i nie jest poddawane zadnemu gruntownemu
rozwazaniu” .8

Termin ,wielkosci ciggle” oznacza w cytowanym fragmencie podzbiory przestrzeni
R™, lub C™, za$ graf funkcji ciagtej stanowi przyktad kontinuum.

Przechodzac do okreslenia metody, Cantor czuje si¢ zobowiazany zaznaczy¢
dystans wobec filozofii Kanta i jednocze$nie wyklucza ze swoich badan pojecie
czasu:

47 porzadkiem liniowym wigze sie dodatkowo napiecie: pojecie pierwotne vs pojecie defin-
iowane. W [Dedekind 1872] porzadek liniowy ciala liczb wymiernych jest pojeciem pierwotnym.
W [Euler 1807], s. 207, [Cauchy 1821], s. 2-3, oraz [Grassmann 1861], s. 28-29, porzadek liniowy
jest definiowany. W [Hilbert 1900], [Holder 1901] porzadek liniowy ciata uporzadkowanego — w
pierwszym przypadku, pélgrupy uporzadkowanej — w drugim, jest pojeciem pierwotnym, przy
czym Holder wyraznie juz odrézniania te dwa podejscia, tj. pojecie definiowane i pierwotne.
Porzadek liniowy, dokladniej: relacja ,lezenia miedzy”, zostal wprowadzony do geometrii el-
ementarnej w [Pasch 1882]. Relacja ,lezenia miedzy” jest pojeciem pierwotnym geometrii w
[Hilbert 1903] oraz [Borsuk, Szmielew 1972]. W [Hilbert 1903] odcinek o koricach A,B to na
mocy definicji ,punkty lezace miedzy” A oraz B. W [Borsuk, Szmielew 1972], gdzie stosowane
sa pojecia teorii mnogosci, odcinek o konicach A, B to ,zbiér punktéw lezacych miedzy” A
oraz B. W wykladzie Borsuka i Szmielew porzadek liniowy na prostej geometrycznej jest
takze definiowany za pomoca relacji ,lezenia miedzy”; zob. [Blaszczyk 2007], s. 77-100.

5Zob. [Cantor 1883], §10.

6Cantora definicje zbioru spéjnego jest rézna od obecnie przyjmowanej. Kazimierz Kura-
towski w monografii Topologie rozpoczyna wyktad o kontinuum od przypomnienia definicji
Cantora, a w pierwszym twierdzeniu dowodzi, ze w przestrzeni metrycznej, zwartej zbiér
spéjny w senie Cantora jest spéjny w mysl wspdlczesnej definicji; zob. [Kuratowski 1952],
§42, s. 108. Cantora definicja zbioru doskonalego jest taka, jak w: [Kuratowski 1973], s. 138,
przy czym Cantor rozwazat albo przestrzenie metryczne, albo z topologia porzadkows.

7[Cantor 1883], s. 190.

8[Cantor 1883], s. 191, podkreslenia — P.B.



,postugiwanie sie pojeciem czasu lub oglgdem czasu w dyskusji nad o wiele
bardziej podstawowym i ogélniejszym pojeciem kontinuum nie jest wtasciwe”.”
Ostatecznie przyjmuje rozwazaé kontinuum ,,jako pojecie logiczno-matematyczne”,

,»,Z odniesieniem do matematycznej teorii zbiordw”:

»Tak wiec, nie pozostaje mi nic innego, jak prébowaé [okreslié] przy pomocy
zdefiniowanych w §9 pojeé liczby rzeczywistej mozliwie ogblne czysto arytmety-
czne pojecie kontinuum punktowego. Za podstawe postuzy mi przy tym, jako iz
nie moze byé inaczej, n-wymiarowa wtasnie arytmetyczna przestrzen G,,”.'°
W kolejnym akapicie Cantor wprowadza metryke euklidesowa, g, i przyjmuje,
ze kontinuum bedzie definiowane jako podzbiér przestrzeni metrycznej (R™, o).
Nastepnie przypomina definicje zbioru doskonalego i definiuje sp6jnosc:

y2Nazywamy T spojnym zbiorem punktowym, gdy dla kazdych dwéch jego punk-
tow t oraz t' oraz danej wprzédy dowolnie malej liczby € na wiele sposobdéw
dana jest skonczona liczba punktéw tq,to,...,t, z T tak, ze odleglodci tty, t1ta,
tols,. .., t,t' sa wszystkie mniejsze od £”.11

Po tych przygotowaniach Cantor podaje definicje kontinuum:

»Wszystkie znane nam geometryczne kontinua punktowe podpadaja teraz
réwniez, jak tatwo widaé, pod pojecie spdjnego zbioru punktowego; sadze jednak
teraz takze, ze rozpoznalem w tych obu predykatach ,doskonaly” oraz ,spdjny”
konieczne oraz wystarczajgce cechy kontinuum, a zatem definiuje kontinuum
punktowe wewnatrz G,, jako spdjny zbidr doskonaly’ .*2

Zwr6oémy teraz uwage na przyklady kontinuéw. Pierwszy przyklad to graf
funkcji ciaglej. Powiazanie funkcji ciaglej z ruchem byto dla Cantora oczy-
wiste: w [Cantor 1882] przyklad funkcji ciaglej, ktérej graf jest zawarty w
yhieciaglej przestrzeni” prowadzil Cantora do rozwazan na temat ,ciaglego ruch
w nieciaglej przestrzeni”.!> W [Cantor 1883] nie pojawia si¢ nawet sugestia, aby
sprawdzi¢, czy faktycznie graf funkcji cigglej jest ,doskonalto-spdjny”, chociaz
w istocie mozna to udowodnié.!*

Kolejny przyktad znajdujemy w komentarzu do zasady ciaglosci Dedekinda,
ktora to zasada charakteryzuje zbiory liniowo uporzadkowane (X, <):

s[--] w pracy Pana Dedekinda (Cigglosé i liczby niewymierne) jednostronnie

podkreslona jest tylko jedna inna wlasno$é¢ kontinuum, a mianowicie ta, ktéra

ma ono wspoélnie ze wszystkimi zbiorami doskonatymi”.*®

9[Cantor 1883], s. 191, podkreslenia — P.B.

10[Cantor 1883], s. 192, podkreslenia — P.B. Symbol Gy, oznacza przestrzen R™.

1 [Cantor 1883], s. 194. Wspélczesny zapis tej definicji mozna znalezé w: [Kuratowski 1952],
s. 108, albo [Kuratowski 1973], s. 235.

12[Cantor 1883], s. 194, podkreslenia — P.B.

13Zob. [Cantor 1882], s. 121. Przyktadem takiej ,nieciaglej przestrzeni” jest R™ \ A™, gdzie
A to zbidr liczb algebraicznych.

1470b. [Kuratowski 1973], s. 164, twierdzenie 2.

15[Cantor 1883], s. 194. Komentowana przez Cantora ,wtasnoéé kontinuum” w sformutowa-
niu Dedekinda brzmi nastepujaco: ,,Jesli wszystkie punkty linii prostej wpadaja do dwéch klas
tego rodzaju, ze kazdy punkt pierwszej klasy lezy na lewo od kazdego punktu klasy drugiej,
to istnieje jeden i tylko jeden punkt, ktéry dostarcza tego podzialu wszystkich punktéw na
dwie klasy, tego rozciecia linii prostej na dwa kawalki” [Dedekind 1872], §3, tt. J Pogonowski.



I najwazniejszy przyklad, przedzial liczb rzeczywistych [0,1]. Kazde ,kon-
tinuum geometryczne” jest zbiorem ,doskonalo-spéjnym”, przedzial [0,1] jest
ponadto ,kontinuum liczbowym” oraz ,kontinuum liniowym”, co jest zwigzane
z jego kolejnymi wlasnosci: moca oraz typem porzadkowym.

,Udowodnitem w Crelles Journal Bd. 84, S. 242, 7e wszystkie przestrzenie G,,,
jakakolwiek bylaby tak zwana liczba wymiaréw n, maja réwne moce i, w kon-
sekwencji, sa rownie liczne jak kontinuum liczbowe, a wigc jak ogét wszystkich
liczb rzeczywistych przedziatu (0...1)”.16

Przedzial [0,1] nazywa Cantor ,kontinuum liczbowym”, w odréznieniu od
Hkontinuéw geometrycznych”, ktore sa podzbiorami przestrzeni R™, dla n > 2.
Poréwnanie zbioru [0, 1] z ,,przestrzeniami G,,” oparte jest na twierdzeniu udowod-
nionym w [Cantor 1878], ktére stanowi, ze ¢ = ¢", gdzie ¢ oznacza moc zbioru
[0, 1], oraz na zalozeniu, ze kazde kontinuum jest zbiorem i mozna mu przypisaé
moc.

Z moca ,kontinuum liczbowego” wiaze si¢ poszerzenie znaczenia pojecia kon-
tinuum. W [Cantor 1895] wprowadzona jest operacja potegowania liczb kardy-
nalnych i Cantor pokazuje, ze moc ,kontinuum liczbowego” wyraza sie liczba
2% Nastepnie, korzystajac z praw arytmetyki liczb kardynalnych dowodzi, ze
c = c" = . Wynik ten tak komentuje: ,n-wymiarowe oraz Ng-wymiarowe
kontinua maja taka samag moc, jak jedno-wymiarowe kontinuum”. O ile jednak
liczbe ¢ Cantor interpretuje jako podzbiér przestrzeni R"™, jako moc zbioru
[0,1]", to postepujac analogicznie, liczbie c° nie odpowiada zadne ,geome-
tryczne kontinuum”.

W [Cantor 1895] ,wszystkie liczby rzeczywiste x, ktére sa > 0 oraz < 1,

w ich naturalnym uporzadkowaniu”!'” nazywa Cantor ,kontinuum liniowym”
i wskazuje wlasnosé, ktora wyrédznia wsrdéd zbioréw uporzadkowanych liniowo
te podobne do ,kontinuum liniowego” ([0, 1], <). Cantor udowodnil mianowicie
twierdzenie, ktore w przelozeniu na wspdlczesna terminologie glosi, ze kazdy
zbiér liniowo uporzadkowany (M, <), taki ze (M, <) jest przestrzenia osrod-
kowa, porzadek < jest ciagly w sensie Dedekinda, posiada element najwiekszy
i najmniejszy jest izomorficzny z ([0, 1], <):
»Jedli zbidr uporzadkowany M znamionuje sie tym, ze 1) jest ,doskonaly”, 2)
jest w nim zawarty zbiér S o liczbie kardynalnej S = N, ktéry pozostaje w
takim zwiazku z M, ze miedzy kazdymi dwoma dowolnymi elementami mg oraz
my z M leza elementy S, wedle [rozwazanego] porzadku, to M = .18

Dowodzac tego twierdzenia Cantor przyjmuje — w artykule nie ma odpowied-
niego dowodu — ze przedzial [0,1] z ,naturalnym” porzadkiem spelnia warunki
definicji typu porzadkowego 0, tj. ze [0,1] jest zbiorem doskonalym i zawiera
zbiér przeliczalny, gesty w ([0, 1], <). Podobnie Cantor nie podaje dowodu, ze
przedzial [0,1] jest zbiorem ,doskonalym i spéjnym”. Pisze co prawda, ze

16[Cantor 1883], s. 194, podkreslenia — P.B. Symbol (0...1) oznacza przedziat [0, 1].
Wskazany przez Cantora artykul Crelles Journal Bd. 84 to [Cantor 1878].

17[Cantor 1895], s. 510, podkreslenie — P.B.

18Zob. [Cantor 1895], s. 511, 6 oznacza typ porzadkowy pary ([0, 1], <). Zob. takze [Kura-
towski, Mostowski 1978], s. 218, [Blaszczyk 2007], s. 18-19.



»Z elementow teorii liczb wymiernych oraz niewymiernych wiadomo, ze kazdy
ciag podstawowy {z,} w X ma element graniczny zo w X oraz ze takze na
odwroét, kazdy element x z X jest elementem granicznym stowarzyszonego ciagu
podstawowego w X719

jednak w pracy [Cantor 1872], w ktérej zdefiniowal liczby rzeczywiste, nie
ma odpowiedniego twierdzenia. Przy wlasnosci gestosé Q w (R, <) Cantor nawet
nie wspomina, ze wynika ona z ,teorii liczb wymiernych i niewymiernych”.2°

Zatem, u Cantora przedzial [0, 1] jest wzorcem kontinuum: (1) ,doskonaltosé
i sp6jnosé” to oczywiste wlasnosci zbioru [0, 1], tj. takie, ktérych Cantor nie
dowodzi, (2) wlasnosci podane w twierdzeniu o typie porzadkowym 6, to oczy-
wiste wlasnosci zbioru uporzadkowanego ([0, 1], <). Wszystkie inne podzbiory
przestrzeni R™ sa ,kontinuum geometrycznym”, jezeli spelniaja warunki zbioru
,doskonalo-spdjnego”, wszystkie inne zbiory liniowo uporzadkowane (M, <) sg
ykontinuum liniowym”, jezeli spelniaja warunki twierdzenia o typie 6.

Wtasnoéci kontinuum, o ktérych pisze Cantor w sposéb istotny sa zwiazane
z porzadkiem liczb rzeczywistych. Poczynajac od tego, ze istnienie pierwiastka,
ktéry wystepuje w definicji metryki euklidesowej, 1/x? + ... + 22, w arytmetyce
liczb rzeczywistych jest wyprowadzane z ciagtosci porzadku. Dalej, w zwiazku
z mocy ,kontinuum liczbowego”, dowodzac zaleznosci Ry < ¢ = ¢ = 280, Can-
tor korzysta kolejno: z przedstawienia dziesietnego liczby rzeczywistej, przed-
stawienia w postaci utamka tancuchowego liczby niewymiernej, z przedstawienia
dwdjkowego liczby rzeczywistej; posrednio korzysta wiec z wlasnosci porzadku
liczb rzeczywistych, jaka jest aksjomat Archimedesa.?! Wreszcie charakterystyka
Hkontinuum liniowego” jest wprost zwigzana z ,naturalnym” — jak pisze Cantor
— porzadkiem liczb rzeczywistych.

Czego jeszcze Cantor nie wiedzial o porzadku liczb rzeczywistych? Can-
tor przywotujac liczby rzeczywiste miat na uwadze swoja konstrukcje, w ktorej
zbiér, dzialania oraz porzadek liczb rzeczywistych sa definiowane.?? W ujeciu
aksjomatycznym liczby rzeczywiste sg cialem uporzadkowanym (R, +,-,0, 1, <),
ich ,naturalny” porzadek, to porzadek liniowy < zgodny z dodawaniem i mnoze-
niem w ciele (R, +, -, 0, 1). Takie rozumienie liczb rzeczywistych zostato wprowad-
zone do matematyki w [Hilbert 1900], a w pracach Cantora zgodno$é porzadku z
dzialaniami nie zostala wyeksplikowana. Wiadomo, ze w ciele uporzadkowanym
moze by¢ wiele porzadkéw zgodnych z dzialaniami. W [Artin, Schreier 1926]
udowodniono, ze istnieje dokladnie jeden porzadek zgodny z dzialaniami w
ciele liczb rzeczywistych i taki jest matematyczny sens okreélenia ,naturalny
porzadek liczb rzeczywistych”, Cantor postuguje sie okresleniem ,naturalny

19Zob. [Cantor 1895], s. 510; w cytowanym fragmencie X oznacza przedziat [0, 1].

20Warto dodaé, ze w [Dedekind 1872] zaréwno ciagtoéé zbioru (R, <), jak i gestosé Q w
(R, <) sa dowodzone.

210sobng kwestig jest, ze Cantor przypisywal liczbom rzeczywistym tylko wlasnosé,
ktéra nazywamy zupelnoscia w sensie Cauchy’ego, a z tej wlasnosci nie wynika aksjomat
Archimedesa. Holder pokazal, ze z aksjomatu cigglosci w wersji podanej przez Dedekinda w
[Dedekind 1872], wynika aksjomat Archimedesa; zob. w [Holder 1901]. Aksjomat Archimedes
wprowadzil do matematyki wspélczesnej Otto Stolz w [Stolz 1885] i w kilku wczesniejszych
artykutach.

22Z0b. [Cantor 1872], §1.



porzadek”, ale nie wiaze tego z zadnym faktem matematycznym.?? A wresz-
cie, w [Hilbert 1900] oraz [Artin, Schreier 1926] porzadek liniowy w ciele jest
pojeciem pierwotnym, u Cantora jest to obiekt definiowany.

Podsumowujac, odcinek jest dla Cantora oczywistym przykladem kontin-
uum. Odcinek jest tez oczywistym przykladem ,wielkosci ciaglej”. Ale w filo-
zofii greckiej, w szczegdlnoéci w pismach Arystotelesa charakterystyka odcinka
nie jest zwigzana z porzadkiem liniowym. Cantor nie zdajac sobie sprawy z
tego, jak bardzo jego koncepcja jest zalezna od pojecia porzadku, lokowal swdj
opis kontinuum w dlugiej tradycji siegajacej Arystotelesa. Biorac pod uwage
podwdjna charakterystyke odcinka, jaka znajdujemy w Elementach Euklidesa —
odcinek jako obiekt geometryczny, odcinek jako element struktury (M, +, <) —
i wybierajac to drugie ujecie, mozna wskazaé¢ tacznos¢ miedzy koncepcja Can-
tora a matematyka grecka. Nie jest to jednak zwiazek, z ktérego Cantor zdawal
sobie sprawe. Podwéjna charakterystyka odcinka, jaka znajdujemy u Euklidesa
nie zostala jeszcze — o ile nam wiadomo — przez nikogo opisana, nic wiec dzi-
wnego, ze i Cantor jej nie znal.

Teza o dwbch sposobach opisu odcinka jest nowa, wymaga zatem szczegdtowego
przedstawienia z bezposrednim odniesieniem do Zrédet. W niniejszym artykule
zajmujemy sie tylko matematyka grecks i przedstawiamy charakterystyke od-
cinka, jaka znajdujemy w Elementach Euklidesa i Fizyce Arystotelesa. W oby-
dwu przypadkach chodzi nam o opis matematyczny, a nie zestaw komentarzy
i cytatow. Elementy nie zawieraja zadnych komentarzy w ogéle (z jednym bo-
daj wyjatkiem), a to, co najwazniejsze dla omawianego zagadnienia nie jest
wyrazone wprost. U Arystotelesa mamy przerost komentarzy nad trescig matem-
atyczna, ale z drugiej strony, wiedza o odcinku jest zawarta w pojeciach. W
artykule zinterpretujemy wiec Euklidesa i objasnimy Arystotelesa. W postepowa-
niu naszym przyjmujemy specyficzna metode, ot6z Elementy opisujemy Srod-
kami wspoélczesnej matematyki, natomiast tezy Arystotelesa interpretujemy z
punktu widzenia Elementow, w szczegblnodci z analizy Elementow otrzymujemy
matematyczny sens poje¢ ,wielkos¢”, ,miara”, ,podzial”,  cze$é”, ,granica” i
tak zinterpretowane pojecia przykladamy do tekstu Arystotelesa.

Generalny zarys pracy jest nastepujacy. Ksiega V Elementow zawiera teorie
proporcji ,wielkosci”. Jest ona stosowana w Ksiedze VI do odcinkéw, tréjkatow,
prostokatow, kwadratow, wielokatéw (wypuklych), tukéw i katéw. Dlatego w
pracy przez ,wielko$¢” rozumiemy te przedmioty. Poréwnujac Euklidesa z Arys-
totelesem skupimy si¢ na charakterystyce odcinka. Z geometrii Euklidesa wypro-
wadzamy opis pojedynczego odcinka, z Ksiegi V — opis struktury odcinkéw; up-
raszczajac, wstepnie mozemy powiedzieé, ze odcinki tworza pétgrupe archimedes-
owa. U Arystotelesa znajdujemy tylko opis pojedynczego odcinka. Opis ten
zgadza sie z tym, co znajdujemy w geometrii Euklidesa oraz ze stynng definicja
»wszystko ciagle (név cuveyéc) jest podzielne na te, ktére sa podzielne na zawsze

podzielne” %4

23W istocie E. Artin i O. Schreier udowodnili wigcej, a mianowicie, ze w ciatach rzeczywiscie
dombknietych istnieje dokladnie jeden porzadek zgodny z dzialaniami; zob. [Blaszczyk 2012],
[Blaszczyk 2007], s. 264-268.

24 Arystoteles 231a 15-16], w artykule cytujemy nasz przektad Fizyki 231a - 233b.



W pierwszej czesci artykutu przedstawimy to dwojakie, wyzej wskazanie
podejscie do odcinka, jakie znajdujemy w FElementach.

§1. EUKLIDES O WIELKOSCIACH GEOMETRYCZNYCH

W tym paragrafie zrekonstruujemy Euklidesa pojecie ,wielkosci”. Podstawe
analiz stanowi Ksigga V Elementow. Jest to niezwykle precyzyjny tekst, poczy-
najac od oznaczen literowych, przez pojecia, ktére w wigkszosci maja techniczny
charakter, po warstwe dedukcyjna. Objasniajac Ksiege V, do tekstu dodajemy
oznaczenia wielkosdci pisane duzymi literami i czcionka pochyta, i zapisujemy to
w nawiasach kwadratowych. Gdy przedstawiamy interpretacje, wtedy wielkosci
oznaczamy malymi literami. Praktyczne konsekwencje tej konwencji sa takie, ze
gdy Euklides pisze, iz wielkoéci AG, E sg rowne, to w objasnieniu napiszemy
AG = F, w interpretacji wprowadzimy jeden znak, np: ,,Skoro, z jednej strony,
AG [a] jest réwna E [a] ...”.

1. PoJEciaA WSPOLNE. Ksiega V stanowi zamknieta calo$é dedukeyjna. Jedyne

nawiazania do wczesniejszych partii Elementow dotycza aksjomatéw réwnodci,

zamieszczonych w grupie Pojecia Wspédlne. Oto one:?®

KE1
KE2

( ) Roéwne tej samej sa sobie réwne.

(KE2)

(KE3) I gdy réwne sa odjete od réwnych, to pozostalosci sa réwne.
(KE4)

(KE5)

I gdy réwne sa dodane do réwnych, to calosci sa rowne.

KE4
KE5) I calo$é jest wieksza od czesci (uépove)

I naktadajace si¢ sa sobie rowne.
26

Trzy pierwsze aksjomaty powszechnie sa interpretowane formutami:

(KEl) A=C, B=C — A=B,
(KE2) A=B, C=D — A+C =B+ D,
(KE3) A+C=B+C — A=B,

czwarty orzeka, iz figury przystajace sa réwne, piaty interpretujemy formuta
(KE5) A+ B > A.

Pojecia Wspélne sa wspoélne obiektom geometrycznym opisywanym w Ksie-
gach I-IV oraz liczbom, o ktorych traktuja Ksiegi VII-IX. W Ksigdze V obok
wielkoéci znajdujemy jeszcze wielokrotnosci, stosunki i proporcje; aksjomaty
réwnoéci nie odnoszg sie do nich.

2. DEFINICJE. Ksiege V otwiera grupa osiemnastu definicji. Oméwimy siedem
pierwszych.

25W artykule cytujemy nasz przektad Ksiegi V; zob. [Blaszczyk, Mréwka 2012b]. Ttuma-
czenia wszystkich innych fragmentéw FElementéw sa réwniez naszego autorstwa. Podstawe
przekladu stanowi [Heiberg 1883-1885].

26W oryginale stowo ,czeéé” wystepuje w liczbie pojedynczej. W jezyku polskim dopelniacz
liczby pojedynczej jest akurat taki sam jak dopelniacz liczby mnogie;j.



Df. V.1 ,Wielkosé [A] jest czescia wielkodci [B], mniejsza wiekszej [A < BJ, gdy
mierzy wieksza”. Fakt, ze A mierzy B wyrazamy formuta

(In)[nA = B)], gdzie nA=g A+---+A.
—_—

n—razy

Df. V.2 I wieksza [B] jest wielokrotnoscia mniejszej [A], gdy jest mierzona
przez mniejsza”.

W proponowanym opisie jedna i ta sama formuta, nA = B, odpowiada wyra-
zeniom: (1) A ,jest czescia’ B, (2) A ,mierzy” B, (3) B ,,jest wielokrotnoscia” A,
(4) B , jest mierzona’przez A.

Df. V.3 ,Stosunek jest pewna relacja w odniesieniu do miary dwéch wielkosci
tego samego rodzaju”.

Wielkosci to obiekty geometryczne. Dziela sie one na rodzaje: odcinki tworza
jeden rodzaj, tréjkaty — drugi, itd. Wielkosci tego samego rodzaju mozna do-
dawaé oraz poréwnywacé z uwagi na relacje ,wiekszy—mniejszy”. W ten sposob
otrzymujemy strukture odcinkéw I, trojkatéw M, itd. Fakt, iz wielkosci A, B
sg tego samego rodzaju oddajemy formula

A, Be M, gdzie M= (M,+,<).

Df. V.4 ,Méwi sie o wielkoSciach [A, B], ze jedna jest w stosunku do drugiej,
gdy zwielokrotnione [nA], jedna moze przekroczy¢ druga [nA > B]”.

(VA, B)(3n)[nA > B.

Df. V.5 ,Méwi sie, ze w tym samym stosunku sa wielkosci pierwsza [A] do drugiej
[B] i trzecia [C] do czwartej [D], gdy te same wielokrotnosci pierwszej [nA] i
trzeciej [nC] jednoczesnie przekraczaja, sa jednoczesnie réwne lub jednoczesnie
mniejsze od tych samych wielokrotnosci drugiej [mB] i czwartej [mD], wzietych
w odpowiedniej kolejnosci, zgodnie z dowolnym mnozeniem”.

A:B:C:D g (Vm,n)[(nA >3 mB — nC >3 mD),
(nA=mB — nC =mD), (nA <1 mB — nC <s mD)],
gdzie A, B € My = (Ml, +, <1), C,DeMy= (Mg, -+, <2).
W czasach nowozytnych stosunek wielkosci A, B zapisywany jest jako A : B,
za$ proporcja jako A : B :: C': D.2T W artykule przyjmujemy te oznaczenia.

Dla frazy .,jednoczesnie przekraczaja, sa jednocze$nie rowne lub jednoczesnie
mniejsze” uzyjemy skrétu

nA%mBHnC%mD.

Wielokrotno$é wielkosci A zapisujemy jako nA, odpowiednio, te same wielokrot-
nosci A, E oznaczymy jako nA, nE. Majac na uwadze proporcje A: B:: E: F|

27Zob. [Cajori 2007], s. 190.



gdzie ,druga i czwarta” sa wielkosci B, F, ich wielokrotnosci oznaczymy jako
mB, mF, a zastosowanie definicji V.5 przedstawimy formula

nAZmB -nEZmF —A:B:E:F.
< < dfs

W tekscie Elementow, w miejsce nA wystapi kolejna litera, powiedzmy G, w
miejsce nFE — litera K, dalej, w miejsce mB — wystapi L, w miejsce mF'— litera
N. Tym sposobem otrzymujemy fragment dowodu twierdzenia V.11, w ktérym
stosowana jest definicja V.5:

»,gdy G przekracza L, wtedy takze K przekracza N, i gdy rowna, to réwna, i
gdy mniejsza, to mniejsza. Ale z jednej strony, G, K sa tymi samymi wielokrot-
noéciami A, E, z drugiej zas, L, N innymi, dowolnymi, tymi samymi wielokrot-
noéciami B, F. Zatem, jak A jest do B, tak E do F”, czyli

= = B F-
GzL_)KZNdf—5)A'B"E'F'

Do tradycji XX-wiecznych ttumaczen Elementow nalezy wskazywanie defi-
nicji i twierdzen, na jakie powoluje sie Euklides. W Elementach definicje i twier-
dzenia sa przywolywane przez cytowanie fraz lub calych zdan. Analiza tekstu
potwierdza teze, ze w Ksiedze V stosowane sa wylacznie te definicje, ktére zo-
staly wprost zapisane. Podobnie z analizy tekstu wnosimy, ze w Ksiedze VI
stosowana jest wyltacznie teoria (to jest definicje i twierdzenia) z Ksiegi V.28

Df. V.6 I niech wielkosci, ktére sa w tym samym stosunku nazwane beda pro-
porcjonalnymi.”

Definicja ta ustala terminologie. Dodajmy zatem, ze stosunek to po grecku
Aoyog, proporcja to dvaloyia. Greckie stowo 8Ahdyocg, zaprzeczenie Aoyog, w od-
niesieniu do dwoch odcinkéw znaczy niewspéimierne, nieposiadajace ,,wspolnej
miary”. Tak wiec, odcinki A, B sa wspéhmierne, gdy istnieje taki odcinek C —
owa ,wspélna miara” — ze A jest wielokrotnoscig C oraz B jest wielokrotnoscia
C, tj. A = nC, B =m(C, dla pewnych n, m. Odpowiednio, odcinki A, B sa
niewspoOlmierne, jesli nie sa wspolmierne.

Df. V.7 ,Przy tych samych za$ wielokrotnosciach, gdy wielokrotno$é¢ pierwszej
[nA] przekracza wielokrotno$é drugiej [mB], a wielokrotno$é trzeciej [nC| nie
przekracza wielokrotnosci czwartej [mD], wtedy méwi sie, ze pierwsza jest w
wiekszym stosunku do drugiej niz trzecia do czwartej”.

A:B>C:D g (Im,n)ind >1 mB, nC <3 mD],
A, Be My = (M, +, <1), C,D e My = <M2,+, <2).

3. DODAWANIE WIELKOSCI. Niech M jest zbiorem wielkoSci tego samego ro-
dzaju. Gdy A, B € M, to A+ B € M. W Ksiedze V zalezno$¢ ta wystepuje jako
oczywista. W szczegdlnosci, gdy A € M, to wielokrotnosé nA nalezy do M.

28W literaturze przedmiotu mozna spotkaé spekulacje, ze w Ksiedze V i VI sg stosowane
jakie$ inne teorie proporcji. Opieraja si¢ one nie na analizie tekstu, ale na tym, ze niektore
twierdzenia Euklidesa moglyby by¢ udowodnione inaczej niz to faktycznie jest w Elementach.



Dodawanie jest przemienne i taczne. Znajdujemy to np. w dowodzie twier-
dzenia V.25:

»Skoro, z jednej strony, AG [a] jest réwna E [a], z drugiej zas, CH [¢] (jest
réwna) F [c], zatem AG,F [a + ¢] sa réwne CH,E [c+ a]”, czyli

a+c=c+Ha.

Zauwazmy, bo jest to typowy zabieg Euklidesa, ze dodawanie wielkoSci jest
zaznaczone w tekscie przez postawienie obok siebie symboli tych wielkosci: AG,
F. Dalej w dowodzie twierdzenia V.25:

»,GB, HD [b, d] bedac nieréwne i GB wigksza [b > d], z jednej strony, sa dodane
AG,F [a+c] do GB [b+ (a + ¢)], z drugiej za$, sa dodane CH, E [c + a] do HD
[d+ (c+a)], stad wynika, ze AB, F [(a+b)+c] sa wieksze niz CD, E [(c+d)+a]”,
czyli

b+ (a+c)=(a+b)+c, d+ (c+a)=(c+d)+a.

Dla A,B,C € M mamy zatem: (1) A Be M - A+ B € M, (2) A,B €
M—-A+BeM,3)(A+B)+C=A+(B+C).

4. ROWNOSC¢ 1 PORZADEK. (KE1)-(KE5) to aksjomaty réwnosci. Nie jest nato-
miast wprost powiedziane, ze wielko$¢ A jest réwna sobie. Zwrotno$é réwnosci
nalezy zatem do naszego opisu Elementow.

Wielkosci sa poréwnywane z uwagi na relacje mniejsza-wicksza. Relacja
mniejszosci, A < B, nie jest definiowana. Euklides odrézniania relacje A < B
oraz B > A. W dowodzie twierdzenia V.14 czytamy:

s[---] D jest mniejsza od B [D < BJ. Stad, B jest wigksza od D [B > D]”.
Do definicji Ksiegi V mozna zatem dopisac jeszcze i te: B > A ¢ A < B.
Ro6wnoéé i porzadek powiazane sa prawem trychotomii: Dla dowolnych A, B €
M zachodzi dokladnie jeden ze sktadnikow alternatywy
A<BVA=BVA>B.

Prawo trychotomii jest w Elementach niemal wprost sformulowane. W do-
wodzie twierdzenia V.10 czytamy:
»A jest wieksza od B. W przeciwnym razie, A jest albo réwna, albo mniejsza
od B”,
A¥B—A=BVA<B.

Implikacja ta jest oczywiscie réwnowazna alternatywie
A>BVA=BVA<B.

Dalej, w dowodzie twierdzenia V.18 jest wyraznie powiedziane, ze warunki A <
B oraz A > B wykluczaja sie. To, ze warunki A = B oraz A > B wykluczaja sie
nie jest w Ksiedze V zapisane. W Ksiedze I natomiast, w dowodzie twierdzenia
[.7 i w odniesieniu do katow jest to powiedziane wprost, dlatego przyjmujemy,
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ze dla Euklidesa koniunkcja A = B, A > B jest sprzeczno$cia; podobnie w
przypadku A = B, A < B.

Porzadek wielkoéci jest przechodni: B > A, C > B — C > A. W dowodzie
twierdzenia V.8 czytamy:

»Za$ K [me] nie przekracza N [nd], gdyz takze FG [me] bedac wieksze od GH
[me], to jest K [mc], nie przekracza N7, co znaczy

me > mc, nd > me — nd > mc.

Prawo trychotomii oraz przechodnio$¢ oznaczaja, ze porzadek wielkosci jest
liniowy.

Na podstawie powyzszych ustalen przyjmujemy, ze wielkosci tego samego
rodzaju tworza strukture algebraiczno-porzadkowa M = (M, +, <), gdzie po-
rzadek < jest liniowy, a dodawanie jest dziataniem lacznym i przemiennym.

Dodawanie i porzadek wielkosci powiazane sa aksjomatami.

5. AKSJOMATY. Oto aksjomaty charakteryzujace strukture 9t = (M, +, <):

(E1) (VA,B € M)(3n)[nA > B],
(E2) (VA,Be M)(3E € M)[A> B — A= B+ F],
(E3) (VA,B,Ce M)[A>B— A+C > B+,
(E4) (VA e M)(Vn)(3B € M)[nB = A],
(E5) (VA,B,Ce M)(3Ee M)[A:B:C:E].
(E1) to definicja V.4. Jest to jedyne zalozenie o strukturze 9 wprost zapi-
sane w Ksiedze V.
(E2) odnajdujemy w dowodzie twierdzenia V.8, mianowicie:

»Skoro bowiem AB [a] jest wigksza od C [c], niech bedzie zalozone, ze EB (jest)
réwna C. Wéwczas mniejsza z AE [e], EB [] ...”.

Z przebiegu dowodu wiadomo, ze AB = AE + EB, tj. a = e + ¢ zatem

a>c—a=-e+c, dlapewnego e.

(E3) to zgodnosé porzadku z dodawaniem. Warunek ten jest jasno sformu-
towany w dowodzie twierdzenia V.25:

»Skoro, z jednej strony, AG [a] jest réwna E [a], z drugiej zas, CH [c] (jest r6wna)
F [c], zatem AG, F [a+c] sa réwne CH, E [c+a]. I [skoro] gdy [nieréwne sa dodane
do réwnych, to calosci sa nieréwne, zatem gdy] GB, HD [b, d] bedac nieréwne
i GB wieksza [b > d], z jednej strony, sa dodane AG, F do GB [b + (a + ¢)],
z drugiej za$, sa dodane CH, E do HD [d + (¢ + a)], stad wynika, ze AB, F
[(a + b) + ¢] sq wicksze niz CD, E [(c+ d) + a]”, czyli

b>d—b+(a+c)>d+ (c+a).
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7 przebiegu dowodu wiadomo, ze a 4+ ¢ = ¢ + a, zatem
b>d—b+(a+c)>d+ (a+c).

W innych miejscach aksjomat ten znajdujemy w postaci rownowaznej, mia-
nowicie w twierdzeniu V.8 jako

(E3) a>b,c>d—a+c>b+d,
w twierdzeniu V.17 jako
(E3") a+ec>b+c—a>0b.

(E4) znajdujemy w dowodzie twierdzenia V.5. Czytamy:

»Niech bowiem wielko$¢ AB [a] bedzie ta sama wielokrotnoscia wielkosci CD
[c], co odjeta AE [a;] odjetej CF [c1]. Twierdze, ze pozostalosé EB [aq] takze
bedzie ta sama wielokrotnoscia pozostatosci FD [ez], co calo$é AB [a = ¢ + o)
caloéci CD [c = ¢ + ¢2]. Tyle razy bowiem, ile AE jest przez CF [a; = ncy],
tyle tez niech EB bedzie przez GC [ay = ncp)”.

W dowodzie tym przyjmuje sie, ze dane sa wielkosci: a1, ag, c1, co. Dalej, ze
a = ay+as, c = c1+cy, a = ne, a; = ncey. Teza twierdzenia brzmi: as = ney. Eu-
klides milczaco przyjmuje istnienie takiego cg, ktore spelnia warunek as = ncy.
Kryje sie to pod oznaczaniem G, czy tez GC, ktére odpowiada nowowprowa-
dzonej wielkosci, o ktérej jest przyjete, ze spelnia warunek EB = nGC. Dowdd
polega na pokazaniu, ze GC=FD, tj. ¢y = ca.

(E5) znajdujemy w dowodzie twierdzenia V.18. Czytamy:

»Niech AE, EB, CF, FD [a, b, ¢, d] beda rozdzielonymi wielko$ciami proporcjo-
nalnymi, i jak AE do EB, tak CF do FD [a : b :: ¢ : d]. Twierdze, ze takze zlozone
beda one proporcjonalne, jak AB do BE, tak CD do FD [(a+b) : b :: (c+d) : d].
W przeciwnym razie, gdy AB nie jest do BE, jak CD do FD, to jak AB bedzie
do BE, tak CD (bedzie) do pewnej [(a + b) : b :: (¢+d) : f], albo mniejszej od
FD [f < d], albo wiekszej [f > d]. Najpierw, niech DG [f] bedzie mniejsza. I
skoro jak AB (jest) do BE, tak CD do DG [(a +b) : b:: (c+d) : f]”.

W dowodzie przyjmuje sie, ze dane sa wielkosci a, b, ¢, d spelniajace warunek
a:b:c:d Teza brzmi: (a+b) : b :: (c+d) : d. Dow6d jest nie wprost.
Niech nie zachodzi (a + b) : b:: (¢ +d) : d. Wowcezas dla pewnej wielkodci f jest
(a+b):b::(e+ f): f, gdzie e+ f :: ¢+ d. Wielko$é f moze by¢ albo mniejsza,
albo wieksza od d. Kazdy z tych przypadkdéw prowadzi do sprzecznosci.

Podobnie, jak poprzednio, nowa wielko$¢ (w literaturze jest ona nazywana
czwarta proporcjonalna), zwiazana jest z kolejna litera alfabetu wprowadzona
do oznaczen. I tym razem jest to takze litera G, ktora po raz pierwszy wystepuje
w zdaniu: ,Najpierw, niech DG bedzie mniejsza”’.

6. KONSEKWENCJE AKSJOMATOW. Z aksjomatéw (E1)—(E5) mozna wyprowa-
dzi¢ wszystkie twierdzenia Ksiegi V, co oznacza, ze gdy do dowodéw Euklidesa
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wprowadzimy jako jawne zalozenia aksjomaty (E1)—(E5) oraz przedstawione wy-
zej zalozenia o strukturze wielkosci (M, +, <), to otrzymamy dowody spelnia-
jace wspolczesne kryteria poprawnosci. W istocie pokazaliSmy to w przypadku
wszystkich 25. twierdzen.??

Przedstawimy jeszcze kilka matematycznych wtasnoéci struktury wielkosci,
ktore wiaza ja z liczbami rzeczywistymi. Otéz z aksjomatéw (E1)-(E4) wynika,
izz w zbiorze (M, <) nie istnieje element najmniejszy, co z kolei jest réwnowazne
gestoéci porzadku <.3° Dalej, pokazuje sie, ze strukture (M, +, <) spelniajaca
aksjomaty (E1)-(E4) mozna zanurzyé w grupie archimedesowej,3! a z drugiej
strony wiadomo, ze kazda grupa archimedesowa jest izomorficzna z pewng pod-
grupg uporzadkowanej grupy addytywnej liczb rzeczywistych (R, +,0, <).32 Ma-
jac na uwadze te fakty przyjmujemy, ze strukture (M,+, <) spelniajaca ak-
sjomaty (E1)-(E4) mozna zanurzy¢ w pewnym ciele archimedesowym. Przy-
pomnijmy zarazem, ze kazde cialo archimedesowe jest izomorficzne z pewnym
podciatem ciata liczb rzeczywistych (R, +,-,0,1, <).33

Fakty te prowadza do tego, co mozna nazwaé standardowa interpretacja
teorii proporcji z Ksiegi V, a co zamyka si¢ w twierdzeniu:

Niech (F,+,-,0,1,<) jest cialem archimedesowym. Przyjmijmy, ze strukture
wielkosci stanowi uktad (Fy, +, <), gdzie Fy = {a € F: x > 0}. Dla dowolnych
a,b,c,d € F zachodza wéwczas réwnowaznosci:>*

a:buc:de—a-bt=cd?t a:b=c:dea-blt>c-dl

Kroétko méwiac, zanurzajac strukture wielkoSci w ciele archimedesowym, pro-
porcje mozna interpretowaé jako réwnoéé odpowiednich ilorazéw.3?

I jeszcze stowo o historii struktury wielkoéci.36 Strukture (M, +, <) scha-
rakteryzowang aksjomatami (E1)-(E4) wprowadzil do matematyki wspdlcze-
snej Otto Stolz. W ksiazce [Stolz 1885], w rozdziale Euklidesa teoria stosunkdw
wyltozyt on teorie stosunkéw oparta na aksjomatycznej teorii wielkosci oraz udo-
wodnil wiele twierdzen z Ksiegi V. Od Stolza pochodzi pierwszy symboliczny
zapis definicji V.4, V.5 oraz V.7; od Stolza datuje sie takze zainteresowanie
wspdélezesnych matematykow aksjomatem Archimedesa. Wyktad Stolza nie jest
rekonstrukcja Elementow, ale przedstawia teori¢ proporcji jako jedna z wielu
teorii arytmetycznych, obok teorii liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych,
rzeczywistych oraz ,wielkodci nieskoficzenie malych” .37

Nastepnie Heinirch Weber oraz Otto Holder badali strukture (M, +, <) spel-
niajaca aksjomaty (E1)-(E3) oraz aksjomat ciagloéci w wersji pochodzacej od

29Z0b. [Blaszczyk, Mréwka 2013b).

30Dowdd tej réwnowaznoéci mozna znalezé w [Weber 1898]. Zob. takze [Blaszczyk 2013a].

31Zob. [Blaszczyk, Mréwka 2013b).

32Z0b. [Hartshorne 2000], s. 135.

33Zob. [Blaszczyk 2012a).

34Dowdd podajemy w [Blaszczyk, Mréwka 2013b].

35Idea ta pochodzi od Hermanna Grassmanna, chociaz nie znal on jeszcze pojecia ciala
uporzadkowanego; zob. [Grassmann 1861], s. 56; zob. takze [Euler 1807], s. 240.

367Z0b. takze [Blaszczyk 2013a] oraz [Bair et al. 2013)].

37Zob. [Stolz 1885], s. 85-95.
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Dedekinda: porzadek < jest gesty oraz zaden przekréj zbioru (M, <) nie wyzna-
cza luki.?® Pokazuje sie, ze struktura (M, +, <) spelniajaca te aksjomaty jest
izomorficzna z pétgrupa addytywna liczb rzeczywistych (R, +, <).3° Zwieficze-
niem tej historii jest praca, w ktérej Bourbaki buduje arytmetyke liczb rzeczywi-
stych na bazie aksjomatéw (E1)-(E4) wraz z aksjomatem ciaglosci (acz w innej
wersji niz ta przytoczona wyzej).°

Na zakonczenie tej czesci zauwazmy, ze w teorii Euklidesa nie wystepuje
poréwnanie stosunkéw wielkosci A : B ze stosunkami liczb m : n i relacja
nA > mB nie sprowadza si¢ do relacji miedzy stosunkami A : B > m : n.*! Takie
rozwiazanie i odpowiednia teoria proporcji, rézna od tej z Ksiegi V, pojawily
si¢ w matematyce dopiero w [Stolz 1885] oraz [Weber 1895].42

§2. EUKLIDES O LICZBACH

1.Ksiegi VII-IX zawieraja wyklad arytmetyki. Liczba (dprdudc) to liczba natu-
ralna wieksza od jeden. Zero w ogdle nie wystepuje w Elementach, zas jeden to
monada (uovdc), ktora nie jest liczba. Aby ukazaé odmiennosé liczb i wielkosci,
wystarczy, ze przesledzimy kilka definicji i jedno twierdzenie.

Df. VII.1 ,Monada (povéc) jest to, dzieki czemu kazda z bedacych jest nazwana
jedna”.
Df. VII.2 ,Liczba to wielo§é (mAfidoc) monad”.
Df. VII.3 ,Liczba jest czedcia liczby, mniejsza [M] wiekszej [N], gdy mierzy
wieksza”.

»,2Mierzy” oznacza tu, ze dla pewnego k € N zachodzi N = kM.
Df. VII.11 ,Liczba pierwsza (np&toc dprdudc) jest tym, co jest mierzone jedynie

przez monade”.

Liczba nie ,mierzy” wiec samej siebie.
Df. VIL.13 ,Liczba zlozona (cUvdetoc dprdudc) jest tym, co jest mierzone przez
pewny liczbe”.

Euklides definiuje mnozenie liczb, podczas gdy, przypomnijmy, nie ma defi-
nicji mnozenia ,wielkosci”.

Df. VII.15  ,Méwi sie o liczbie [M], ze mnozy liczbe [N], gdy mnozona jest
dodawana tyle razy, ile jest monad w pierwszej, i powstaje pewna [M - N|”.

M-N=N+..+N, gdzie M=1+..+1.
N————’ N———

m—razy m—razy

38Z0b. [Weber 1898], [Holder 1901].

39Hslder i Weber zauwazaja, ze takie twierdzenie mozna udowodnié, podobnie jest w [Bo-
urbaki 1947], s. 9, dowéd za$ mozna znalezé w [Whitney 1968], s. 129.

407Z0b. [Bourbaki 1947]. Warto odnotowaé ciekawostke, ze jeszcze w tej pracy liczby rzeczy-
wiste sa wiazane z pojeciem ,wielkosci”, grandeur.

4170b. [Blaszczyk 2007], s. 222-235.

4270b. [Blaszczyk 2007], s. 208-219.
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Euklides podaje tez odrebna definicje proporcji liczb, przy czym w arytme-
tyce nie ma odpowiednika definicji V.7. (,,porzadku stosunkéw” ):

Df. VII.20. ,Liczby sa proporcjonalne, gdy pierwsza jest drugiej, co i trze-
cia czwartej, ta sama wielokrotnoscia, lub ta sama czescia, lub tymi samymi
czesciami” .43

Liczby Euklidesa mozemy opisa¢ jako uktad z dwoma dzialania i porzad-
kiem (A, +,-, <), przy czym wiadomo, ze dodawanie i porzadek sa powiazane
aksjomatami (E2), (E3).% Istotne jest, ze porzadek < charakteryzuje zasada
minimum: kazdy niepusty podzbidér posiada element najmniejszy. Zatozenie to
jest stosowane w twierdzeniu VII.1, ktére, w przelozeniu na wspodlczesny ter-
minologie moéwi, ze gdy najwiekszy wspolny dzielnik dwdéch liczb wynosi jeden,
to sa one wzglednie pierwsze. W dowodzie tego twierdzenia Euklides stosuje
algorytm kolejnego odejmowania (dvdugoipeoic) znany w matematyce greckiej
juz w IV wieku p.n.e. Warunkiem koniecznym przeprowadzenia tego algorytmu
jest aksjomat Archimedesa oraz zasada minimum. Nie tylko Euklides, ale nawet
wspotczes$ni historycy nie zdaja sprawy z tych zalozen, dlatego rzecz wymaga-
taby szerszego omoéwienia. Przejdziemy zatem do twierdzenia, w ktorym stoso-
wana jest zasada: nie istnieje nieskonczony malejacy ciag liczb. Jest ona uzyta
w twierdzeniu VII.31.

VIIL.31 ,Kazda liczba zlozona jest mierzona przez pewng liczbe pierwsza”.

Jest to w istocie twierdzenie o rozkladzie liczby na czynniki pierwsze. Jego
dowdd jest nie wprost i tak przebiega:

Niech A jest liczba zlozona. Z definicji oznacza to, Ze jest podzielna (,,mierzona”)
przez pewna liczba, niech to bedzie B. Jezeli B jest liczba pierwsza, to dowod
jest skonczony. Jezeli jest zlozona, to jest podzielna przez pewna liczbe, niech
to bedzie C. Liczba C dzieli (,mierzy”) B, zatem dzieli takze A. Jezeli C jest
pierwsza, to dowdd jest skonczony. Jezeli jest zlozona, to jest podzielna przez
pewna inna liczbe. Postepujac dale] w ten sposéb znajdziemy pewna liczbe
pierwsza, ktéra dzieli A. Teraz zacytujemy najwazniejszy krok:

,Bo jesli nie zostanie znaleziona, to liczba A bedzie mierzona przez nieskonczo-
no$é liczb (&mewpot dprdpol), z ktérych jedna od drugiej jest mniejsza, co dla liczb
jest niemozliwe”.

Wtlasnie to zdanie interpretujemy jako zasade: nie istnieje nieskonczony, ma-
lejacy ciag liczb naturalnych. Wiadomo, Ze jest ona rownowazna zasadzie mini-
mum, ktora z kolei jest réwnowazna zasadzie indukcji.

Zbierzmy teraz wlasnosci matematyczne struktury liczb (A, +,-,<). Sa to
przede wszystkim aksjomaty (E2), (E3) oraz zasada minimum. Dalej, przyjmu-
jac, ze dodawanie + oraz porzadek < sa powiazane zaleznosciami (E2), (E3),
a z zasady minimum wynika (E1).*> Nastepnie, wyzej przywolaliémy fakt, ze
gdy w strukturze (M, +, <) spelnione sa aksjomaty (E1)-(E4), to nie istnieje

4370b. [Blaszczyk 2007], s. 195, gdzie podany jest symboliczny zapis tej definicji.
4470b. [Blaszczyk 2007], s. 192-193.
45 Dowdd jest taki sam, jak dla liczb rzeczywistych. Zob. [Blaszczyk 2007], s. 259-260.

15



w (M, <) element najmniejszy. Z tego wynika, ze w strukturze liczb nie moze
zachodzié wlasnosé (E4). W odrebnym rozumowaniu mozna pokazad, ze w struk-
turze liczb nie jest spelniony warunek (E5). W nastepnym paragrafie pokazemy,
ze w strukturze odcinkow nie jest spelniona zasada minimum. Tym sposobem
otrzymamy czysto matematyczna réznice miedzy struktura wielkosci i struktura
liczb u Euklidesa.

§3. EUKLIDES O ODCINKU

1. Charakterystyke odcinka, jaka znajdujemy w Ksiegach I-IV poprzedzimy
przytoczeniem pierwszych definicji Flementow.
Df. I.1 ,Punkt to to, co nie ma czesci (uépoc)
Df. 1.2 ,Linia (ypouun) to dlugosé (ufixoc) bez szerokosci”.
Df. 1.3 ,Krafcami (népota) linii sa punkty”.
Df. 1.4 ,Linia prosta (e0dela ypouuy) to ta, ktéra lezy réwno wzgledem punk-
toéw na niej”.

» 46

Odcinek to rodzaj linii. Linia moze by¢ prosta, lub nie, jak np. okrag, czy
tuk okregu. Lamana, np. brzeg wielokata, nie jest linia, lecz wieloscia linii. W
tekscie Elementdw wyrazenie linia prosta (s0deio ypouun) wystepuje w skréconej
postaci jako prosta (e0d¢ia).

Prosta moze by¢ ograniczona (e0Veia nenepoouévn) lub nieskonczona (ebdeia
dmewpoc). Prosta ograniczona to taka, rysowanie ktérej zostalo zakonczone, ktéra
zostala wykonana i ma krance, granice (népata). Wlasnie ten rodzaj linii nazy-
wamy odcinkiem. W tekscie Elementéw jest ona oznaczana dwoma literami,
np. AB, gdzie punkty A, B to jej ,krance”. Ponadto, wyrazenie ,prosta ograni-
czona” (evieio nenepocuévn) jest takze skracane do ,prosta” (s0deia), a w kolej-
nym zdaniu moga zostaé tylko same oznaczenia literowe, np. AB. I tak jest na
przyktad w twierdzeniu VI.30:

»Niech AB bedzie dang prosta ograniczona (evdeio nenepaopévn). Nalezy wiec
przeciaé prosta (e0dein) AB w stosunku skrajne do $rodkowej. Niech na AB
bedzie opisany kwadrat BC”.

Podobnie w twierdzeniu VI.9

sNiech AB bedzie dana prosta (e0Vela). Nalezy wiec odciaé od AB zadang
czesc”.
I tak w Postulacie 2, méwiacym o przedtuzaniu odcinka czytamy

»1 wykonaé (éxPodeilv) skonczona prosta w sposéb ciagly (cuveyéc) na prostej”.
Gdy postulat ten jest stosowany w twierdzeniu 1.5,

whiech proste BD, CE beda przediuzone (npocexBefifodwoav) w prostej za po-

mocyg AB, AC”,

to z opisu konstrukcji wynika, ze punkty A,B,D leza na jednej prostej i odcinek

AD jest przedtuzeniem odcinka AB.

46W oryginale stowo ,cze$¢” wystepuje w liczbie pojedynczej.
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2. Niech (X, <) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym. W teorii zbioréw li-
niowo uporzadkowanych funkcjonuja dwa rozumienia odcinka: (1) Niech a,b €
X, wtedy odcinkiem domknietym nazywamy zbiér [a,b] = {z € X : a < x < b},
podobnie definiujemy odcinek otwarty (a,b). (2) Zbiér S C X nazywamy odcin-
kiem, gdy dla dowolnych a,b € S zachodzi: a < z < b — x € S. Pokazuje sie, ze
gdy w zbiorze (X, <) spelniona jest zasada supremum, to dla kazdego odcinka S
w sensie definicji (2), gdy jest on zbiorem ograniczonym, istnieja takie a,b € X,
ze S = (a,b) lub S = (a, b], itd.

W przypadku (1) odcinek jest wyznaczony przez punkty, bez wzgledu na
to, czy punkty te naleza don, czy nie. W przypadku (2) mozliwy jest odcinek,
dla ktérego nie istnieja punkty, ktére go wyznaczaja. Przyktadem niech bedzie
ScQ,S={qeQ: ¢*<2}.

Przedstawione rozréznienia pomoga nam przyblizy¢ greckie rozumienie od-
cinka. Otéz bliskie pojeciu ebdcia nenepacuévn jest pojecie odcinka domknietego,
jakie znajdujemy we wspolczesnej geometrii elementarnej. Oto czytamy:

,Pare nieuporzadkowana {a, b} punktéw a, b bedziemy nazywali odcinkiem ab i
oznaczali przez ab. Punkty a i b nazywamy korncami odcinka ab. Zbiér punktéw
lezacych miedzy punktami a i b bedziemy nazywali odcinkiem otwartym ab lub
odcinkiem (ab) i oznaczali we wzorach przez (ab)”.47

Odcinek domkniety jest tu identyfikowany z ,koncami” i co szczegdlne, mieg-
dzy punktami a,b leza inne punkty, ale ,miedzy” nie jest definiowane przez
liniowy porzadek, a przez pierwotne pojecie systemu: trzyargumentows relacje
lezenia miedzy.*®

Z kolei pojeciu e0dela dnelpoc odpowiada definicja (2) odcinka, w przypadku
gdy nie jest on wyznaczony przez zadne punkty. Zatem ,nieskonczona prosta”,
to prosta nie-ograniczana, tj. tak, ktéra nie posiada ,granic”. I tak w twierdzeniu
1.12 jest uzyta taka nie-ograniczona prosta, natomiast w [.22 —  pewna prosta
(evdela) DE, ograniczona (nenepacpévr) przez D, nieskoficzona (8mnepoc) zas w
kierunku E”.

Wyzej wskazaliSmy podobienstwa miedzy wspotczesnym i greckim pojmo-
waniem odcinka, dlatego dla réwnowagi przejdziemy do réznic i zaczniemy od
powtorzenia tego, o czym pisaliémy we wstepnie, a mianowicie, ze w geometrii
Euklidesa nie wystepuje pojecie porzadku liniowego. Kolejna istotna réznica po-
lega na tym, ze w matematyce wspolczesnej odcinkowi, rozumianemu jako obiekt
geometrii elementarnej, przypisywana jest dltugos¢, czyli liczba rzeczywista. Tak
jest w wykladzie [Borsuk, Szmielew 1972], chociaz jeszcze w [Hilbert 1903] od-
cinkom nie s przyporzadkowywane liczby.*? Uwaga ta jest o tyle istotna, ze w
filozofii greckiej, m.in. u Arystotelesa, pojecie ,dlugo$¢” (ufixoc) wystepuje w
znaczeniu ,odcinek”. Takie znaczenie pojecia ,odcinek”, ale juz w powiazaniu
z liczba znajdujemy u Dedekinda:

47[Borsuk, Szmielew 1972], s. 34.

48Zob. [Blaszczyk 2007], rodz. II.

4OW [Borsuk, Szmielew 1972] zwiazek miedzy odcinkami i liczbami rzeczywistymi oparty
jest na twierdzeniu; zob. [Blaszczyk 2007], rodz II. W [Cantor 1872] jest to wyrazone w postaci
aksjomatu; zob. [Blaszczyk 2007], s. 131.
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»[---] juz starozytni Grecy wiedzieli i dowodzili, ze istnieja dlugosci, ktére nie sg
wspélmierne z dana jednostka dtugosci, np. przekatna kwadratu, ktérego bok
jest jednostka dtugosci. Jesli odlozymy taka diugo$é¢ od punktu o na prostej,
to otrzymamy punkt koncowy, ktéry nie odpowiada zadnej liczbie wymierne;j.
Dalej, poniewaz latwo udowodnié, ze istnieje nieskoniczenie wiele dtugosci, ktore
nie sa wspdétmierne z jednostka dtugosci, wiec mozemy stwierdzié¢: prosta L jest
nieskonczenie bogatsza w indywidua punktowe niz dziedzina R liczb wymiernych
w indywidua, liczbowe” .59

W powyzszym fragmencie ,odcinek” oznacza obiekt geometryczny, ktory
jest ,odkladany na prostej”, ale ,prosta” oznacza juz oS liczbowa, a nie obiekt
geometryczny rozumiany tak, jak w Elementach.

3. Analizujac twierdzenie 1.10 z Elementy, pokazemy teraz, ze odcinek (meme-
pacuévn eodela) jest ,podzielny na zawsze podzielne”.

1.10 ,,Skonczona prosta podzieli¢ (teyeiv) na potowy (diya)”.

Do dowodu nalezy diagram oraz opis konstrukcji, ktora jest znana pod na-
zywana ,dychotomia” (po lacinie, bisekcja) odcinka.

C

A B
D

»,Niech AB bedzie dang skonczong prosta. Nalezy zatem podzieli¢ skonczong
prosta AB na potowy. Niech bedzie polaczony trojkat ABC. I niech kat ACB
bedzie podzielony na polowy prostg CD. Twierdze, ze prosta AB zostata po-
dzielona na potowy w punkcie D”.

Po tej czesci twierdzenia nastepuje uzasadnienie. Powolujac si¢ na wezesniej-
sze twierdzenia Euklides dochodzi do konkluzji:

»Zatem podstawa AD jest réwna (lon éotiv) podstawie BD”.

Zbierzmy teraz to, co najwazniejsze.
(1) Punkt D jest wyznaczony konstrukeyjnie, co zapiszemy formula D = §(AB),
gdzie § oznacza dychotomie odcinka.
(2) Odcinki AD, DB sa czesciami (pépn) calosci (6hov) AB. Punkt D dzieli AB
na czesci.
(3) D jest zarazem kranicem odcinka AD i kraicem odcinka DB.
(4) Dzielac na polowy odcinek DB wyznaczymy punkt D;. Dzieli on DB na
czeéci DDq, D1B. Czesci te sa jednoczesnie cze$ciami odcinka AB,

AB = AD + DB = AD + (DD, + D, B) = AD + DD, + D, B.
50Zob. [Dedekind 1872], §3, t1. J. Pogonowski.
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(5) Powtarzajac te operacje n-razy otrzymamy ciag punktéw Dy, Do, ..., D,,. W
istocie indukcyjnie mozemy zdefiniowaé ciag {D,, : n € N},

Do = D,
Dyi1 = 6(D,B).

Kazdy punkt D, i dzieli odcinek D, B na czeéci D, Dyy1, Dpy1B, ktore sa
jednoczesnie czesciami AB,

AB = AD; + DDy + ...+ Dy_1Dy, + D,B, D,B = D,Dy1 + Dyi1B.

Zwazywszy, ze n jest dowolne, odcinek AB , jest podzielny na zawsze podzielne”
odcinki D, B.

(6) W ciagu odcinkéw {D,, B : n € N} nie istnieje najmniejszy, co znaczy, ze w
strukturze odcinkéw nie jest spelniona zasada minimum.

84. MANIFEST METODOLOGICZNY

1. W samym podejsciu do Elementow Euklidesa, zwlaszcza do teorii propor-
cji z Ksiegi V, wyrézniamy dwa zasadnicze nurty. Do pierwszego, nazwijmy go
historycznym, zaliczamy takie prace, jak [Heath 1956], [Knorr 1975], [Vitrac
1990-2001], [Fowler 2003].°* Do drugiego, nazwijmy go Zrédtowym i matema-
tycznym — [Beckmann 1967], [Mueller 2006].

Wspoblczesne tlumaczenia Elementow oparte sa na edycji greckiego tekstu
dokonanej przez J.L. Heiberga.?? Ttumaczenie autorstwa T.L. Heath’a to pierw-
szy w ogole przeklad oparty na tej edycji. Zyskalo ono duza popularnosé i wrecz
zdominowalo wiek XX. Komentarze Heath’a do Ksiegi V sa dzis traktowane z
rezerwa, czy wrecz jako bledne. Inny jest tez juz stan wiedzy historycznej doty-
czacej teorii proporcji.>® Tym niemniej opracowanie to ciggle pozostaje punktem
odniesienia dla wielu dyskus;ji.

We wstepie do Ksiggi V Heath pisze:

»|---] W Elementach teoria proporcji jest wykladana dwa razy: w Ksiedze V, w
odniesieniu do wielkosci w ogdle, i w Ksiedze VII, w odniesieniu do konkret-
nego przypadku liczb. [...] dlaczego Euklides nie oszczedzil sobie wielu przeciez
powtérzen i zamiast potraktowaé liczby po prostu jako szczegdlny przypadek
wielkosci 1 powotaé sie na ogélniejsze twierdzenia Ksiegi V, te same twier-
dzenia dowodzi ponownie dla liczb? Nie mdgl przeciez nie zauwazy¢, ze liczba
podpada pod pojecie wielkoéci. Arystoteles |...] wyraZnie przeciez wskazuje, ze
wielkosci moga by¢ liczbami. Nastepnie Arystoteles zauwaza |...], ze twierdze-
nie, w ktorym wyrazy proporcji moga by¢ wziete przemiennie byto dowodzone
osobno dla liczb, odcinkéw, bryl i czasu, [...] Jednakze, jak dodaje, twierdzenie

51Do uznanych przedstawicieli tego nurtu dzialajacych w pierwszej polowie XX w. naleza
O. Bekker, B.L. v.d. Waereden, K. v. Fritz.

52Zob. [Heiberg 1883-1885].

53Zob. [Berggren 1984]. Drugie, poprawione wydanie ttumaczenia Heath’a ukazalo sie w
roku 1926 i ta wersja jest wznawiana po dzis dzien.
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to ma ogdblny dowdd. Euklides w zaden sposob nie komentuje, jak powiazaé te
dwie teorie proporcji, nawet wtedy, gdy tak jak w twierdzeniu X.5 dwa wyrazy

proporcji sg wielkoéciami, a dwa liczbami”.?*

Heath uznaje, ze dla Euklidesa liczby nie sa wielkoSciami, ale twierdzenie X.5
rodzi problem, ktéry, zdaniem Heath’a, wymaga wyjasnienia. Proponuje zatem
proste rozwiazanie: w Ksiedze X stosowana jest definicja V.5. Powolujac sie na
$wiadectwo Arystotelesa przyjmuje, ze liczby podpadaja pod pojecie péyedoc.5®
Dodatkowo przytacza dowdéd podany przez Simsona: ,wielkoéci proporcjonalne
w sensie definicji VII.20 sg takze proporcjonalne w sensie definicji V.5”.56

Autorytet Arystotelesa i spekulacje, jak mogloby wygladaé teoria proporcji
staja sie dla Heath’a cenniejsze niz ustalanie, jaka teorie — z podaniem defi-
nicji, twierdzen, dowodéw — faktycznie zawiera Ksiega V. Dodatkowa cena za
rozwigzanie problemu Ksiegi X jest teza, iz niektére twierdzenia z Ksiegi V sa
»te same” co w Ksiedze VII. [ Te same” to chyba nic innego jak réwnowazne, a
zatem rownowazne na gruncie pewnej teorii. Jakiej? U Heath’a nie znajdziemy
odpowiedzi, bo — jak juz powiedzieliSmy — nawet nie prébuje on zrekonstruowaé
teorii zawartej w Ksiedze V.

Wilbur R. Knorr w [Knorr 1975] szeroko opisuje udzial teorii proporcji opar-
tej na algorytmie aviugoipeolc w matematyce greckiej w dobie przed Euklide-
sem.5” O teorii z Ksiegi V (teorii Eudoxosa) tak pisze:

,Eudoxos odkryl warunek (V, def. 4), ktéry pozwala przeformulowaé podsta-
wowe pojecie proporcji (V, def. 5). [...] Z nowa definicja wiazalo sie to, ze dla
pewnych twierdzen odnoszacych si¢ do wielkosci z réznych klas — takich jak od-
cinki, powierzchnie, czy bryly — mozna bylo podaé jeden wspdlny dowdd. Gdy
wiec poprzednia teoria kazata traktowad je jako odrebne przypadki, nowa teoria
pozwalala potraktowaé je jako jeden. To wlasnie ma na mysli Arystoteles, gdy
[...] wyréznia «dowdd ogblny».”58

W interpretacji Knorra ,,0gélny dow6d”, o ktérym pisze Arystoteles, dotyczy
nie liczb i wielko$ci geometrycznych — jak chcial Heath — a jedynie réznych
wielkosci geometrycznych. Jak zatem rozwiazuje Knorr problem Ksiegi X7

,Lwierdzenia wstepne dotyczace wspolmiernosci odwoluja sie do koncepcji pro-
porcji blizszej Ksiegi VII, nie za$ tej z Ksiegi V. [...] Opracowujac twierdzenie
X.5 Euklides najwyrazniej nie zauwazyl, ze powinien uzgodni¢ te dwa rozu-

mienia proporcji”.>®

Rozwiazanie polega po prostu na odnotowaniu niekonsekwencji Euklidesa. Zo-
baczmy wreszcie, co w zwigzku z tym pisze Knorr o dprdudc i péyedoc.

»|---] Nie oznacza to jednak, ze obiekty te [liczby| byly zaliczane do innej klasy:

54[Heath 1956], t. IT, s. 112-113, tt. P.B., podkreslenia — P.B.

55Heath przywotuje Analityki wtére Tda 17, 75b 4.

56[Heath 1956], t. ITI, s. 25, t1. P.B.

57Teorig te odnalazt w pismach Arystotelesa O. Bekker (Voreudozische Proportionelehre,
1933). Zob. [Berggren 1987], s. 398.

58[Knorr 1976], s. 302, tt. P.B, podkreélenie - P.B.

59[Knorr 1975], s. 304.
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liczby nie sa przez to traktowane jako wielkosci [magnitudes] specjalnego ro-
dzaju. Maja one swoje specyficzne definicje i wlasno$ci, a Swiadczy o tym
fakt, ze Euklides zachowal proporcje liczb jako odrebna teorig. Ksigga VII nie
jest prostym powtérzeniem Ksiegi V.60

Znamienne jednak, ze zamiast ustalenia tych ,specyficznych wlasnosci”,
znajdujemy spekulacje. Wskazujac na réznice miedzy liczbami i wielkoSciami
Knorr przedstawia analize twierdzenia o przemiennosci iloczynu liczb, w ktorej
przyjmuje, ze iloczynem odcinkéw jest prostokat, chociaz w Elementach nie ma
— i trudno przypuszczaé, ze Knorr tego nie wie — definicji iloczynu odcinkow.

2. [Beckmann 1967] to najsolidniejsze opracowanie Ksiegi V. Przy uzyciu wspol-
czesnej notacji matematycznej oraz narzedzi filologii klasycznej, w artykule od-
twarzane sg wszystkie twierdzenia Ksiegi V. We wstepie zas czytamy:

»,Zamiarem autora jest odczytanie gléwnego dzieta Euklidesa «ze wspolczesnej
perspektywyy. [...] przedstawiamy szczegblowa analize definicji i twierdzen z
Ksiggi V. Postepujemy tu idac «slowo za stowemy. Autor stosuje swoj system
aksjomatéw, ustanowiony w Scistej zgodnosci z Euklidesem, co pozwala wypro-

wadzié wszystkie definicje i twierdzenia Euklidesa teorii wielogci”.6!

We wstepie do [Mueller 2006] czytamy:

,Podstawowym zadaniem tej ksiazki jest prezentacja zawartosci Elementow |...]
W tym celu najlepiej jest, jak sadze, skoncentrowaé sie na samych FElementach,
w szczegbdlnosci spojrze¢ na poszczegdlne twierdzenia z punktu widzenia roli,
jaka odgrywaja w caloéci dziela. Dlatego stosunkowo rzadko przywoluje inne
zréodla antyczne [...] nie omawiam tez tzw. prehistorii Elementéw, z wyjatkiem

tych przypadkéw, gdzie jest to istotne dla samej interpretaciji Elementdow” .52

W odrebnym rozdziale Mueller omawia kolejne twierdzenia Ksiegi V zwra-
cajac uwage na niezapisane zalozenia oraz miejsca, ktore z punktu widzenia
wspblczesnych rygoréw uznawane sg za luki w dowodach. W postepowaniu tym
wyraznie oddziela matematyczng zawartosé Ksiegi V od interpretacji.

Beckmann i Mueller odnoszg si¢ oczywiscie do problemu zwigzanego z twier-
dzeniem X.5. Beckmann zauwaza, ze definicje V.1,2 nie wystarczajg do zdefinio-
wania pojecia wielkoéci i przyjmuje, ze strukture wielkosci, podobnie jak liczby,
charakteryzuja aksjomaty (E1)-(E3).%3 Opisujac kolejne twierdzenia Ksiegi V
zauwaza oczywiscie, ze niepisanym zalozeniem dowodu twierdzenia V.5 jest ak-
sjomat (E4), a niepisanym zalozeniem dowodu twierdzenia V.18 jest aksjomat
(E5).%4 Sposréd aksjomatéw (E1)-(E5) w Elementach wprost zapisany jest je-
dynie (E1), a Beckmann nie wyjasnia, dlaczego jedne niejawne zalozenia Ksiegi
V zalicza do charakterystyki wielkosSci, innych nie. Mozna to uznaé¢ za niekon-
sekwencje, tym niemiej dyskusja z nim jest prosta, bo odbywa si¢ w kregu tych

60[Knorr 1975], s. 309, tt. P.B, podkreélenie - P.B.

61[Beckmann 1967], s. 3, tt. P.B.

62[Mueller 2006], s. viii, tt. P.B..

63W [Beckmann 1967], s. 23, jest to przedstawione jako uktad aksjomatéw (A1)-(A14).

64(E1)-(E5), w notacji Beckmanna (A1)-A(16), to uklad, z ktérego wyprowadza on twier-
dzenia Ksiegi V; zob. [Beckamnn 1967], s. 33-34, 84-85.
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samych ustalen matematycznych i Zrédtowych, nie zas swiadectw Arystotelesa,
czy Proklosa.

Z kolei odpowiedz Muellera jest zupelnie prosta: ,wydaje si¢ zupelnie oczy-
wiste, ze Euklidesa pojecie wielko$ci [magnitude] nie obejmuje liczb”.%® Argu-
mentacja zas wynika wprost z przyjetej metody: liczby, tak jak sa pojmowane
w Ksiegach VII-IX| nie spelniaja aksjomatu (E4).

Zbierzmy zatem w tym miejscu i nasze argumenty. Ksiega V zawiera definicje
proporcji oraz porzadku stosunkéw. Badajac warstwe jezykowsa znajdujemy, ze
w calej Ksiedze V stosowane jest pojecie péyedog, natomiast w Ksiegach Vi VI
w ogdle nie wystepuje stowo dprdude . Pojecie liczby jest definiowane w Ksiedze
VII, tam tez podana jest odrebna definicja proporcji liczb. Fakt, iz w Ksiedze
V stosowane sa definicje V.5,7 potwierdza rekonstrukcja poszczegdlnych twier-
dzen oraz analiza warstwy jezykowej. Podstawsg, tych ustalen jest tekst zrodtowy.
W opisie matematycznym, liczby charakteryzujemy jako strukture spelniajaca
aksjomaty (E1)-(E3) oraz zasade minimum. Liczby nie spelniaja aksjomatéw
(E4), (E5). Wielkosci charakteryzujemy jako strukture spelniajaca aksjomaty
(E1)-(E5), wielko$ci nie spelniaja zasady minimum.

3. Dla uchwycenia tego, co szczegdlne w metodzie historycznej zwro¢my uwage
na nastepujace zdania z podsumowania [Knorr 1975]:

,2Mamy zatem przeglad caloéci Elementow Euklidesa oraz ich zwiazku z wcze-
$niejszymi badaniami oraz materialami Zrédtowymi. Nasze syntetyczne ujecie
tego procesu w pelni zgadza si¢ z tym, jak Proklos przedstawia pochodzenie

Elementéw oraz zwigzki Euklidesa z poprzednikami” .56

W podejsciu, ktére nazwaliSmy historycznym badana jest zatem geneza Ele-
mentow. Uderza jednak dysonans miedzy dbaloicia o odtworzenie teorii poprze-
dzajacych FElementy i pobieznym odtworzeniem zawarto$ci samych Flementow.
Tu najwyrazniej rysuje sie roznica stanowisk: gdy w podejsciu historycznym ba-
dana jest geneza, w podejsciu zZrodlowym i matematycznym Elementy sa opisy-
wane jako teoria matematyczna spelniajaca wspélczesne kryteria poprawnosci.

Nasz stosunek do metody przyjetej przez Beckmanna i Muellera przedsta-
wiliémy w innym miejscu.®” Dodajmy natomiast, ze w podejéciu do Elementdw,
jakie przyjmujemy chodzi jeszcze o co$§ wiecej niz tylko o samo odtworzenie
ich zawarto$ci, chodzi mianowicie o recepcje Elementéw, o to, jak w oparciu o
teorie proporcji z Ksigegi V w dzietach Kartezjusza, H. Webera, O. Holdera i D.
Hilberta ksztattowalo sie pojecie ciata uporzadkowanego.®® Ustaliwszy matema-
tyczna zawartosé Ksiegi V, mozemy ukazaé jej zwiazek z Kartezjusza arytmetyka
odcinkéw, Webera teoria proporcji, Holdera pojeciem grupy uporzadkowanej, a
wreszcie z Hilberta definicja ciala uporzadkowanego. Dla wskazanych matema-
tykow Elementy byly zywa inspiracja, a nie obiektem badan historycznych.

65Zob. [Mueller 2006], s. 136, tt. P.B.

66[Knorr 1975], s. 306, tt. P.B.

67Zob. [Blaszczyk, Mréwka 2013b).

68Zob. [Descartes, 1637], [Weber, 1895], [Hilbert 1900], [Holder, 1901], [Hilbert 1903].
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Euclid and Aristotle on continuity. Part I. Fuclid

Line segment is a kind of ancient Greek péyedoc. It is described mathematically in
Euclid’s Elements and in a philosophical way in Aristotle’s Physics. In this first part
of our paper we present Euclid’s twofold attitude toward a line segment: the first
one developed in his theory of proportion of magnitudes (Book V), the second in his
plain geometry (Books I-IV). Euclid’s magnitudes are of several different kinds: lines
segments, triangles, convex polygons, arcs, angles. Magnitudes of the same kind can
be added to one another and compared as greater—lesser. We provide a set of axioms
for the line segments system (M, +, <) and show that the total order of segments <
is compatible with the addition operation +. Positive part of an archimedean field is
a model of these axioms. Next, we present an interpretation of Euclid’s proposition
1.10 and show that famous Aristotle’s saying ,everything continuous is divisible into
divisibles that are infinitely divisible” applies to a single line segment. Our study is
based on Heiberg’s Fuclidis Elementa.
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Instytut Matematyki, Uniwersytet Pedagogiczny, Krakow
Kazimierz Mréwka,
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