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o przedmiocie matematycznym1 

O. W ramach filozofii matematyki zagadnienie przedmiotu matematycznego wy­
znacza szereg pytaiJ., np. takie: Czym jest przedmiot matematyczny? Czy istnieje, 
ajezeJi istnieje, to w jaki sposob? Czy jest konstruowany, czy tez odkrywany? Czy 
jest zalezny, czy tez niezalezny od czlowieka? 

Z klasycznych szkol filozofii matematyki stosunkowo najwil(cej miejsca temu za­
gadnieniu poswil(ca szeroko rozumiany realizm. Realisci utrzymuj/b ze przedmioty 
matematyczne istniej~ poza czasem i przestrzeni~ i nie wchodz~ w zwi~zki przyczy­
nowe; a takZe istniej~ obiektywnie, niezaleznie od tego czy s~ poznawane, czy tez 
nie, istniej~ niezaleznie od naszych definicji i konstrukcji. Zdaniem realistow pozna­
nie matematyczne polega na odkrywaniu tych przedmiotow lub ich wlasnosci. Mo­
wi~c najogolniej, przedmioty matematyczne to "byty platonskie", nie s~ to wil(c ani 
przedmioty fizyczne, ani psychiczne. 

Proponujl(, aby pytanie 0 przedmiot matematyczny potraktowac jako 'pytanie 
z zakresu ontologii - ontologii rozumianej jako nauka 0 przedmiocie w ogole. 
Oczywiscie s~ rozne ontologie i nalezy wybrac adekwatn~ do stawianego problemu. 
W ontologiach, ktore dopuszczaj~jedynie przedmioty fizyczne, psychiczne i ewentu­
alnie idealne, nawet jezeJi te ostatnie s~ charakteryzowane tylko negatywnie, sposob 
istnienia przedmiotow matematycznych jest w zasadzie przes~dzony drog~ eliminacj i: 
przedmioty matematyczne nie s~ przedmiotami fizycznymi, bo s~ np. niezmienne, nie 
s~ przedmiotami psychicznymi, bo s~ np. intersubiektywne, pozostaje zatem trzecia 
mozliwosc, broniona zwykle jeszcze bez jasnego rozpoznania idealnego sposobu ist-

I Jest to rozszerzony tekst wyst!ijlienia przedstawionego w ramach sesji Wok61 jilozojii Karla 
R. Poppera, zorganizowanej przez Instytut Filozofi i Uniwersytetu Zielonog6rskigo w roku 2002. 
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nienia. Takie uj~cie zagadnienia nie jest przekonywujltce - przede wszystkim 
w punkcie wyjscia. Wydaje si~, ze swiat jest bardziej roznorodny.2 

Proponuj~, aby pytanie 0 przedmiot matematyczny rozpatrzyc w ontologii wypra­
cowanej przez Romana Ingardena, a wylozonej w jego Sporze 0 istnienie swiala. 
Dlaczego? Otoz w ontologii Ingardena sfera tego, co nie jest fizyczne i nie jest psy­
chiczne, jest zroznicowana; wyst~pujlt tam trzy rodzaje przedmiotow: idee, indywi­
dualne przedmioty idealne oraz przedmioty intencjonalne, dokladniej, przedmioty 
pochodnie intencjonalne, przedmioty intencjonalne w znaczeniu okreslonym przez 
Ingardena w pracy 0 dziele lilerackim, te, ktore wyst~pujlt w warstwie przedmiotow 
przedstawionych. Dodajmy, ze wszystkie te przedmioty sit intersubiektywne, sit poza 
czasem i przestrzenilt i nie wchodzlt w zwiltzki przyczynowe. Ponadto, ich charakte­
rystyka jest na tyle rozbudowana, ze aby wykazac, iz przedmiot matematyczny jest 
przedmiotem takiego a nie innego rodzaju, ze jest np. idell, musimy zdobyc si~ na 
w miar~ bogatlt i co najwaZniejsze pozytywnlt charakterystyk~, innymi slowy: w ra­
mach tej ontologii sarno stwierdzenie, ze przedmiot matematyczny nie jest przed­
miotem fizycznym i nie jest przedmiotem psychicznym jest dalece niewystarczajltce. 

Wprowadzajltc w ontologi~ Ingardena powiedzmy juz w tym miejscu, ze to, co 
dotltd nazywalem przedmiotem fizycznym, u Ingardenajest przedmiotem realnym, to, 
co nazywalem przedmiotem psychicznym, u Ingardena jest przedmiotem pierwotnie 
intencjonalnym - przedmiotem, ktory jest konstytuowany w aktach swiadomosci 
spelnianych przez pewien podmiot i ktory jest bezposrednio dany tylko temu pod­
miotowi. Z kolei - i to jest dla nas najwazniejsze - napi~cie zwiltzane z pytaniami, 
czy przedmiot matematyczny jest odkrywany, czy tez stwarzany, czy jest zalezny, czy 
tez niezalezny od czlowieka, w ramach tej ontologii przenosi si~ na opozycj~ idealny 
- intencjonalny; przedmiot idealny jest niezalemy od czlowieka, a jego poznanie 
mozna nazwac odkrywaniem, 0 przedmiocie pochodnie intencjonalnym mozna po­
wiedziec, ze jest stwarzany przez czlowieka i w tym sensie jest zalezny, ale jednocze­
snie - powtorzmy - jest to przedmiot intersubiektywny. 

W ramach ontologii Ingardena mozna zatem, przynajmniej w punkcie wyjscia, 
zgadzac si~ co do tego, ze przedmioty matematyczne nie sit przedmiotami fizycznymi 
i nie sit przedmiotami psychicznymi, a jednoczesnie nie zgadzac si~ co do tego, ze 
przedmioty matematyczne Sit "bytami platonskimi" w wyzej naszkicowanym sensie. 

I jeszcze jedna uwaga porzltdkujltca. W ontologii Ingardena - jak juz zostaJo 
zauwazone - sit dwie odmiany przedmiotu intencjonalnego: pierwotnie i pochodnie 
intencjonalny. Dalej , mowiltc 0 przedmiocie intencjonalnym, b~dziemy mieli na uwa-

2 Wzorcowym przykladem prezentacji zalozen ontologicznych w kontekscie pytania 0 spos6b 
istnienia przedmiot6w matematycznych jest stanowisko Abrahama Robinsona przedstawione w jego 
manifescie filozoficznym Formalism 64: "Wielkosci nieskonczone nie istniej~ w zadnym sensie 
tego slowa (tj . ani realnie, ani idealnie)" (Robinson 1967, s. 229). W tym przypadku explicile 

przyjmowane s~ tylko dwa rodzaje przedmiot6w: fizyczne oraz idealne. Zazwyczaj jednak kontekst 
ontologiczny nie jest tak wyrazny, a dodatkowo kwestia dopuszczalnych sposob6w istnienia spowita 
jest w~tkami epistemologicznymi. 
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dze przedmiot pochodnie intencjonalny - ten intersubiektywny przedmiot intencjo­
nalny. Tyle tytulem wst«pu. 

W kolejnych punktach przedstawi« argumentacj« zmierzaj1\.c1\. do wykazania, ze 
przedmiot matematyczny jest przedmiotem intencjonalnym, przy czym nie b«d« m6wit 
o przedmiocie matematycznym w og6le, lecz, aby bye najblizej konkretu, 0 wybranym, 
aczkolwiek jednym z wamiejszych przedmiot6w matematycznych, mianowicie 0 licz­
bach rzeczywistych. Liczby rzeczywiste natomiast traktuj« tak jak S1\. one traktowane 
w matematyce, tj. jako cialo uporZ1\.dkowane w spos6b ci1\.gly - (R, +, ., <). 

Plan wywodu jest nast«puj1\.cy: najpierw, aby przyblizye intuicyjnie przedmiot 
intencjonalny, przedstawi« klasyczny przyklad takiego przedmiotu, nast«pnie podam 
jego charakterystyk« ontologiczn1l., aZ wreszcie, zaczynaj1\.c od punktu 4., zajm« si« 
wprost liczbami rzeczywistymi. 

I . Klasycznym przykladem przedrniotu intencjonalnego jest postae literacka. 
Niech to b«dzie Lolita, bohaterka powiesci Vladimira Nabokova Loli/a. 

Opisy Lolity s1\.liczne i r6znorakie, a przy tym wszystkie pochodz1\. od wielbi1\.ce­
go jej dziewcz«c1\. urod« m«zczyzny - Humberta Humberta. Obok zapis6w antropo­
metrycznych: wzrost, waga, obw6d uda, lydki, szyi itd. , znajdujemy detale medycznej 
natury, takie jak ten, ze wyrostek robaczkowy nie zostal usuni«ty, ze na boku rna 
drobne, ciemnobr1\.zowe znami«, a u dolu zgrabnej lydeczki, kilka cali nad brzegiem 
grubej, bialej skarpetki, mal1\. blizn«; ze na ramieniu rna blizn« w ksztalcie 6semki po 
szczepionce przeciwko ospie. W wi«kszosci jednak opisy S1\. bardziej osobiste, co by­
najmniej nie ujmuje im konkretnosci. Oczy Lolity S1\. puste, jasnoszare, rz«sy czame 
jak sadza. Twarz pokrywaj1\. piegi, z czego pi«e rozlozonych jest niesymetrycznie na 
zadartym nosku; wargi S1\. czerwone jak oblizany czerwony cukierek, a dolna z nich 
jest uroczo pelniejsza; przednie z«by - duZe; glos - przenikliwie wysoki; wlosy -
cieplo br1\.zowe, z grzywk1\. i falami po bokach, z naturalnymi lokami puszczonymi 
z tylu, a do tego, kilka razy zauwaZony przez Humberta Humberta, jedwabisty polysk 
nad skroni1l., przechodz1\.cy w :i:ywy br1\.z wlos6w. Kamacja i opalenizna S1\. subtelnie 
cieniowane: ramiona maj1\. kolor miodu, a po placzu twarz Lolity przyjmuje odcien 
r6zu Botticeliego. Do tego naleZy dodae przebogaty portret psychologiczny oddaj1\.cy 
rozw6j i dojrzewanie Lolity. 

Taka byla Lolita mi«dzy dwunastym a cztemastym rokiem zycia. To, ze rosla 
i zmieniala si« jest w powiesci precyzyjnie zapisywane. 

Po trzech latach niewidzenia Lolity Humbert Humbert znajduje j1\. znacznie od­
mienion1\.. Jest wyzsza 0 par« cali, rna now1\. fryzur«, nowe uszy, a jej glowa jakby si« 
zrnniejszyla, policzki zapadly si«, piegi zbladly. Tyle 0 Lolicie (Nabokov 1991). 

W opisach tych rysuje si« cos, co rna struktur« realnego przedmiotu; to cos zara­
zem, w odr6znieniu od przedmiotu realnego sensu stricto, nie istnieje autonomicznie, 
lecz istnieje tylko jako wyznaczone przez teks!. Do tego przedmiotu odnosz1\. si« 
wszystkie wyzej przytoczone okreslenia. Jednoczesnie temu czemus, temu przed­
miotowi mozna przypisywae okreslenia, kt6rych nie spos6b uznae za charakterystyk« 
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LoUty, jak na przyklad to, ze cwo cos w calosci zostalo wymyslone przez Nabokova, 
ze zostalo nastc:;pnie utrwalone w pismie, ze jest w jakis sposob odtwarzane przez 
kazdego czytelnika. Calosc, do ktorej odnOSZi\. sic:; te dwie grupy okreslen nazywa In­
garden przedmiotem intencjonalnym. Tak wi((c Lolita z calym zestawem okreslen ja­
kie otrzymala od Nabokowa jest tylko cz((scii\. przedmiotu intencjonalnego; ta czc:;sc 
nazywa sic:; zawartoscii\.. 

Mamy tu zatem trzy zasadnicze elementy: tworcc:;, tekst oraz przedmiot intencjo­
nalny - owi\. calosc, w ktorej postac Lolity stanowi zawartosc. W ponizszej charak­
terystce przedmiotu intencjonalnego bc:;dc:; odwolywal sic:; do tej modelowej sytuacji. 

2. Ontologiczna charakterystyka przedmiotu intencjonalnego bc:;dzie dwojaka: 
najpierw scharakteryzowany zostanie sposob istnienia, a nastc:;pnie budowa formalna. 

Opis sposobu istnienia polega na zestawieniu roznych aspektow istnienia, ktore 
Ingarden nazywa momentami bytowymi. Istnienie przedmiotu intencjonalnego cha­
rakteryzuji\. nastc:;puji\.ce momenty: pochodnosc, samodzielnosc, zaleznosc, niesamo­
istnosc oraz nieaktualnosc. 

2.1. Pochodnosc bytowa oznacza, ze przedmiot "istniec moze tylko z wytworze­
nia przez inny przedmiot" (Ingarden 1987a, s. 92). Dla naszego przykladu oznacza 
to, ze zrodlo istnienia przedmiotu intencjonalnego jest w odpowiednich aktach swia­
domosci Nabokowa, ze przedmiot intencjonalny zaczyna istniec dzic:;ki pisarzowi. 

2.2. Samodzielnosc oznacza, ze przedmiot intencjonalny nie musi wspolistniec 
"w obrc:;bie jednej calosci z jakims innym przedmiotem" (Ingarden 1987a, s. 116), 
innymi slowy, ze jest odr((bnym przedmiotem, a nie jest aspektem, CZ((scii\. czy wla­
snoscii\.jakiegos przedmiotu. Dla nas znaczy to, ze przedmiot intencjonalny nie jest 
czc:;scii\. przeZyc czy to Nabokova, czy tez czytelnika, ze nie jest CZ((sci!b czy wlasno­
scii\. ksii\.zki, rozumianej jako konkretny realny przedmiot. 

2.3 . Zaleznosc. We wst((pie byla mowa 0 zaleznosci w dosc ogolnym rozumieniu, 
teraz mamy na uwadze czysto techniczne znaczenie. Tak wic:;c zaleznosc oznacza, ze 
przedmiot intencjonalny jest samodzielni\. calosci!b ktora "wymaga dla swego istnie­
nia istnienia jakiegos innego przedmiotu bytowo samodzielnego" (Ingarden 1987a, 
s. 121-122).0 ile pochodnosc bytowa oddaje to, ze przedmiot powstaje, zaczyna ist­
niec, to zaleznosc ujmuje to, ze dla swego dalszego istnienia przedmiot intencjonalny 
wymaga jakiegos innego przedmiotu, ze jego dalsze istnienie musi byc podtrzymy­
wane przez cos innego. To cos, co podtrzymuje istnienie przedmiotu intencjonalnego 
nazywane jest podstawi\. bytowi\.. 

Co to znaczy? Dzielo literackie powstaje w aktach tworczych pisarza, ale jego 
dalsze istnienie jest mozliwe dzi((ki temu, ze zostalo zapisane. Ksii\.zka rozumiana ja­
ko konkretny, materialny przedmiot, jest tym, co pozwala dzielu trwac. Z drugiej 
strony podstawc:; bytowi\. tworu literackiego stanowi j((zyk - slowa oraz zdania, ktore 
same tez si\. tworami intencjonalnymi. Znaczenia slow i sensy zdan Si\. intersubiektyw­
ne, rowniez intersubiektywna jest podstawa materialna przedmiotu intencjonalnego 
- konkretne egzemplarze ksii\.zki. Wszystko to razem sprawia, ze przedmiot inten-
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cjonalny, w odroznieniu od aktow pisarza i aktow czytelnika, jest przedmiotem inter­
subiektywnym. 

2.4. Niesamoistnosc willze si« z tym, ze przedmiot intencjonalny nie jest sam w 
sobie immanentnie okreslony. Za tyrn technicznym j«zykiem stoi stosunkowo prosta 
intuicja: Lolita posiada te i tylko te cechy, ktore Sll przypisane jej w tekscie. lngarden 
tak to ujmuje: "immanentne kwalifikacje nie wyst«pujll [ ... ] w zawartosci przedmio­
tow czysto intencjonalnych. Wszystkie okreslenia [ . . . ], ktore w ich zawartosci wyst«­
pujll, Sll przedmiotowi czysto intencjonalnemu w jakis sposob jedynie przypisane, 
'domniemane'" (lngarden 1987a, s. 89). 

2.5. Nieaktualnosc. Ten moment bytowy nie poddaje si« krotkiej charakterystyce, 
ale z drugiej strony nie b«dzie on przywolywany w dalszych rozwaZaniach, poprze­
staniemy wi«c tylko na wskazaniu trzech istotnych momentow z nim zwillzanych. 
Otoz z nieaktualnoscill willze si« brak oddzialywan przyczynowych mi«dzy przed­
miotem intencjonalnym a przedmiotami realnymi, co oznacza, ze wytwarzanie 
przedmiotu intencjonalnego nie rna charakteru przyczynowego. Z tym willze si« nie­
zmiennosc przedmiotu intencjonalnego. A wreszcie nieaktualnosc willze si« z acza­
sowoscill (pozaczasowosciV przedmiotu intencjonalnego.3 (Trzeba jednak przyznac, 
ze idzie tu 0 scisle okreslone poj«cia zmiany i czasowosci, ktore w ontologii lngarde­
na zostaly wypracowane dla przedmiotu realnego. Faktem jednak jest, ze przedmioty 
intencjonalne w jakims sensie zmieniajll sit;:, co w pewnym zakresie jest zaznaczone 
np. w historii j«zyka, czy w historycznej zmiennosci odczytywania dziela Iiterackie­
go. Jaki jest ontologiczny sens tych zrnian? Kwestia ta wymaga opracowania.) 

3. Aspekty strukturalne, czy jak mowi lngarden charakterystyk« formalno­
ontologicznll przedmiotu intencjonalnego, wyznaczajll dwa momenty: dwustronnosc 
budowy oraz schematycznosc (wyst«powanie miejsc niedookreslenia). 

3.1. Dwustronnosc budowy. Przedmiot intencjonalny posiada dwie jakby strony; 
tworzllje struktura intencjonalna (przedmiot intencjonalny jako taki) oraz zawartosc. 
Z tym willze si« wyst«powanie dwoch podmiotow: podmiotu przedmiotu intencjonal­
nego jako takiego oraz podmiotu przedmiotu, ktory wyst«puje w zawartosci. Wlasci­
wym i wazniejszyrn jest pierwszy podmiot; ten podmiot niejako przyjmuje na siebie 
historycznosc, okreslenia zwillzane z genezll przedmiotu intencjonalnego. 

3.2. Zawartosc naszego przedmiotu intencjonalnego, tj . Lolita, rna form« rzeczy. 
Ona to - w pewnym uproszczeniu - stanowi drugi podmiot przedmiotu intencjo­
nalnego . Lolita posiada te i tylko te okreslenia, ktore zostaly przypisane jej przez Na­
bokova i zostaly zapisane w tekscie ksil\.Zki. Do zawartosci przedmiotu intencjonal­
nego zalicza Ingarden takZe "charakter bytowy", tzn. wyznaczony wprost lub tylko 
domniemany sposob istnienia przedmiotu wyst«pujllcego w zawartosci. Nie jest to 

3 Ingardena rozumienie zmiany oraz czasu przedstawilem odpowiednio w artykulach: 
(Blaszczyk 1999, §§ 15,16) oraz (Blaszczyk 1996). Sk!ldin!ld wlasnie z uwagi na aczasowosc i nie­

zmiennosc obiekty matematyczne uwa:iane S!l za "byty plat0l1skie". 
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istnienie sensu stricto i dlatego slowo "istnieje" ujmuje Ingarden w cudzysl6w i m6wi 
o "charakterze bytowym": "Albowiem w swej zawartosci przedmiot intencjonalny 
'jest' dokladnie taki, jakim jest dornniemany, i ' istnieje' w ten spos6b, jaki jest mu 
wyznaczony w akcie go okreslaj/tcym" (Ingarden 1987b, s. 201). Jest bowiem tak, ze 
nawet jezeli w tekscie nie jest wprost powiedziane, ze Lolita jest realnym przedmio­
tern, to owa realnosc jest domniema przez to, :i:e jest ona elementem swiata, kt6ry 
z kolei jest domniemany jako realny. 

3.3. Schematycznosc. Powiedzialem, :i:e Lolita posiada te i tylko te wlasnosci, 
kt6re przypisane s/tjej w tekscie. Jezeli uwzgl~dnimy, ze jest ona dornniemana jako 
przedmiot realny, to jako taki przedmiot powinna posiadac jeszcze inne wlasnosci niz 
tylko te, kt6re zostaly jej przypisane. Owe luki w okresleniu Lolity nazywane sIt miej­
scami niedookrdlenia. 

Przyklady. (1) Nic nie jest powiedziane 0 uszach Lolity, co jest znamienne 0 tyle, 
:i:e spotykaj/tc j/t po latach, Humbert Humbert notuje: "Nowa, spi~trzona fryzura, no­
we uszy". Ale uszy czlowieka nie rosn/t tak szybko, aby w ci~ trzech lat staly si~ 
wi~ksze czy zmienily ksztah. Zmienila si~ twarz Lolity i na jej nowym obliczu uwy­
datnily si~ uszy, w zasadzie te same sprzed trzech lat. Ale jakie one wlasciwie SIt? 
Male? Duze? Odstaj/tce? Przylegaj/tce? W/tskie? Zaokr~lone? Jaki jest ich platek 
i czy w og6le maj/t one jakis platek? W powiesci nic nie jest na temat powiedziane. 
(2) Wiemy, ze Lolita rna piegi, lecz nic nie jest powiedziane 0 ich barwie, mozemy 
jedynie dornniemywac, :i:e jest to jakis odcien br/tzu. 

4. Przechodzimy do liczb rzeczywistych. W tym przypadku podstawow/t triad~ 
tw6rca - tekst - przedmiot wyznaczony przez tekst stanowi/t: Richard Dedekind -
jego praca z roku 1872 Stetigkeit und irrationale Zahlen - oraz przedmiot intencjo­
nalny wyznaczony prZeZ t~ prac~. Pokazuj/tc, :i:e mamy tu faktycznie do czynienia 
z przedmiotem intencjonalnym w sensie wyzej om6wionym, zanalizujemy trzy mo­
menty: dwustronnosc budowy, pochodnosc oraz schematycznosc. 

4.1. Dwustronnosc budowy. Zawartosc przedmiotu intencjonalnego stanowi/t 
liczby rzeczywiste utworzone metodlt, kt6r/t dzisiaj nazywa si~ metod/t przekroj6w 
Dedekinda. R to, na mocy definicji, zbi6r wszystkich takich przekroj6w uporz/tdko­
wanego zbioru liczb wymiemych (Q, <) -R = {(A , B): A '* 0 A B * 0 A (A u B = Q) 
A '<Ix E A '<Iy E B [x < YD . W zbiorze tym okreslone sIt dzialania arytmetyczne tak, 
ze powstaje cialo algebraiczne; okreslony jest porz/tdek, 0 kt6rym Dedekind pokazal, 
ze jest porz/tdkiem ci~lym w mysl definicji ci~losci podanej w pracy, tj . taki -
uZywaj/tc dzisiejszej terminologii - ze zaden przekr6j tego zbioru nie wyznacza luki . 
I co najwaZniejsze, w strukturze tej mozna - jak pisze Dedekind - "czysto arytme­
tycznie" odtworzyc podstawowe twierdzenia rachunku r6zniczkowego i calkowego. 
Ale obok okreslen, kt6re odnosz/t si~ do liczb rzeczywistych, jest tez cala grupa okre­
slen odnosz/tcych si~ do calosci wyznaczonej przez tekst rozprawy, kt6rych do liczb 
rzeczywistych nie spos6b odnosic. Nie jest przeciez cech/t porz/tdku ci~lego to, ze 
zostal wymyslony przez Dedekinda 24 listopada 1858 roku - t~ dat~ podaje Dede-
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kind w przedmowie, nie jest cechlt tego porzltdku, ze byl modelowany przez Dede­
kinda na wzor linii prostej - Dedekind wyznaje to w rozprawie. Okreslenia te odno­
sZlt si~ do przedmiotu intencjonalnego jako takiego, nie zas do jego zawartosci. 

We wst~pie powiedzialem, ze przedmiot matematyczny jest przedmiotem inten­
cjonalnym; teraz, gdy znamy juZ budow~ przedmiotu intencjonalnego, mozemy pre­
cyzyjnie wyrazie zasadniczlt tez~: przedmiot matematyczny stanowi zawartose 
przedmiotu intencjonalnego; Iiczby rzeczyWiste, podobnie jak Lolita, nie slt przed­
miotem intencjonalnym, lecz stanowilt zawartose przedmiotu intencjonalnego. Mate­
matyka traktuje 0 zawartosci przedmiotu intencjonalnego, historia matematyki -
o calym przedmiocie intencjonalnym. 

4.2. 0 pochodnosci. Pochodnose - przypornnijmy - zwiltzana jest z tym, ze 
przedmiot intencjonalny zaczyna istniee; odnosi si~ to do calego przedmiotu, a wi~c 
i do jego zawartosci. W konsekwencji trzeba przyjlte, ze tak jak przed rokiem 1872 
nie bylo rozprawy Dedekinda, tak tez przed tym rokiem nie bylo tego, co dzisiaj 
w matematyce uWaZane jest za liczby rzeczywiste, nie bylo przedmiotu, do ktorego 
odwolujemy si~ - wprost lub posrednio (poprzez charakterystyk~ aksjomatycznv -
majltc na uwadze liczby rzeczywiste. 

W sposob oczywisty nasuwa si~ tu pytanie: jezeli nie bylo liczb rzeczywistych, to 
czym zajmowaly si~ cale rzesze matematykow tworzltcych i rozwijajltcych rachunek 
rozniczkowy i calkowy? Bye moze jednak proponowany opis wyda si~ mniej para­
doksalny, gdy przypomn~, ze jeszcze w XVIII w. nie dysponowano podstawowlt dla 
analizy matematycznej defmicjlt - definicjlt granicy (granicy w dzisiejszym rozu­
mieniu). Rachunek rozniczkowy i calkowy powstal jako technika rozwiltzywania pro­
blemow z zakresu fizyki i geometrii: wyznaczenie pr~dkosci, maksimow i minimow, 
wyznaczanie stycznych, obliczanie dlugosci krzywych, pol powierzchni oraz obj~to­
sci. Z czasem zakres zagadnieiJ. powi~kszal si~ . Matematycy poslugiwali si~ pochod­
nymi i calkami, operowali szeregami, rozwiltzywali rownania rozniczkowe, znali za­
lemose mi~dzy rozniczkowaniem i calkowaniem. Skutecznose tych technik nie szla w 
parze z ich wyjasnieniem. Przywolywane w uzasadnieniach nieskonczenie male, f1uk­
sje, rozniczki kryly w sobie niejasne intuicje geometryczne lub dynamiczne i nie wy­
trzymywaly owczesnej krytyki. Dopiero Cauchy podal definicj~ granicy wolnlt od 
geometrycznych odniesieiJ., w ktorej granica jest rozumiana jako liczba, w ktorej gra­
nica jest poj~ciem arytmetycznym. Aby poslugiwae si~ poj~ciem granicy, trzeba bylo 
zatem dysponowae poj~ciem liczby. Dlatego wlasnie w drugiej polowie XIX w. wielu 
matematykow szukalo definicji liczby - liczby niewymiemej . Dla wi~kszosci kieru­
nek poszukiwail wytyczyla definicja Cauchy' ego orzekajltca, ze liczby niewymieme 
to granice ci~ow Iiczb wymiemych. Rozumujltc w podobny sposob Heine, Meray, 
Cantor doszli do tego, ze za iiczb~, ktora rna bye graniclt ci~ nalezy uznae po pro­
stu sam ow ci~. Kulminacjlt tego myslenia jest konstrukcja Cantora. Dedekind nato­
rniast do poj~cia liczby rzeczywistej doszedl poprzez refleksj~ nad "istotlt ci~losci" . 

Fakty te slt znane. (Boyer 1964; Kline 1972; Edwards 1979). Chcialbym natomiast 
zwrocie uwag~ na jeszcze jeden aspekt tej historii . 
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Dlaczego akurat prace Dedekinda i Cantora zostaly wyr6znione przez nastc:;pne 
pokolenia? Ot6z w historii, kt6rej zwienczeniem Sl\. owe prace, idzie 0 cos wic:;cej niz 
tylko 0 wypracowanie pojc:;cia liczby rzeczywistej, idzie mianowicie 0 stworzenie ta­
kiego systemu liczbowego, w kt6rym mozna uzasadnic techniki rachunku r6zniczko­
wego. Cantor i Dedekind podali nie tylko okreslenie ciala liczb rzeczywistych, ale 
przede wszystkim metody uzupelniania ciala liczb wymiemych do ciala, w kt6rym 
mozna rozwijac rachunek r6zniczkowy. W konstrukcjach Cantora i Dedekinda nie 
widzc:; zatem "odkrycia" jakiegos obiektu, widzc:; natomiast r6zne metody rozwil\.zania 
jednego i tego sarnego problemu: metody zbudowania systemu liczbowego (rozsze­
rzenia ciala liczb wymiemych), kt6ry bc:;dzie podstawl\. dla istniejl\.cego juz gmachu 
analizy matematycznej. W latach 60-tych XX w. Abraham Robinson pokazal, ze 
mozliwe jest tez inne rozwil\.zanie. W analizie niestandardowej pokazuje sic:;, ze pro­
blem ten - problem arytmetycznych podstaw rachunku r6zniczkowego - mozna 
rozwil\.zac opierajl\.c analizc:; nie na pojc:;ciu granicy, lecz na pojc:;ciu wielkosci nie­
skonczenie malej, a odpowiednim systemem liczbowym jest w6wczas system liczb 
hiperrealnych, kt6ry nie jest izomorficzny z liczbami rzeczywistymi (Robinson 1966; 
Capinski, Cutland 1995; Goldblatt 1998). 

4.3 . Schematycznosc. Wystc:;pujl\.cy w zawartosci przedrniotu intencjonalnego 
przedrniot matematyczny nie rna domniemanego sposobu istnienia. To sprawia, ze 
musimy odpowiedziec na pytanie: jak rozumiec wlasnosc przedrniotu matematyczne­
gO?4 Nie znajdujl\.c podstaw dla jakichS arbitralnych ograniczen, przyjmujc:; jak naj­
bardziej liberalne stanowisko: 0 przedmiocie matematycznym mozna orzekac wszyst­
ko to, co jest orzekane w teoriach matematycznych. Kilka przykladowych wlasnosci 
liczb rzeczywistych: liczb algebraicznych jest przeliczalnie wiele, cialo liczb rzeczy­
wistych nie jest algebraicznie domknic:;te, przedzialy Sl\. jedynymi podzbiorami sp6j­
nymi w R (w topologii zadanej przez porzl\.dek), istniejl\. funkcje rzeczywiste nieci/t­
gle (oposite Brouwer5

), czy og6lniej, sarno pojc<cie granicy odslania szereg wlasnosci 
odr6zniaj/tcych liczby rzeczywiste od cia!, w kt6rych mozna rozwijac rachunek r6z­
niczkowy, np. istniejl\. funkcje rzeczywiste r6zniczkowalne nie posiadajl\.ce drugiej 
pochodnej, funkcje zespolone natomiast jezeli majl\. pierwszl\. pochodnl\. (w odpo­
wiednio zdefiniowanym obszarze), to majl\. (w tym obszarze) wszystkie nastc<pne po­
chodne. 

M6wil\.c og6lnie, ka:i:da wlasnosc jest wlasnoscil\. w ramach pewnej teorii i nie rna 
wlasnosci poza teoril\., sam przedmiot natomiast - liczby rzeczywiste - jest ponad 
poszczeg6lnymi teoriami . M6wil\.c metaforycznie, liczby rzeczywiste umieszczane Sl\. 

4 Jest to czysto ontologiczna kwestia zwill.zana z poj,<ciem przedmiotu intencjonalnego. Uza­
sadnienie tego przejscia przedstawiam w pracach: (Blaszczyk 2003) oraz 0 sposobie istnienia liczb 
rzeczywistych, maszynopis. 

5 W intuicjonistycznej teorii funkcji rzeczywistych, tj . funkcji okreslonych na continuum 
Brouwera, jest tak, i:e funkcja okreslona na przedziale domkni,<tym jest jednostajnie cill.gla. (Hey­
ting 1956, roz. III ; Fraenkel et al. 1973, roz. IV, § 6) 
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w roznych teoriach matematycznych niczym substancja w probowkach z roznymi od­
czynnikami, a w rezultacie poznajemy ich rozne wlasnosci. 6 

Do tego, co zostalo wyzej powiedziane, dodajmy jeszcze jeden warunek: do teorii 
matematycznej zaliczane Sq przyjmowane srodki badawcze, a wil(c np. to, ze teoria 
dopuszcza jedynie definicje predykatywne (vide analiza matematyczna Hermana 
Weyla z Das Kontinuum), ze przyjmuje logikl( pierwszego lub drugiego rZl(du.7 

Wsrod teorii mamy zatem true teorie sformalizowane, ktore stwarzajq wyjqtko­
wo sterylne warunki. Podam dwa przyklady wtasnosci zwiqzanych z teoriami sfor­
malizowanymi. 

(1) W ZF (teoria mnogosci Zermelo-Fraenkla) + AC (aksjomat wyboru) istniejq 
podzbiory R niemierzalne w sensie miary Lebesgue'a; (1') w teorii ZF+AD (aksjomat 
determinacji) ka:i:dy podzbior Rjest mierzalny w sensie miary Lebesgue'a.8 

(2) W ZF+AC ciqglosc funkcji w sensie Cauchy' ego (CC) jest rownowa:i:na ciq-
glosci w sensie Heinego (HC); (2') w ZF warunki te nie Sq rownowazne: implikacja 
HC ~ CC nie da sil( udowodnic.9 

Przyjmujqc powyzsze rozumienie wlasnosci i pamil(tajqc, ze wlasnosc odslania 
sil( zawsze w ramach pewnej teorii, mozna wskazac miejsca niedookreslenia upo­
rZqdkowanego ciala liczb rzeczywistych: otoz miejsca niedookreslenia wiqzl( ze zda­
niami niezaleznymi. Przyklady. 

(1) Przyjmujqc, ze rozwa:i:amy zbior R w teorii mnogosci ZF+AC (z logikq pierw­
szego rZl(du) mozemy spytac, gdzie plasuje sil( moc tego zbioru w hierarchii alefow 
(tj. liczb kardynalnych dobrze uporzqdkowanych), lub inaczej: jak du:i:e jest continu­
um. I tu natrafiamy na miejsce niedookreslenia. Z niezaleznosci hipotezy continuum 
wynika, ze w ramach tej teorii nie rna pozytywnej odpowiedzi na to pytanie, tj . nie 
mozna pokazac, ktoremu alefowi jest rowna liczba kardynalna 2~o. 

(2) Przyjmujqc, ze rozwazamy zbior uporzqdkowany (R, <) mozna spytac, czy 
zbior ten rna nastl(pujqCq wlasnosc: (R, <) jest izomorficzny z kaZdym zbiorem upo­
rZqdkowanym X takim, ze X jest uporzqdkowany w sposob ciqgly (tj. zaden jego 
przekroj wlasciwy nie wyznacza luki), nie posiada elementu pierwszego ani ostatnie­
go, w ktorym ka:i:da rodzina przedzialow parami rozlqcznych jest co najwyzej przeli­
czalna. Pozytywna odpowiedz na to pytanie nazywa sil( hipotezq Suslina. Hipoteza 
Suslina jest zdaniem niezaleznym teorii mnogosci ZF+AC, a stqd wynika, ze w ra-

6 Oczywiscie moze bye tez tak, ze badane s~jedynie wybrane aspekty liczb rzeczywistych, np. 
sam zbior R, zbior upor~dkowany (R, <), czy cialo (R, +, .). 

7 W pracy (Grzegorczyk 1954), precyzuj~c idee Weyla z Das KontinulIm, pokazano, ktore 
twierdzenia klasycznej analizy matematycznej mozna otrzymae, gdy dopuszczone zostan~ jedynie 
definicje elementarne, tj . takie, w ktorych kwantyfikatory wi~zll zmienne przebiegajllce zbior liczb 
calkowitych. Jest tei: wiele innych prob zbudowania analizy matematycznej przy ograniczonych, 
w stosunku do analizy klasycznej, srodkach dowodowych. (Fraenkel et al. 1973, roz. IV, § 6). 

8 Zob. (Mycielski, Swierczkowski 1964). 
9 Zob. (Jeagerman 1962). 
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mach tej teorii nie mozna wykazae, ze liczby rzeczywiste majlt t~ wlasnose i nie moz­
na tez wykazac, ze nie majlt tej wlasnosci.1O 

5. Powiedzialem wczesniej, ze dzisiejsze prace traktujltce 0 liczbach rzeczywi­
stych, czy wykorzystujltce liczby rzeczywiste odwolujlt si~ do konstrukcji Dedekinda, 
a przeciez wiadomo, ze nie jest to jedyna konstrukcja liczb rzeczywistych funkcjo­
nujltca w matematyce. Nawet bardziej populama jest konstrukcja zarysowana przez 
Georga Cantora w pracach Ober die Ausdehnung eines Satz aus der Theorie der 
trigonometrische Reihen oraz Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsleh­
reo J J Konstrukcjlt Cantora nazywana jest obecnie konstrukcja, w ktorej zbior R deft­
niowany jest jako zbior ilorazowy C/"", gdzie C oznacza zbior ci~ow 1iczb wyrnier­
nych spelniajltcych warunek Cauchy' ego, natomiast "" to relacja: (an) "" (bn) wtw 
limn __ (an - bn) "" O. W zbiorze tym zdefiniowane sit dodawanie, rnnozenie oraz po­
rzltdek tak, ze powstaje cialo uporzltdkowane. Cialo to jest zupelne w tym sensie, ze 
kazdy ci~ liczb rzeczywistych spelniajltcych warunek Cauchy' ego jest zbiezny do 
pewnej liczby rzeczywistej. 

Naturalne jest pytanie: jaki zwiltzek zachodzi mi~dzy konstrukcjami Cantora 
i Dedekinda? 

Odpowiedz jest nast~pujltca: z punktu widzenia ontologii Ingardena Stetigkeit 
und irrationale Zahlen oraz prace Cantora wyznaczajlt dwa rome przedmioty inten­
cjonalne. Z punktu widzenia ontologii Ingardena, rome przedmioty intencjonalne majlt 
rozne zawartosci . Czym zatem roznilt si~ te konstrukcje? Wska:i:~ trzy roznice. 

(\) Ciala skonstruowane przez Cantora i Dedekinda sit oczywiscie izomorficzne, 
ale izomorfizm pomija natur~ elementow cial, pomija to z czego i jak zostaly skon­
struowane, to zas naleZy do zawartosci odpowiednich przedmiotow intencjonalnych. 
W konstrukcji Dedekinda liczba rzeczywista jest parlt podzbiorow zbioru liczb wy­
miemych, w konstrukcji Cantora - zbiorem ci~ow Cauchy'ego (klaslt abstrakcji 
wyznaczonlt przez pewien ci~). 

(2) W konstrukcji Dedekinda decydujltclt wlasnosciltjest ci~losc, w konstrukcji 
Cantora - zupelnose. Sit to rozne wlasnosci. Ci~lose w sensie Dedekinda jest cha­
rakterystyklt porzltdku liniowego, zupelnose (w tym konkretnym znaczeniu) charakte­
ryzuje przestrzenie metryczne. I nawet wtedy, gdy wlasnosci te sit rozpatrywane jako 
wlasnosci ciala uporzltdkowanego nie sit one rownowa:i:ne: aby otrzymae rownowaZ­
nose (w ramach teorii ciala uporZ/tdkowanego) do zupelnosci nalezy dodac jeszcze 
aksjomat Archimedesa (Blaszczyk 200?, § 3.3.). 

10 Powil\.zanie zdan niezaleznych z miejscami niedookreslenia przedmiotu intencjonalnego 
omawiam w pracy 0 sposobie istnienia Iiczb rzeczywistych, maszynopis. 

J J Poza konstrukcjami Cantora i Dedekinda Sl\. tez oczywiscie inne konstrukcje liczb rzeczywi­

stych. lednakZe w wykladach rachunku rozniczkowego zazwyczaj wykorzystuje si", jednl\. z tych 
dwoch konstrukcji. 



o przedmiocie matematycznym 15 

(3) I najwazniejsze. Konstrukcje te rozni1\. sil\! metod1\.. Metoda przekrojow Dede­
kinda przedstawiana jest obecnie jako uzupelnienie porz1\.dku liniowego do porz1\.dku 
ci1l.glego. Metoda Cantora przedstawiana jest jako metoda uzupetniania przestrzeni 
metrycznej do przestrzeni zupelnej. Jezeli zas zobaczymy w tej konstrukcji strukturl\! 
ilorazow1l., to jej moc - jesli wolno tak powiedziec - jest nie do przecenienia. 12 

6. Dla uwyraznienia prezentowanego stanowiska skomentujl\! jeszcze wypowiedz 
jak1\. Azriel Levy, specjalista w dziedzinie podstaw matematyki, zamiescil w ksi1\.zce 
Basic Set Theory, we wstl\!pnie do rozdziaru Real Spaces: 

[ ... J liczbc; - I zdefiniujemy jako zbi6r (0, I). Nie znaczy to jednak, ze - I jest w rzeczywistosci 
(0,1), tak jak para (X,y) Die jest w rzeczywistosci zbiorem {{x},{x,y}}, a funkcja Die jest 
w rzeczywistosci zbiorem par uporz~dkowanych. Przedmioty matematyczne s~ charakteryzo­
wane przez swoje cechy istotne, nie zas przez ' substancje, z kt6rych s~ zrobione' . Wobec tego 
liczby catkowite, wzic;te z ich operacjami arytmetycznymi, to w rzeczywistosci pewien pier­
scien calkowity posiadaj~cy okreslone wlasnosci algebraiczne. Wlasnosci te charakteryzuj~ 6w 
pierscien z dokladnosci~ do izomorfizmu, tj . ka:i:de dwa pierscienie calkowite posiadaj~ce te 
cechy s~ izomorficzne. Wa:i:ne jest, aby wiedziee, i taki jest cel definicji, kt6re podamy, ie 
' idealne' zbiory liczb calkowitych, wymiernych i rzeczywistych oraz dzialania arytmetyczne 
i relacje okreslone na nich, mog~ bye otrzymane w pewien spos6b jako zbiory teorii mnogosci, 
ale gdy juz s~ dane i gdy ich istotDe wlasDosci zostan~ wykazane, pomijamy to, jak zostaly one 
otrzymane (Levy 1979, s. 217, podkreslenia - P.B.). 

6.1. Zwrot, ze liczba "nie jest w rzeczywistosci . .. " - dopowiedzmy: klas1\. abs­
trakcji, czy przekrojem - sugeruje, ze jest czyms innym. Otoz twierdz\), ze nie rna 
nic poza owymi przedstawieniami, nie rna zadnych "idealnych" - czy to w cudzy­
slowie, czy tez bez cudzyslowu - liczb rzeczywistych. 

6.2. Wezmy teraz zdanie: "gdy ich istotne wlasnosci zostan1\. wykazane, pomija­
my to, jak zostaly one otrzymane". Mowi1\.c 0 "istotnych wlasnosciach" Levy rna na 
uwadze aksjomatyczn1\. charakterystykl\! ciala uporz1\.dkowanego liczb rzeczywistych, 
co sugeruje wyroznion1\. pozycj\) ujl\!cia aksjomatycznego. 13 W podejsciu aksjoma­
tycznym k1uczowe jest twierdzenie 0 kategorycznosci, orzekaj1\.ce, ze istnieje jedno, 

12 Slynny parakoks wielorakiej redukcji liczb naturalnych (Benaceraff 1964) zostal przeformu­
lowany i przeniesiony na liczby rzeczywiste przez Pennelopc; Maddy (Maddy 1992, rozdz. 3). 
W swoim rozwi~zaniu Maddy kieruje siC; przekonaniem, ze musi istniee jakis jeden przedmiot, jed­
na wlasnose, do kt6rej odnosz~ siC; konstrukcje Cantora i Dedekinda (Blaszczyk 200?). Rozumowa­
nie przedstawione w punkcie 5. pokazuje, ze mozna rozwi~zac paradoks Benaceraffa w wersji dla 
Iiczb rzeczywistych bez przywolywania obiektu transcenduj~cego konkretne konstrukcje. To zas, ie 
mamy w6wczas wiele liczb rzeczywistych - powiedzmy: liczby rzeczywiste Cantora i Iiczby rze­
czywiste Dedekinda - naleZy traktowae tak sarno jak to, ze mamy wiele dowod6w tego samego 
twierdzenia, np. twierdzenia 0 kategorycznosci aksjomatyki liczb rzeczywistych. 

13 PierwsZ<\, 0 ile nam wiadomo, aksjomatyczn~ charakterystykc; liczb rzeczywistych podal Da­
wid Hilbert w artykule (Hilbert 1900). W pierwszym akapicie tej pracy znajdujemy bezposrednie 
odwolanie do prac (Cantor 1872) i (Dedekind 1872). Ten prosty fakt zasluguje naszym zdaniem na 
odrc;bne opracQwanie. 
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z doldadnosciil do izomorfizmu, cialo uporzildkowane spelniajilce aksjomaty: . .. . 
W tym miejscu nalezaloby wpisac ktorys uklad aksjomatow, a jak wiadomo, jest ich 
wiele. Wszystkie one podpadajil pod schemat: aksjomaty ciala uporzildkowanego + 
aksjomat ci~losci (ci~losc porzildku) lub warunek rownowazny mu (Cohen, Ehrlich 
1963, rozdz. 5.). 

Otoz uj~cie aksjomatyczne w dwojaki sposob jest zalezne do konstrukcji Cantora 
lub Dedekinda.14 

(I) Ujmuje liczby rzeczywiste jako cialo uporzildkowane, co jest charaktery­
styczne i dla konstrukcji Cantora, i dla konstrukcji Dedekinda. Ale bynajrnniej nie 
jest to jedyne mozliwe uj~cie liczb rzeczywistych. Twierdzenie Pontriagina daje cha­
rakterystyk~ topologiczno-algebraicznil: liczby rzeczywiste sil cialem topologicznym 
ci~lym, spojnym, lokalnie zwartym.15 

(2) Dowod twierdzenia 0 kategorycznosci jest zwykle tak prowadzony: dane Sil 
dwa ciala F i FI spelniajilce ustalone aksjomaty, zawierajil one izomorficzne ciala 
ulamkow, odpowiednio Q i QJ, naturalny izomorfizm mit<dzy Q i QI jest rozszerzany 
do izomorfizmu mit<dzy F i FJ, a rozszerzanie to jest wzorowane na uzupelnianiu 
ciala liczb wymiernych alba metodil Cantora, za pomocil ci!lgow Cauchy'ego, alba 
metodil przekrojow Dedekinda. 

6.3. Powiedzialem wczesniej, ze problem, przed ktorym stan~li Dedekind i Can­
tor uzasadnial kierunek uzupelniania, tj. dodawanie nowych elementow do ciala liczb 
wymiernych. Ale Dedekind i Cantor rue tylko rozszerzyli cialo liczb wymiernych, 
sprawdzili tez, ze ponowne zastosowanie ich metody do nowego, tj. uzupelnionego 
ciala, nie stwarza juz nowych liczb: struktura stworzona przez Dedekinda okazala si~ 
ci!lgla, struktura stworzona przez Cantora okazala sit< zupelna, to zas wystarcza juz 
do rozwijania rachunku rozniczkowego. W tym sensie ustalenie arytmetycznych pod­
staw rachunku rozniczkowego wyznacza kierunek rozszerzenia ciala liczb wymier­
nych oraz etap, na ktorym w owym rozszerzaniu mozna poprzestac. 

Jezeli zniesiemy punkt odniesienia, jakim jest ustalenie arytmetycznych podstaw 
rachunku rozniczkowego i calkowego, to gubimy kierunek uzupelnienia, a tahe nie 
wiemy dlaczego w uzupelnianiu mozna poprzestac na takim, a rue innym etapie. Nie 
jest przeciez tak, ze ciala liczb wymiernych nie mozna rozszerzac w innym kierunku 
i nie jest tez tak, ze liczb rzeczywistych nie mozna rozszerzac dalej . Mozna przyjilc 
na przyklad algebraiczny punkt widzenia i za cel uznac domknit<tosc algebraicznil 
ciala wyjsciowego, tj. ciala liczb wymiernych. Wowczas uzupelnienie Cantora, czy 
Dedekinda nie jest wystarczajilce i liczby rzeczywiste naleZy rozszerzac dalej, jak 

14 W tym miejscu zaleznosc nie rna technicznego znaczenia, jakie zostalo przedstawione w pkt. 
2.3. 

15 Scisle rzecz biorltc w twierdzeniu Pontriagina jest powiedziane, ze Slt trzy ciala spelniajltce 
podane warunki : liczby rzeczywiste, liczby zespolone i cialo kwaternion6w. Wyr6znienie w tej tr6j­
ce liczb rzeczywistych nie stanowi problemu, mozna np. dodac warunek okreslajllCY wymiar topo­
logiczny (Pontriagin 1961 , rozdz. IV). 
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wiadomo, do ciala liczb zespolonych.'6 A nawet jezeli celem rozszerzenia ciala liczb 
wymiemych jest ustalenie podstaw rachunku rozniczkowego, a jednoczesnie za poj,<­
cie podstawowe przyj,<te ZOStan!l wielkosci nieskonczenie male, a nie poj,<cie granicy, 
to liczby rzeczywiste nalezy rozszerzae dalej - do struktury liczb hiperrealnych. 
Struktura ta tez moze bye opisana aksjomatycznie, ale i ta aksjomatyka, podobnie jak 
aksjomatyka liczb rzeczywistych, jest zalezna od istniej!lcej juz konstrukcji. 
(Capinski, Cutland 1995, Appendix) 

Rozszerzaj!lc cialo liczb wymiemych trzeba wiedziee, po co jest one rozszerzane. 
Podejscie czysto aksjomatyczne sarno z siebie nie generuje kierunku rozszerzenia. 
Dedekind i Cantor wiedzieli, po co stwarzajq liczby rzeczywiste. Abraham Robinson 
wiedzial, po co stwarza liczby hiperrealne. Sens tym konstrukcjom nadaje rachunek 
rozniczkowy i calkowy. 

7-. Na zakonczenie chcialbym powiedziee, dlaczego uwagi 0 przedmiocie mate­
matycznym przedstawiam w ramach sesji poswi,<conej filozofii Karla R. Poppera. 
Otoz w ksi!lzce The Mathematical Experience Philip J. Davis i Reuben Hersh rozwi­
jaj!l filozofi,< matematyki inspirowan!l prac!llrnre Lakatosa Proof and Refotations. 
Wiele polemicznych uwag kieruj!l oni przeciwko platonizmowi i forrnalizmowi , 
w szczeg6lnosci odrzucaj!l mysl, ze przedmioty matematyczne istniej!l obiektywnie, 
gdzies poza czasem i przestrzeni!l, odrzucaj!l tez mysl, ze matematyka jest pozbawio­
na jakiegokolwiek przedrniotowego odniesienia. Gdy zas relacjonuj!l prac,< Lakatosa 
przyznaj!l, ze nie udale im si,< rozwi!lzae jednego z wazniejszych problemow - tego 
mianowicie, ktory zwi!lzany jest z pytaniem: "Czym s!l 'obiekty' nieformalnych teorii 
matematycznych? Kiedy mowimy 0 liczbach czy trojk!ltach niezaleznie od jakiego­
kolwiek ukladu aksjomatow i definicji , 0 jakich rodzajach wielkosci mowimy?" 
(Davis, Hersh 1994, s. 307). 

Dlaczego pytanie to jest wa:i:ne dla Davisa i Hersha? Pisz!l oni: 

Lakatos utrzymuje, ze nieformalna matematyka jest nauk~ w sensie Poppera, ze rozwija si~ 
w proces ie narastaj~cego krytycyzmu, wydelikacania teorii oraz wysuwania teorii nowych 
i konkurencyjnych (inaczej niz to sugeruje dedukcyjna postac matematyki sformalizowanej). 
Jednakze w naukach przyrodniczych doktryna Poppera zalezy od obiektywnego istnienia swiata 
przyrody. Poszczeg6lne stwierdzenia czasoprzestrzenne, takie jak "woltomierz pokazuje 3,2" 
dostarczaj~ test6w, przez kt6re teorie naukowe s~ krytykowane i czasem odrzucane. Zeby po­
sluZyc si~ zargonem Poppera, te "podstawowe stwierdzenia" s~ "potencjalnymi falsyfikatora­
mi". Jesli matematyka nieformalna zostaje zr6wnana z naukami przyrodniczymi, musimy zlo­
kalizowac jej obiekty. Jakie s~ "podstawowe stwierdzenia" przedmiotu dostarczaj~ce poten­
cjalnych falsyfikator6w dla nieformalnych teorii matematycznych? Pytanie to nie jest nawet 
w Proof and Refutations postawione, ajednakjest to pytanie gl6wne i trzeba s i~ z nim uporac, 

16 W przykladzie tym rozszerzane jest cialo (R, +, -). Ale oczywiscie i uporz~dkowane cialo 
liczb rzeczywistych mozna rozszerzac, np. do (niearchimedesowego) ciala funkcji wymiernych 
o wsp61czynnikach rzeczywistych. 
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jesli sil; chce p6jsc dalej w konstruowaniu omylnosciowej czy niedogmatycznej epistemologii 
matematyki (Davis, Hersh 1994, s. 305-306). 

S'ldz~, ze koncepcja przedmiotu matematycznego jako przedmiotu intencjonalne­
go moglaby bye wykorzystana w takiej - mowi'l.c ogolnie - Popperowskiej filozofii 
matematyki . 
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