CIAGLOSC I LICZBY
RZECZYWISTE:
EUDOXOS - DEDEKIND - CONWAY



Uniwersytet

Komisji Edukacji Narodowej
w Krakowie

Prace Monograficzne 1284



Piotr Btaszczyk

CIAGLOSC I LICZBY

RZECZYWISTE:
EUDOXOS - DEDEKIND - CONWAY

=WN-UKEN

KKKKKKKKKK



Przygotowane w ramach realizacji grantu:
Nieskoriczonosé i nieskonczenie mate NCN 2018/31/B/HS1/03896

Recenzenci:
prof. dr hab. Krzysztof Wojtowicz, Uniwersytet Warszawski
dr hab. Piotr Lukowski, prof. Uniwersytetu Jagielloniskiego

© Copyright by Piotr Blaszczyk, Krakow 2025
© Copyright by Wydawnictwo Naukowe UKEN, Krakéw 2025

Redaktor prowadzacy — Dariusz Niezgoda

Redakcja i korekta — Malgorzata Miller

Skiad, opracowanie typograficzne, diagramy — Anna Petiurenko
Projekt oktadki — Katarzyna Kopanska

ISSN 2450-7865

ISBN 978-83-68487-30-5
e-ISBN 978-83-68487-31-2
DOI 10.24917/9788368487305

Wydawnictwo Naukowe UKEN
30-084 Krakdéw, ul. Podchorazych 2
tel./faks 12 662-63-83, tel. 12 662-67-56
e-mail: wydawnictwo@uken.krakow.pl

Zapraszamy na strone internetowa:
https://wydawnictwo.uken.krakow.pl



Spis tresci

WSTEP

SO =~ W N

Ciato uporzadkowane . . . . . . . ... ...
Ciggtos¢ . . . . . . . .. oL
Technika matematyczna . . . . .. ... ..
Cialo uporzadkowane i geometria . . . . . .
Ciagtos¢ i ciata niearchimedesowe . . . . . .
Shapiro, Hellman, Historia ciggtosci

z perspektywy filozoficznej © matematycznej .

Rozdziat | Starozytna Grecja

N O O == W NN

Elementy. Historia tekstu. . . . . .. .. ..
Proporcja w ogélnym planie Elementow . . .
Podstawy geometrii Euklidesa . . . . . . ..
Teoria proporcji z Ksiegi V. Elementow . . .
Archimedes, O mierzeniu kota . . . . . . . .
Heron, Metrika . . . . . . . . . .. .. ...

Ptolemeusz, Almagest . . . . . . . ... ...

Rozdziat Il Ciata uporzadkowane

1

Cialo uporzadkowane. Podstawowe wtasnosci

13
15
17
22
24

26

37
39
42
46
ol
5
90
95

113



SPIS TRESCI

2 Rozszerzenia . . . . . . . . .. ... ... .. ... .. 122
3 Grundlagen der Geometrie . . . . . . . . . . .. ... 135
Rozdziat 11l Kartezjusz 147
1 Kartezjusz, Geometria, 1637 . . . . . . . . . . .. .. 149
2 Arytmetyka odcinkéw . . ..o o000 150
3 Twierdzenie Pitagorasa . . . . . . . . ... ... ... 159
4 Zagadnienie Pappusa . . . . . . .. ... 163
) Wielkosci, liczby, quantity vs ciato uporzadkowane . . 170
Rozdziat IV Newton 173
1 Newton, De Analysi, 1711 . . . . . . . . . ... ... 175
2 Wprowadzenie do interpretacji . . . . . . ... .. .. 178
3 De Analysi. Niepodzielne i momenty . . . . . .. .. 188
4 De Analysi. Momenty tuku . . . . . .. ... ... .. 199
5  De Analysi. Momenty pola . . . . .. ... ... ... 203
6  De Analysi. Dowéd Reguty I . . . . . ... ... ... 207
7 Podstawy analizy niestandardowej . . . . . . . . . .. 210
8 Interpretacja Reguty I . . . . . . ... ... ... .. 219
9 Uwagi koncowe . . . . . ... ... ... . ... ... 228
10 De Analysi vs klasyczna analiza . . . . . .. ... .. 229
Rozdziat V Euler 235
1 Euler, Wstep do analizy nieskoniczonosci, 1748 . . . . 237

2 Nieskonczenie mate i nieskonczenie duze
w Institutiones calculi differentialis . . . . . . . . .. 248
3 Interpretacja dowodu Eulera . . . . . . .. ... ... 257
Rozdziat VI Ciggtos¢ 259
1 Zupetlnosé w sensie Dedekinda . . . . . . .. ... L. 262
2 Analiza niestandardowa . . . . . ... ... ... .. 271

3 Zupeto$¢ w sensie Cauchy’ego . . . . .. .. .. .. 281



Rozdziat VII Rok 1872
1 Heine, Elementy teorii funkcji, 1872 . . . . . . . . ..
2 Cantor, O rozszerzeniu pewnego twierdzenia
z teorii szeregow trygonometrycznych, 1872 . . . . .
3 Dedekind, Ciggtosé i liczby niewymierne, 1872 . . . .
4 Poréwnania . . . . . ... ... oL

Rozdziat VIII Od wielkoSci do aksjomatéw

Holder, Aksjomaty wielkosci i teoria miary, 1901 . . .
Stolz, Du Bois-Reymond, Weber . . . . . . . ... ..
Hilbert, O pojeciu liczby, 1900 . . . . . . . . . . . ..
Huntington, Zupetny system aksjomatow teorii

N R

absolutnych wielkosci ciggtych, 1902 . . . . . . . . ..

Rozdziat IX Nowe konstrukcje
1 Weber, Podrecznik algebry, 1895 . . . . . . . . . . ..
2 Wiek XX . ..o

Rozdziat X Artin, Schreier, Pontriagin, Conway
1 Artin, Schreier, Algebraiczna konstrukcja
ciatl rzeczywistych, 1926 . . . . .. ..o oL
2 Pontriagin, O ciatach algebraicznych ciggtych, 1932
3 Liczby Conwaya . . . . . . . .. .. ... ... ....

Zakonczenie Eudoxos, Dedekind, Conway

BIBLIOGRAFIA

285
290

305
316
335

347
351
356
361

363

365
368
377

387

389

. 396

403

431

437






WSTEP






Ciaglosé jest podstawowym pojeciem klasycznego rachunku roz-
niczkowego. Ciaglos¢ liczb rzeczywistych stanowi rowniez punkt od-
niesienia dla nieklasycznych wersji rachunku rézniczkowego opartych
albo na rozszerzeniu ciata liczb rzeczywistych, albo na ogranicze-
niu srodkéw logicznych. Na przykiad analiza niestandardowa oraz
analiza oparta na liczbach Conwaya rozwijaja rachunek rézniczkowy
w ciatach niearchimedesowych. Natomiast teorie odrzucajace prawo
trychotomii, takie jak infinitesimal smooth analysis Johna Bella czy
analiza konstruktywna Douglasa Bridgesa, przedstawiaja ciggltos¢
jako modyfikacje zupelosci w sensie Dedekinda lub Cauchy’ego.

Filozoficzne koncepcje ciggtoéci przyjmuja za punkt odniesienia
konstrukcje liczb rzeczywistych Cantora i Dedekinda i koncentruja
sie na dychotomii ciggte—dyskretne.

W przedktadanej ksigzce badamy ciagtosé, biorac pod uwage kon-
strukcje i aksjomaty liczb rzeczywistych, a nastepnie ciata niearchi-
medesowe oraz teorie poprzedzajace pierwsze konstrukcje liczb rze-
czywistych, gtéwnie grecka teorie proporcji oraz geometrie Karte-
zjusza. Pokazujemy, ze pojecie ciata uporzadkowanego daje klucz do
nowego spojrzenia na zwiazek miedzy liczbami rzeczywistymi a cig-
gloscia, zwlaszceza ze prawo trychotomii zwigzane z koncepcja ciata
uporzadkowanego jest podstawows reguta matematyki greckiej, no-
wozytnej i wspotczesnej. W badaniach ciagtosci uwzgledniamy wiec
rozne struktury klasycznej matematyki zwigzane z rachunkiem roz-
niczkowym oraz rézne struktury znane z historii, ktére miaty wpltyw
na rozwoj rachunku rézniczkowego; perspektywa ta obejmuje takze
struktury dyskretne w sensie porzadkowym.

W ksiazce czesto przywotujemy liczby hiperrealne, dlatego juz
w tym miejscu warto zaznaczy¢, czym nasze podejscie rézni sie od
stanowiska autorow, ktérzy, znajac analize niestandardows, odnosza
sie do historii i filozofii matematyki.
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Abraham Robinson, majac na uwadze réznice miedzy aksjoma-
tem Archimedesa w jezyku pierwszego i drugiego rzedu, tak pisze
o matematyce w czasach Leibniza: ,w owym czasie nie bylo jezyka
formalnego, ktory by umozliwial precyzyjne wyrazenie i odréznienie
praw, ktore stosuja si¢ do liczb skonczonych oraz systeméw rozsze-
rzonych zawierajacych tez liczby nieskoniczenie mate i nieskonczenie
duze”! W pracy pokazujemy, ze odpowiednie reguty istnialy, cho-
ciaz nie bylo jezyka formalnego w dzisiejszym rozumieniu. Newton
traktowal wielkosci skonczone jako jeden rodzaj, nieskonczenie mate
jako inny rodzaj i poréwnywal stosunki wielkosci tego samego ro-
dzaju w ramach euklidesowej teorii proporcji. Wielko$ci nieskoncze-
nie mate nie spetniajg zalozen teorii wielkosci — tak jak je wspotcze-
$nie rozumiemy — w szczegdlnosdci aksjomatu Archimedesa, niemniej
Newton stosowat do niech teori¢ proporcji, a nastepnie reguty ciata
uporzadkowanego.

Euler zanurzyt wielkosci skonczone, nieskonczenie mate i nieskon-
czenie duze w jednej strukturze i odpowiednie formuty przeksztal-
cal zgodnie z regutami ciata uporzadkowanego. W odréznieniu od
Newtona i Leibniza stosowat prawo: odwrotnosé nieskonczenie matej
jest nieskonczenie duza oraz odwrotnos¢ nieskoniczenie duzej jest nie-
skonczenie mata. Fakt, ze przyjmowal wielkosci nieskonczenie mate,
oznacza, iz rozwijal rachunek rézniczkowy w ciele niearchimedeso-
wym.

Bell natomiast tak pisze: ,w latach 60. XX wieku Abraham Ro-
binson, stosujac techniki logiki matematycznej, stworzyt analize nie-
standardowa, ktora rozszerza analize matematyczna, obejmujac wiel-
kosci nieskonczenie male i nieskonczenie duze, i w ktorej obowiazuja
prawa arytmetyki liczb rzeczywistych; idea ta w istocie pochodzi od
Leibniza”.? W ksiazce pokazujemy, ze ,prawa arytmetyki liczb rze-

1 Zob. (Robinson 1966, 260).
2Zob. (Bell 2005, 7).
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czywistych” to reguty ciata uporzadkowanego, a takze iz regutly te
wywodza sie z Elementow Euklidesa i Geometrii Kartezjusza.

Robinson i Bell zauwazaja, ze nieskonczenie mate pozwalaja roz-
wija¢ rachunek rézniczkowy bez pojecia granicy, co z kolei wyjasnia,
jak mozna byto osiggnaé¢ wyniki klasycznej analizy na dtugo przed
wprowadzeniem liczb rzeczywistych. WielkoSci nieskonczenie mate
czy relacja lezy nieskonczenie blisko nie wystarcza jednak, aby wy-
jasni¢, jak Newton i Leibniz obliczali pola figur ograniczonych przez
krzywe. Historycy interpretuja te operacje poprzez catke Riemanna,
ktora jest definiowana za pomoca granicy ciggu i aksjomatu cig-
glosci. Pokazemy, ze sumowanie zwigzane z obliczaniem pol mozna
wyjadni¢ przy uzyciu sumy hiperskonczonej — operacji definiowanej
w analizie niestandardowej. Z wykorzystaniem sumy hiperskonczonej
mozna tez zinterpretowaé zasadnicze twierdzenie rachunku réznicz-
kowego udowodnione przez Newtona, a takze fundamentalne odkry-
cie Eulera zawarte w réwnaniu e*® = cosx + i sin z.

Spojrzmy pokrétee, w jaki sposéb kwestie te wigzg sie z cigglosdcia
i liczbami rzeczywistymi.

1. Ciato uporzadkowane

Dziatanie zgodne z porzadkiem liniowym wywodzi sie z geometrii
greckiej, chociaz ani dodawanie, ani zgodnos¢ z porzadkiem nie byty
wprost definiowane. W triadzie dodawanie — porzqdek liniowy — zgod-
no$c¢ z porzqdkiem oczywistym pojeciem byt porzadek liniowy, ktory
w matematyce i filozofii charakteryzowano jako przechodni i spetnia-
jacy prawo trychotomii. Niemniej zgodnos¢ porzadku z dodawaniem
tatwo zidentyfikujemy chociazby w stynnym twierdzeniu Euklidesa,
Elementy, 1.29, gdzie po raz pierwszy zastosowano aksjomat o réwno-
legtych; w Ksiedze V Elementow zgodnos$¢ porzadku z dodawaniem
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jest powszechna reguta, bo nieréwnosci sa tam przeksztalcane niemal
w kazdym twierdzeniu.?

W matematyce nowozytnej pojecie ciata uporzadkowanego lezy
u podstaw systemu Kartezjusza. Mnozenie, dzielenie i pierwiastko-
wanie odcinkéw, definiowane na pierwszych kartach La Géométrie
(1637), sa powszechnie znane. Kartezjusz wprowadza takze odcinki
ujemne (falszywe pierwiastki, jak je nazwal), a przeksztatcajac for-
muly, niejawnie stosuje reguly ciala uporzadkowanego.*

W stynnym traktacie Introductio in analysin infinitorum (1748)
Euler, podobnie jak Kartezjusz, stosuje reguty ciala uporzadkowa-
nego. Ponadto wprowadza liczby nieskonczenie mate i pokazuje, ze
odwrotnos¢ nieskonczenie matej jest nieskonczenie duza, co oznacza,
ze przeksztalca formuty w ciele niearchimedesowym.?

Jeszcze w pracach Heinego, Cantora i Dedekinda reguty ciata
uporzadkowanego byty stosowane niejawnie.5

Pod koniec XIX wieku, gdy Stolz, Weber i Holder zinterpretowali
pojecie wielkosci jako potgrupe archimedesowa. Od tego momentu
zaczeto wprost formutowaé zgodnosé porzadku z dodawaniem oraz
aksjomat Archimedesa.”

Definicje ciata uporzadkowanego wprowadzit Hilbert w zwiazku
z arytmetyka odcinkéw oraz aksjomatyka liczb rzeczywistych jed-
noczesnie w dwoch pracach: Grundlagen der Geometrie (1899) oraz
Uber den Zahlbegriff (1900). W pierwszej, przedstawiajac aksjomaty
geometrii euklidesowej, nawiazuje do systemu Euklidesa. W drugiej,
odnoszac sie do konstrukecji Cantora i Dedekinda, charakteryzuje
liczby rzeczywiste jako najwieksze ciato archimedesowe.

3 Zob. (Blaszczyk, Petiurenko 2021, 76, 55), (Blaszczyk, Mréowka 2013, 115
117).

4 Zob

5 Zob

6 Zob

" Zob

Blaszczyk 2024), (Blaszezyk, Mrowka 2015, 249).
Blaszczyk, Petiurenko 2023).
Blaszczyk, Fila 2023, §9), (Blaszezyk 2007, 21-23, 34-35).

-
- (
-
. (Blaszczyk, Fila 2020, §5-6).
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To symboliczne zestawienie ukazuje, ze wywodzaca sie z geometrii
greckiej zgodnosé porzadku z dzialaniami definiuje liczby rzeczywi-
ste — podstawowg strukture wspotczesnej matematyki. Tak jak Grecy
przeksztatcali wielkosci (odcinki, katy, figury, bryty) zgodnie z regu-
tami grupy archimedesowej, tak wspétczesnie przeksztatcamy miary
wielkosci (dtugosci, stopnie lub radiany, pola i objetosci) w arytme-
tyce liczb rzeczywistych, czyli arytmetyce najwickszego ciata archi-
medesowego.

2. Ciggtosc

Ciaglosé to obok aksjomatéw ciata uporzadkowanego druga klu-
czowa cecha liczb rzeczywistych. Metoda aksjomatyczna pozwala
zdefiniowaé liczby rzeczywiste jako ciato uporzadkowane w sposéb
ciagly, wiadomo bowiem, ze istnieje jedno (z dokladnoscia do izo-
morfizmu) takie ciato.

W XX wieku aksjomat ciggtosci byt formutowany na kilkanascie
sposobéw. W analizie rzeczywistej do dzisiaj najpopularniejsza jest
zasada supremum, w geometrii — zupetnos¢ w sensie Dedekinda, tj.
Zaden przekréj nie wyznacza luki. Obie wersje sg wyrazone w teorii
porzadku liniowego, sa réwnowazne, ale nie stanowia jednoznacznej
charakterystyki. Mozna wskaza¢ nieizomorficzne zbiory liniowo upo-
rzadkowane i zupelne w sensie Dedekinda. Dopiero zupetosé wraz
z osrodkowoscia charakteryzuja porzadek z doktadnoscig do izomor-
fizmu.

W zwiagzku z rachunkiem rézniczkowym ciagtos¢ jest rozpatry-
wana w teorii cial uporzadkowanych, gdzie osrodkowos¢ wyraza
sie réwnowaznymi wersjami aksjomatu Archimedesa, np. gestoscia
utamkow czy liczb dwoéjkowych w ciele. W ciele uporzadkowanym
z zasady supremum wynika aksjomat Archimedesa, dlatego w tym
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kontekscie zasada supremum czy zupelos$é w sensie Dedekinda jed-
noznacznie charakteryzuja liczby rzeczywiste.

W XIX wieku w konstrukcjach liczb rzeczywistych ciggtosé iden-
tyfikowano z zupelnoscig w sensie Cauchy’ego albo zupetnoscia
w sensie Dedekinda. Szerzej, w praktyce matematycznej, ciggtosé
wiazano takze z twierdzeniem: Cigg ograniczony posiada podcigg
zbiezny albo Funkcja ciggla zmieniajgca znak posiada pierwiastek.
Wszystkie te wersje tacza sie z technikami klasycznego rachunku
rozniczkowego, takimi jak, ciagi liczbowe, kresy zbioréw, szeregi po-
tegowe, szeregi funkcyjne czy funkcje ciggle. Ich cechg wspdlng jest
gwarancja istnienia pewnego punktu: granicy ciggu spelniajacego
warunek Cauchy’ego, kresu zbioru ograniczonego, punktu wyznacza-
jacego przekroj, punktu skupienia ciagu czy miejsca zerowego funkcji
zmieniajacej znak.

Pojecie ciata uporzadkowanego pozwala ustali¢ zaleznosci migdzy
wersjami ciaglosci, w szczegélnosci pokazaé, ze zupelno$é w sensie
Cauchy’ego jest rownowazna zupetnosci w sensie Dedekinda, ale przy
zatozeniu aksjomatu Archimedesa. Znaczenie tego ostatniego zauwa-
zono dopiero pod koniec XIX wieku, natomiast w praktyce matema-
tycznej funkcjonowat on pod postacig — oczywistego, jak sadzono —
zalozenia nlggo % = 0.

W XVIII wieku, gdy przyjmowano nieskonczenie mate, odrzu-
cano — implicite — aksjomat Archimedesa.® Przelomowe wyniki, ta-
kie jak rozwiniecie w szereg funkcji e®, sin x czy arcsin x, osiggnieto
za pomocy relacji lezy nieskonczenie blisko, szeregéw nieskonczonych
posiadajacych ostatni wyraz, wzoru dwumianowego, w ktérym wy-
ktadnik jest liczba nieskonczenie duza lub utamkiem, czy szeregdéw
formalnych.’

8 Cialo uporzadkowane, w ktérym istnieja nieskonczenie mate, jest niearchi-
medesowe, zob. (Blaszczyk 2021).
9 Zob. (Blaszczyk, Petiurenko 2023).
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We wspotczesnych wyktadach akademickich wyniki te sa rekon-
struowane za pomoca klasycznego rachunku rézniczkowego. Program
arytmetyzacji analizy realizowany w pierwszej polowie XX wieku
polegat wtasnie na rekonstrukcji znanych wynikéw w nowo odkrytej
arytmetyce liczb rzeczywistych, opierajacej sie na precyzyjnie sfor-
mutowanym aksjomacie ciagtosci.

3. Technika matematyczna

Zestawienie XVIII-wiecznych odkry¢ z programem arytmetyza-
cji pozwala dostrzec cigglos¢ jako dopetnienie technik klasycznego
rachunku rézniczkowego. Ciaglosé jako aksjomat wyrdzniajacy liczby
rzeczywiste w klasie cial uporzadkowanych to tylko jeden aspekt za-
gadnienia. Rownie wazne jest to, ze aksjomat ciagtoSci wyznacza
strukture, w ktorej mozna stosowa¢ argumenty oparte na pojeciu
granicy ciggow.

Spojrzmy na ciag (1 + =)"; jako rosnacy i ograniczony, na mocy
zasady supremum, jest on zbiezny, a jego granice oznaczamy jako e.
Liczbe e wprowadzit do matematyki Fuler bez teorii granic i zasady
supremum, przyjmujac, ze spetnia rownanie e = 14w, gdzie w jest
nieskoniczenie mata, lub

11 1 1 1
e=l+gtogtgtpt ot

gdzie N jest liczba nieskoniczenie duza, a suma nieskonczonej ilosci
sktadnikéw posiada ostatni wyraz (suma hiperskonczona).

W tym przypadku, z jednej strony, mamy ciato niearchimedesowe
z liczbami nieskonczenie malymi i nieskonczenie duzymi, z drugiej
— techniki, takie jak relacja lezy nieskonczenie blisko, sumy hiper-
skonczone, czy liczby zespolone w postaci trygonometrycznej z nie-
skonczenie matymi katami. Odpowiednikiem ciggtosci jest tu suma
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hiperskoniczona — operacja, ktéra gwarantuje istnienie sumy nieskon-
czenie wielu sktadnikéw bez pojecia granicy.!®

Spojrzmy glebiej w historie. W matematyce greckiej ciagtos¢ wia-
zano z pojeciem megethos (wielko$é), ktére oznaczato odcinki, katy,
tréjkaty, wielokaty i bryty. Poprzestaimy na odcinkach. Niektore
wtasnosci odcinkéw sa zapisane w definicjach i aksjomatach Elemen-
tow, inne, na przyktad nieskonczona podzielno$é¢, wynikaja z tego,
ze jedli postuzymy sie cyrklem i linijka, to proste i okregi, przeci-
najac sie, wyznacza nowe punkty. W zwiazku z tym pokazuje sie,
ze geometrie Euklidesa z Ksigg [-IV mozna interpretowac na ptasz-
czyznie kartezjanskiej nad ciatem uporzadkowanym zamknietym na
operacje pierwiastka, czyli ciatem euklidesowym — ta wlasnosé¢ inter-
pretuje przecinanie sie okregéw oraz okregoéw i prostych. W geometrii
rozwijanej za pomoca cyrkla i linijki odpowiednikiem ciagtosci jest
istnienie pierwiastka, co opiszemy triadg:!'*

ciato euklidesowe — istnienie pierwiastka — geometria rozwijana za
pomoca cyrkla i linijki.

Subtelniejszg teorie odcinkéow znajdziemy w Ksiedze V FElemen-
tow, w ktorej Euklides wprowadza dodatkowe zalozenia charaktery-
zujace porzadek. Rozwijana tam teoria proporcji byta podstawowa
technika matematyki greckiej. Euklides stosowal ja w geometrii,
Archimedes, Heron czy Ptolemeusz — takze w obliczeniach nume-
rycznych.

Opisujac teorie wielko$ci wspétczesnymi srodkami, mozna stwier-
dzi¢, ze odcinki tworzg potgrupe archimedesowa, w ktorej porzadek
jest zgodny z dodawaniem. Dodatkowy aksjomat, tzw. czwarta pro-
porcjonalna, gwarantuje, ze dla dowolnych trzech odcinkéw a, b, c

107Zob. (Blaszczyk, Petiurenko 2023).
11 7Zob. (Blaszczyk, Petiurenko 2021, 91-92).
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istnieje czwarty d, taki ze zachodzi proporcja a : b :: ¢ : d. W tym
kontekscie odpowiednikiem ciggtosci jest czwarta proporcjonalna.

Zupetlosc¢ liczb rzeczywistych oraz czwarta proporcjonalna to
ogniwa taczace strukture ze specyficzng technika. Schematycznie opi-
szemy to nastepujaco:

ciato uporzadkowane — aksjomat ciggtosci — teoria granic,
potgrupa archimedesowa —czwarta proporcjonalna —teoria proporcji.

I jeszcze przyktad taczacy rachunek rézniczkowy z geometria.
W Ksiedze VI Elementow Fuklides rozwija teorie figur podob-
nych na podstawie teorii proporcji. Teoria ta byta powszechnie
stosowana w matematyce greckiej, a pozniej przez Kartezjusza
i w XVII-wiecznym rachunku rézniczkowym.

W matematyce wspotczesnej teoria figur podobnych jest zakodo-
wana w tozsamos$ciach trygonometrycznych. W matematyce szkol-
nej funkcje trygonometryczne definiuje sie jako stosunki, natomiast
w matematyce wyzszej sa one okreslane przez szeregi potegowe: czy
to bezposrednio na mocy definicji, jak w analizie zespolonej, czy za
pomocy twierdzenia Taylora, jak w analizie rzeczywiste;j.

Trygonometria jest przyktadem techniki stosowanej w réznych
kontekstach, przy czym najwazniejsze znaczenie ma rachunek roz-
niczkowy w wersji XVIII-wiecznej oraz w wersji opartej na liczbach
rzeczywistych. W tym ostatnim przypadku trygonometria taczy pod-
stawowe wyniki geometrii Euklidesa z arytmetyka liczb rzeczywi-
stych i teorig granic.

W Introductio in analysin infinitorum Euler zdefiniowal sinus
i cosinus jako stosunek odpowiedniej przyprostokatnej do przeciw-
prostokatnej, a podnoszac do nieskonczonej potegi liczby zespolone
w postaci trygonometrycznej, rozwingl sinus i cosinus w szereg hiper-
skoniczony. We wspoétczesnym rachunku rézniczkowym sinus i cosinus
sg definiowane jako ilorazy dtugosci odpowiednich bokow tréjkata
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prostokatnego, a nastepnie rozwijane w szereg Taylora. Spéjrzmy
wiec na definicje sinusa i cosinusa.

Fundamentalne twierdzenie teorii figur podobnych stanowi, ze
tréjkaty o réwnych katach sa podobne (Elementy, V1.4), co oznacza,
ze stosunki bokow lub ilorazy dtugosci bokéw (gdy przestrzen jest
metryczna) zaleza jedynie od katéow. W trygonometrii zaleznos$é ta
jest stosowana do trojkatéw prostokatnych, a wzorcowe trojkaty leza
na plaszczyznie kartezjanskiej z wierzchotkami w punktach (0,0),
(cosz,0), (cosx,sinx).

Dowd6d twierdzenia VI.4 podany przez Euklidesa taczy zasady
przystawania trojkatow, teorie rownolegtych, twierdzenie Talesa oraz
twierdzenia Ksiegi V. W rachunku rézniczkowym, w wersjach histo-
rycznych i wspoélczesnej, zaleznosé VI.4 jest przyjmowana jako oczy-
wista, natomiast dowody tozsamosci trygonometrycznych zaktadaja
podstawowe twierdzenia Elementow: Suma kgtow w trojkqcie wynosi
7 (1.32), oraz twierdzenie Pitagorasa (1.47). Po rozwinigciu funkeji
trygonometrycznych tozsamosci te sa dowodzone jako twierdzenia
o szeregach.

Grecka teoria wielko$ci wymaga aksjomatu Archimedesa i fak-
tycznie jest on przyjety jako definicja 4 Ksiegi V Elementow. Przy
tym zalozeniu twierdzenie 1.32 jest rownowazne aksjomatowi réwno-
legtych.'? Wiasnoéé¢ wyrazona w 1.32 jest ogniwem lgczacym struk-
ture odcinkéw z teorig figur podobnych. W ujeciu schematycznym
otrzymamy:

teoria wielkosci — suma katow w trojkacie = m — figury podobne.

Twierdzenie .32 odréznia geometrie Euklidesa od geometrii
hiperbolicznej w ramach tzw. geometrii absolutnej, podobnie jak

12 Twierdzenie Pitagorasa takze jest réwnowazne aksjomatowi réwnoleglych,
ale dowéd wymaga pojecia réwnosci figur nieprzystajacych; zob. (Blaszczyk
2018).
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aksjomat ciagtoSci wyrodznia liczby rzeczywiste w klasie ciat upo-
rzadkowanych.?

We wspodtczesnym rachunku rézniczkowym arytmetyka liczb rze-
czywistych zastepuje teorie wielkosci, a teoria figur podobnych jest
zakodowana w tozsamosciach trygonometrycznych, dlatego twierdze-
nie [.32 przedstawiamy jako ogniwo taczace liczby rzeczywiste z try-
gonometrig:

liczby rzeczywiste — suma katéow w trojkacie = m — trygonometria.

Schemat ten pokazuje, ze pojecie techniki nie sprowadza sie do
definicji w ramach teorii aksjomatycznej. Jedli uwzglednimy zna-
czenie twierdzenia .32, to trygonometria wykracza poza aksjomaty
ciata liczb rzeczywistych, lub inaczej: twierdzenie 1.32 nie wynika
z aksjomatow liczb rzeczywistych, chociaz w rachunku rézniczkowym
odgrywa fundamentalng role.

Przechodzac od przyktadow do ogdlnego spojrzenia, stwierdzamy,
ze technika matematyczna to sposob przetwarzania formut. W mate-
matyce najnowszej sa to formuly symboliczne, w greckiej — schema-
tyczne zwroty jezykowe, a w okresie od XVII do XIX wieku — wersje
posrednie. Przyjmujemy, ze istotg matematyki sa techniki przetwa-
rzania formut.

Ciato uporzadkowane to struktura algebraiczna. Pojecie to stosu-
jemy do interpretacji tekstow historycznych zwigzanych z odpowied-
nim sposobem przeksztatcania formut. Laczac te dwie perspektywy,
dochodzimy do wniosku, ze ciato uporzadkowane to nie tylko tech-
nika rozumiana jako sposéb przetwarzania formut, ale takze tech-
nika, ktora mozna opisa¢ aksjomatami.

13 7 perspektywy Elementdw geometria absolutna to twierdzenia I.1-28; w sys-
temie Hilberta to teoria wyznaczona przez aksjomaty incydencji, porzadku oraz
przystawania odcinkéw i katow.
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4. Ciato uporzadkowane i geometria

Opisujac teorie figur podobnych Euklidesa, wskazalismy zalez-
noéci dedukeyjne: teoria wielkosci (Ksiega V) — twierdzenie Talesa
(VI.2) — twierdzenie Trdjkqty o réwnych kqtach sqg podobne (VI1.4).
W Grundlagen der Geometrie ten schemat jest znaczaco inny.
W miejsce teorii wielkosci Hilbert wprowadza arytmetyke odcinkdw:
odcinek jednostkowy, dodawanie, mnozenie, dzielenie, przemiennos¢
i tacznos¢, oraz rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania. Odci-
nek jednostkowy zostal wyrdzniony bez zwigzku z jakas wlasnoscia
geometryczng. 7Z tym jednym wyjatkiem arytmetyka odcinkow jest
rozwijana w ramach geometrii Euklidesa, w szczegdlnosci w dowodzie
przemiennosci stosowane jest twierdzenie odwrotne do I11.21.14

Proporcje a : b = ¢ : d Hilbert definiuje jako réwnos¢ iloczynow
a-d = c-b.'® Nastepnie przy wykorzystaniu arytmetyki odcinkéw oraz
kolejnego twierdzenia Euklidesa: Srodek okregu wpisanego w trdjkqt
lezy na przecieciu dwusiecznych, dowodzi VI.4 i jako wniosek otrzy-
muje twierdzenie Talesa.!®

Rozwigzanie to wptyneto na XX-wieczna filozofie i metodologie
matematyki. Dla nas jednak wazniejsze jest, ze w historii zaleznos¢
miedzy arytmetyka odcinkow a twierdzeniem Talesa byta inna.

Kartezjusz przyjat twierdzenie Talesa za oczywiste i na tej
podstawie wprowadzit arytmetyke odcinkéw. Formuty, w ktérych
zmienne i state oznaczaty odcinki, przeksztatcat zgodnie z regutami
ciata uporzadkowanego, ale nie dowodzil tych regul.!” Ten sposéb

14 Twierdzenie II1.21 mozna tak sparafrazowaé: W czworokgcie wpisanym
w okrgg kqty oparte na tym samym luku sg réwne; odwrotne do II1.21 ozna-
cza, ze cztery punkty spelniajace odpowiedni warunek dotyczacy katow leza na
okregu.

5 W arytmetyce odcinkéw a : b = c : d oznacza takze réwnosé =g

16 Zob. (Blaszczyk, Petiurenko 2025).

17 Zob. (Blaszczyk 2024).
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przeksztatcania formul byt obecny w matematyce przez nastepne
350 lat. Stosowali go Newton, Euler i matematycy rozwijajacy ana-
lize matematyczna w paradygmacie Weierstrassa. Jest on takze wy-
korzystywany w matematyce wspotczesne;j.

Hilbert wskazal, ze niektére z tych regut mozna przyjaé¢ bez do-
wodu, w szczegolnoéci bez zwigzku z geometria, jako aksjomaty ciata
uporzadkowanego, a pozostate wyprowadzi¢ z aksjomatow. Rozwia-
zanie to nie zmienito samych regut, ale zmienito ich status: wczesniej
stosowane niejawnie, zostaty przez Hilberta zidentyfikowane jako ak-
sjomaty lub twierdzenia teorii cial uporzadkowanych. Odkrycie to
otworzyto nowy sposéb rozwijania filozofii matematyki, chociaz nie
wplyneto na rozwoj matematyki.

Podobnie byto z trygonometriag. Kartezjusz przyjat twierdzenie
Euklidesa VI.4 za oczywiste. Formuty opisujace zaleznosci geome-
tryczne tworzyl na podstawie teorii proporcji; proporcje a : b::c:d
zamienial — bez uzasadnienia — na réwnosci iloczynéw a - d = ¢ - b;
otrzymane formuty przeksztatcat dalej zgodnie z regutami ciata upo-
rzadkowanego. Tak samo postepowatl Newton. FEuler stosowal teorieg
figur podobnych zakodowang w tozsamosciach trygonometrycznych
albo w reprezentacji trygonometrycznej liczb zespolonych i potaczyt
ja z arytmetyka ciata niearchimedesowego. W XIX i XX wieku teoria
Euklidesa funkcjonowata w analizie matematycznej w postaci trygo-
nometrii w potaczeniu z arytmetyka liczb rzeczywistych.

Hilbert zmienit wiec podstawy teorii figur podobnych: z geome-
trii Euklidesa wyprowadzit arytmetyke odcinkow; korzystajac z regut
ciala przemiennego, udowodnit VI.4; a dowodzac twierdzenia Ta-
lesa, stosowal technike, ktora Kartezjusz wyprowadzit z twierdzenia
Talesa. To poréwnanie mozna ujaé¢ w prosty schemat:

Kartezjusz: geometria — teoria wielko$ci — twierdzenia V1.2, V1.4 —
arytmetyka odcinkow;
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Hilbert: geometria — arytmetyka odcinkéw — twierdzenie VI.4 —
twierdzenie VI.2;

gdzie w przypadku Kartezjusza geometria oznacza Elementy, Ksiegi
[-1V, z kolei u Hilberta — geometrie euklidesowa, bez aksjomatu
Archimedesa, czyli aksjomaty incydencji, porzadku, przystawania
i aksjomat Playfaiera.

Droga Hilberta akcentuje dedukcje, droga Kartezjusza — prze-
ksztatcanie formut.

Z historii matematyki ptynie réwniez taki wniosek: znaczenie od-
kry¢ matematycznych przekracza intencje autora. Hilbert nie wpro-
wadzil nowych regul przeksztalcania formut, ale zmienial ich status.
Jego program podstaw geometrii zapoczatkowat mechaniczne dowo-
dzenie twierdzen, ktore mozemy zaliczy¢ do szerszego projektu prze-

ksztalcania formul, znanego obecnie jako obliczenia symboliczne.'®

5. Ciagtosc¢ i ciata niearchimedesowe

Siegnijmy jeszcze raz do La Géométrie. Na podstawie twierdzen
Euklidesa VI.2 oraz I1.14 Kartezjusz wprowadzil mnozenie i dziele-
nie odcinkéw oraz operacje pierwiastka. Formuty, w ktérych zmienne
x,1y oznaczaly odcinki, przeksztatcat zgodnie z regutami ciata upo-
rzadkowanego, gdzie istnienie czwartej proporcjonalnej jest prosta
konsekwencjg arytmetyki ciata przemiennego. W ten sposéb kon-
strukcje za pomoca cyrkla i linijki oraz twierdzenia teorii proporcji
zostaly ujete w reguly ciata uporzadkowanego zamknietego na ope-
racje pierwiastka.

W La Géométrie sformutowanie problemu polegato na wyrazeniu
zalezno$ci geometrycznych odpowiednim wielomianem, rozwiaza-

18 O mechanicznym dowodzeniu twierdzeir w Grundlagen der Geometrie pisze
Wen-tstin Wu; zob. (Wu 1994, rozdz. III).
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nie — na konstrukcji pierwiastkow wielomianu. W konstrukcjach Kar-
tezjusz stosowat proste, okregi, parabole, ogdlnie — krzywe algebra-
iczne i zaktadal przy tym istnienie punktow przecigcia rozwazanych
krzywych. Aksjomaty ciata rzeczywiscie domknietego, w szczegdlno-
Sci zamknieto$¢ na operacje pierwiastka oraz to, ze wielomiany nie-
parzystego stopnia maja pierwiastki, charakteryzuja geometri¢ roz-
wijana w La Géométrie.

7 czasem zakres technik matematycznych wykroczyt poza wyzna-
czanie pierwiastkow wielomianéw. Newton wprowadzil szeregi nie-
skoniczone, Euler — sumy hiperskoniczone. Newton potaczyt technike
szeregbw z proporcja Euklidesa, Euler — taczyt liczby nieskonczenie
matle i nieskoriczenie duze z trygonometria. Rozwiazania te doprowa-
dzity do tak spektakularnych wynikéw, jak rozwiniecia funkcji sinus
1 arcsinus w szereg.

Na przetomie XIX i XX wieku wyniki XVIII-wiecznej analizy,
zwlaszcza spektakularne osiggniecia Newtona i Eulera, rekonstru-
owano w ciele liczb rzeczywistych za pomoca ciagéw liczbowych
i aksjomatu ciagtosci. Okazalo sie takze, ze w ciele liczb rzeczywi-
stych mozna zrekonstruowaé¢ geometrie Euklidesa oraz Kartezjusza,
bo liczby rzeczywiste sg i ciatem euklidesowym, i rzeczywiscie dom-
knietym. Na poczatku XX wieku odkryto niearchimedesowe ciata
euklidesowe i rzeczywiscie domknigte.

Interpretacje Euklidesa w strukturach niearchimedesowych nie
wigzg sie ze specyficznymi technikami. Przystawanie trojkatow, kon-
strukcje za pomoca cyrkla i linijki albo konstrukcje pierwiastkow
wielomianéw sg tak samo prowadzone na ptaszczyznie archimede-
sowej, jak niearchimedesowej. Pewnym problemem jest natomiast
teoria proporcji Euklidesa, ktéra w oryginalnej wersji wymaga ak-
sjomatu Archimedesa, dlatego wtasnie Hilbert wprowadzit proporcje
niezalezng od tego aksjomatu.
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W przypadku Newtona i Eulera zatozenie o istnieniu nieskoncze-
nie matych odcinkéw i katow wigze sie ze specyficznymi technikami.
Interpretacje w ciele liczb rzeczywistych ograniczaja si¢ do rekon-
strukeji wynikéw — technik zaleznych od liczb nieskonczenie matych
i nieskonczenie duzych nie mozna zrekonstruowac.

Sposrdd teorii rozwinietych w XX wieku, ktore pozwalaja spoj-
rze¢ na liczby rzeczywiste z nowej perspektywy, omawiamy: teorie
cial rzeczywiscie domknietych, cial topologicznych, analize¢ niestan-
dardowg oraz liczby Conwaya. Teorie te oraz wczesniejsze, tj. Fukli-
desa, Kartezjusza, Newtona, Eulera, referujemy na podstawie tek-
stow zrodtowych zebranych w ksiazce — P. Blaszezyk, K. Mréwka,

J. Pogonowski (red.), Cigglo$é i liczby rzeczywiste: teksty Zrodiowe
(2025).

6. Shapiro, Hellman, Historia ciggtosci
z perspektywy filozoficznej i matematycznej

Raz na kilka dekad ukazuje si¢ monografia opisujaca ciagtoscé
w perspektywie obejmujacej matematyke, historie i filozofie. Naj-
nowsza ksigzka tego typu to praca zbiorowa pod redakcja Stewarta
Shapiro i Geoffreya Hellmana, The History of Continua. Philosophi-
cal and Mathematical Perspective (2021). Na poczatku XXI wieku
ukazata si¢ podobna monografia autorstwa Johna Bella, The Con-
tinuous and the Infinitesimal (2005). W polskiej literaturze do tego
nurtu naleza: Cigglosé. Szkice z historii matematyki Jerzego Miodu-
szewskiego (1996), ksiazka opisujaca ciagltos¢ z perspektywy historii
matematyki, oraz Paradoksy Piotra Lukowskiego (2006), traktujaca
o cigglosci w kontekscie filozofii.

Badania wiazace historie matematyki z filozofig zapoczatkowata
monografia Carla Boyera, The Concepts of the Calculus: A Critical
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and Historical Discussion of the Derivative and the Integral (1949),
ktérej kolejne wydanie ukazato si¢ pod tytulem The History of the
Calculus and its Conceptual Development (1959). Boyer wyr6znit
w niej sze$¢ kluczowych etapow historii ciagtosei:

1. Starozytnos¢ — paradoksy Zenona z Elei, Arystotelesa definicja
ciaggtosci.

2. Sredniowiecze — debaty na temat cigglosci w ramach filozofii
naturalnej.

3. XVIi XVII wiek — technika wielkosci niepodzielnych i nieskon-
czenie matych.

4. Newton i Leibniz — narodziny rachunku rézniczkowego.

5. XVIII wiek — okres niepewnosci co do podstaw.

6. XIX wiek — klasyczne konstrukcje liczb rzeczywistych i definicja
Dedekinda jako zwienczenie historii ciagtosci.

Koncepcja ta byta w znacznej mierze oparta na studiach tekstow
sredniowiecznych, ktore Boyer publikowat w latach 30., i nie dotykata
matematyki XX wieku.

Model wypracowany przez Boyera jest powtarzany przez wick-
szo$¢ badaczy w odniesieniu do teorii rozwinietych do konca XIX
wieku. Bell oraz Shapiro i Hellman uzupetniaja go o nieklasyczne
koncepcje ciggtosci rozwinigte przez Brouwera, Weyla, Peirce’a. Fak-
tycznie w filozofii nieustajaco zywy jest nurt wiazacy ciggto$é z jed-
noscia w opozycji do koncepcji Cantora i Dedekinda, ktore redukuja
— w ocenie krytykow — cigglos¢ do zbioru punktéw, co ma sprawiac,
ze kontinuum klasycznej matematyki jest tworem dyskretnym.

Nasza perspektywa jest znaczgco odmienna.

Po pierwsze, za kluczowe uznajemy pojecie ciata uporzadkowa-
nego, podczas gdy zadna z dotychczasowych monografii nie przypi-
suje mu istotnej roli.

Po drugie, przyjmujemy, ze koncepcja ciggtodci jest rozstrzy-

gnieta na poziomie czysto technicznych rozwigzan matematycznych.
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7 tego powodu, w przeciwienstwie do opracowan poswieconych filo-
zofii greckiej, koncentrujemy sie wylacznie na matematyce greckiej
i pomijamy S$redniowieczne debaty dotyczace cigglosci.

Po trzecie, sposrod autorow nowozytnych szczegdlnie wyrdzniamy
Kartezjusza i Eulera — mimo zZe nie pisali bezposrednio o ciggltosci,
znaczaco przyczynili sie do rozwoju pojecia ciata uporzadkowanego,
a ich wktad bywa zazwyczaj traktowany marginalnie.

Po czwarte, pokazujemy, ze prace Newtona mozna interpretowac
bez pojecia pochodnej i catki.

Po piate, w kontekscie koncepcji XX-wiecznych, zadne dotychcza-
sowe opracowanie nie docenito znaczenia pracy Pontriagina po$wie-
conej ciatlom topologicznym. My natomiast przedstawiamy ja jako
ukoronowanie techniki ciggdéw, ktéra stanowi fundament klasycznego
rachunku rézniczkowego.

1. Spéjrzmy teraz z naszkicowanej perspektywy na ksigzke pod re-
dakcjg Shapiro i Hellmana. Praca sktada sie z osiemnastu rozdziatéw:

1. B. Sattler, Divisibility and Indivisibility: The Notion of Conti-
nuity from Presocratics to Aristotle.

2. O. Harari, Contiguity, Continuity and Continuous Change:
Alexander of Aphrodisias on Aristotle.

3. E.D. Sylla, Infinity and Continuity: Thomas Bradwardine and
his Contemporaries.

4. S. Levey, Continuous Fxtension and Indivisibles in Galileo.

5. D.M. Jesseph, The Indivisibles of the Continuum: Seventeenth-
Century Adventures in Infinitesimal Mathematics.

6. S. Levey, The Continuous, the Infinitely Small, and the Law of
Continuity in Leibniz.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

. D. Sutherland, Continuity and Intuition in Fighteenth-Century
Analysis and in Kant.

. P. Rusnock, Bolzano on Continuity.
. A. Kanamori, Cantor and Continuity.
E. Haffner, D. Schlimm, Dedekind on Continuity.

Ch. McCarty, What is Number? Continua, Magnitudes, Quan-
tities.

Ch. McCarty, Continuity and Intuitionism.
P. Vargas, M.E. Moore, Peircean Continuum.

A.C. Varzi, Points as Higher-Order Constructs: Whitehead’s
Method of Extensive Abstraction.

P. Koellner, The Predicative Conception of the Continuum.
G. Gerla, Point-Free Continuum.

J.L. Bell, Intuitionistic/Constructive Accounts of the Conti-
nuum Today.

P. Ehrlich, Contemporary Infinitesimalist Theories of Conti-
nua and Their Late Nineteenth- and Farly Twentieth-Century
Forerunners.

Wybér tematéw powiela schemat Boyera. Greckie i $rednio-

wieczne teorie kontinuum sg omawiane przez pryzmat koncepcji Ary-

stotelesa: Ciggle jest to, co jest podzielne na podzielne czesci (rozdz.

1-3). Teorie z XVI i XVII wieku sa oceniane pod katem tego, czy
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kontinuum sktada si¢ z niepodzielnych czesci, czy zawiera nieskoncze-
nie mate (rozdz. 4-6). Z kolei rozdzialy 8-10 omawiaja konstrukcje
liczb rzeczywistych z roku 1872.

Model Boyera jest oczywiscie uzupetniony o koncepcje z XX
wieku. W rozdziale 17 przedstawione sa wersje rachunku rézniczko-
wego oparte na logice intuicjonistycznej: kontinuum Brouwera, teoria
funkcji okreslonych na dziedzinie zawierajacej nilpotentne nieskon-
czenie mate, analiza konstruktywna Bishopa i Bridgesa. Rozdziat 18
traktuje o cialach niearchimedesowych. Rozdzialy 11-16 omawiaja
XX-wieczne filozoficzne koncepcje kontinuum, ktére nie wiaza sie
z jakimis specyficznymi technikami i nie wptynely na matematyke.

Podobnie jak u Boyera, niewiele miejsca poswiecono matema-
tyce greckiej, Kartezjuszowi oraz Eulerowi; inaczej niz u Boyera, nie
znaleziono miejsca dla Newtona. Kwestie te zostaly potraktowane
zupelnie incydentalnie w rozdziatach 1, 6 1 7. W monografii nie ma
rozdziatow poswieconych aksjomatom liczb rzeczywistych, teorii ciat
rzeczywiscie domknietych ani geometrii.

2. Przewodnim motywem monografii jest pytanie, czy kontinuum
sktada si¢ z czesci podzielnych w nieskonczonosé, czy z czesci niepo-
dzielnych. We Wstepie czytamy:

Our view is that there is no single, monolithic property
of continuity. It is more of a cluster concept that can be
sharpened, and developed rigorously, in mutually incom-
patible ways. Early on, we were led to the Aristotelian
idea that continua are not composed of points, or indivi-
sible. In terms of contemporary metaphysics, the theme
is that continua are gunky: every part of a continuous
substance has a proper part. This, of course, is not sanc-
tioned in the contemporary Dedekind-Cantor account,
nor, arguably, in the intuitionistic accounts either [...].
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The bulk of our project in Varieties of continua was to
develop various gunky, or point-free, accounts of conti-
nuity: one-dimensional and two (and three-) dimensional
Fuclidean and non-Euclidean, with actual and without
actual infinity [...]. We went on to compare these ac-
counts with their contemporary counterparts on various
mathematical, logical and metaphysical grounds (Sha-
piro, Hellman 2021, 1-2).

Od czaséw Euklidesa matematyczna historia kontinuum rozgrywa
sie poza filozoficznym sporem o to, czy kontinuum sktada sie z czesci
podzielnych w nieskonczono$¢, czy niepodzielnych monad lub punk-
tow.

W Elementach przeciecie prostych i okregéow prowadzi do poja-
wienia sie punktu, jednak teza, ze prosta sktada sie z punktéw, nie
nalezy do geometrii. W systemie Hilberta punkty i proste sa poje-
ciami pierwotnymi, co oznacza, ze prosta nie redukuje sie do zbioru
punktow.

Teza, ze oS liczb rzeczywistych sktada sie z punktéw — ktora
Shapiro i Hellman nazywaja teza Cantora—Dedekinda — takze nie
nalezy do aksjomatéw liczb rzeczywistych. Owszem, konstrukcje
liczb rzeczywistych, podobnie jak modele geometrii euklidesowej, sa
zbiorami. Jednak teoriomnogosciowa interpretacja poje¢ liczba oraz
liczby rzeczywiste nie przesadza interpretacji poje¢ calosé i czesc.

Shapiro i Hellmann przyjmuja — co zostatlo wyraznie stwierdzone
w rozdziale poswieconym Leibnizowi — ze cafosé—czesé to relacja
zbior—podzbior. W innym miejscu pokazalismy jednak, ze stynny ak-
sjomat Catosé jest wieksza od cze$ci mozna interpretowac jako zgod-
nos¢ porzadku z dodawaniem, a zatem jako aksjomat teorii ciat upo-
rzadkowanych.?

19 Zob. (Blaszczyk 2021).
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3. Spojrzmy teraz, jak w monografii przedstawione sa watki eukli-
desowe. Barbara Sattler pisze:

[a] While mathematical practice in ancient times provi-
ded some inspiration for the debate about continuity in
early Greek thinking up to the time of Aristotle, ma-
thematics is not where the main debate — as far as has
been handed down to us — happens. Rather, the discus-
sion about continuity is a debate within metaphysics and
natural philosophy (Sattler 2021, 6).

Naszym zdaniem najistotniejsze kwestie dotyczace kontinuum zo-
staty rozstrzygniete w ramach samej matematyki; debaty filozoficzne
nie miaty wpltywu na jej rozwoj i przeminety wraz z filozofiag Arysto-
telesa.

[b] While not explicitly discussed, this idea of magnitu-
des being divisible without end seems to have been taken
so much for granted by mathematicians that they do not
have to pay it any special attention. It is clear that they
assume crossing lines and similar constructions, there is
no reflection of atomistic worries such as that a line cros-
sing another line would need to go between two atoms;
rather infinite divisibility just seems to be presupposed
(Sattler 2021, 14).

Autorka myli tu zalozenie geometrii Euklidesa o istnieniu punk-
tow przeciecia prostych i okregéow z nieskonczong podzielnoscig od-
cinka. Teoria Arystotelesa nie odnosi sie do pierwszej kwestii, po-
niewaz opisuje ona cigglos¢ odcinka bez zwiazku z konstrukcjami
geometrycznymi, natomiast nieskonczona podzielnos¢ odcinka jest
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w Elementach dowodzona w twierdzeniach 1.10, VI.9 oraz zawarta
0

w jednym z aksjomatéw teorii wielkosci.?
[c] The mathematical understanding of continuity in the
sense of infinite divisibility is presupposed by any geome-
trical operation that involves the mathematical bisection
of a line, surface, or body (Sattler 2021, 14).

To cigg dalszy tego samego nieporozumienia: teoria Arystotelesa
nie odnosi si¢ do istnienia punktéw przeciecia prostych i okregow.

W geometrii wspolczesnej, gdy ciaglo$¢ jest wyrazona za po-
mocy przekrojow Dedekinda, bisekcja odcinka odgrywa fundamen-
talng role w dowodzie ciagtosci prostej. Woéwcezas bowiem obok aksjo-
matu Dedekinda nalezy pokazaé, ze prosta jest przestrzenia osrod-
kowg; role osrodka petnig liczby dwodjkowe, ktore wprowadza sie wia-
$nie dzigki bisekcji.

Samuel Levey w rozdziale poswieconym Leibnizowi stusznie za-
uwaza, ze definicja Euklidesa V.4 odpowiada aksjomatowi Archime-
desa, dalej jednak pisze:

Such quantities [nieskonczenie mate i nieskoriczenie duze
— P.B.] ‘incomparable’ to ordinary finite magnitudes —
i.e., magnitudes given to us in perception — are thus ru-
led out. This finitism is widely recognized in ancient and
early mathematics as a point of rigour in demonstration,
although use of infinity or infinitesimals in the less exac-
ting contexts of experiment and discovery was also fami-
liar (Levey 2021, 124).

W ksiegach I-1V FElementéw nie ma niczego, co usprawiedliwia
stwierdzenie, ze aksjomaty geometrii wykluczajg nieskonczenie mate.

20 Zob. nizej rozdz 1, §4, aksjomat (E4).
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Od czasu Grundlagen der Geometrie Hilberta wiadomo, ze modelami
geometrii Fuklidesa sa takze ptaszczyzny niearchimedesowe; aksjo-
mat Archimedesa jest wprowadzony dopiero w Ksiedze V jako zato-
zenie teorii proporcji.

Nieporozumienie na temat roli aksjomatu Archimedesa w syste-
mie Euklidesa rozciaga si¢ na pozostate rozdziaty. I tak Philip Ehr-
lich pisze:

Just as ordered fields of real numbers arose in con-
junction with the study of Euclidean geometry, it was
from the study of non-Archimedean geometry that non-
Archimedean ordered fields emerged (Ehrlich 2021, 506).

Konstrukcje, a poézniej aksjomaty liczb rzeczywistych wprowa-
dzono w zwiazku z rekonstrukcja rachunku rézniczkowego oparta na
teorii granic, a nie w zwigzku z podstawami geometrii. Newton — jak
pokazujemy — stosuje proporcje Euklidesa do wielkoSci niearchimede-
sowych. Euler jawnie stosuje ciato niearchimedesowe w Introductio in
analysin infinitorum takze w zwigzku z rachunkiem rézniczkowym.

Akihiro Kanamori w rozdziale poswieconym Cantorowi pisze:

Cantor next went about correlating his Zahlengrossen
with points on the straight line — so yes, he was inherently
committed to the continuum as consisting extensionally
of points. Once an origin o and a unit distance have been
specified, the rational numbers correlate to points accor-
ding to a ratio. [...] We today so readily identify real
numbers with points on the straight line, that Cantor’s
initial identification may seem jejune or at best a prag-
matic correlation. However, one can try to approach her-
meneutic interpretation by seeing how Cantor in his day
is taking the straight line qua linear continuum in a prior
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sense, one through which his Zahlengrossen are to gain
‘a certain objectivity’. A plausible thinking is that Can-
tor’s axiom is analogous to Church’s Thesis, correlating
an informal notion with a formal one (Kanamori 2021,

226-227).

Cantor, owszem, taczy dwa formalne pojecia: z jednej strony éw-
czesne rozumienie linii prostej w geometrii Euklidesa, zwiazane z po-
jeciem ratio, a z drugiej — liczb rzeczywistych, powigzanych z poje-
ciem unit distance.

Podziat na liczby wymierne i niewymierne — uznawany za
oczywisty w pierwszych konstrukcjach liczb rzeczywistych -
opiera sie na specyficznej interpretacji greckich poje¢ wspot-
mierne-niewspdtmierne.?!

Wyraznym nawigzaniem do Euklidesa jest utozsamienie liczb wy-
miernych z punktami na prostej, oparte na twierdzeniu Talesa. Dla
wspotczesnego czytelnika watek ten moze si¢ okazaé nie do konca
przejrzysty, poniewaz geometria porzucita grecka teorie proporcji,
zastepujac ja pojeciem liczb rzeczywistych lub arytmetyka odcin-
kow.

Kanamori, nawigzujac do geometrii, pisze dalej:

Dedekind’s principle has been deployed as an axiom to
rigorize Euclidean geometry (Kanamori 2021, 233).

Aksjomat ciggtosci — powtérzmy — nie jest wprowadzany do geo-
metrii Euklidesa z uwagi na wypetnienie luk logicznych. W wyktadzie
Borsuka i Szmielew jest on stosowany w dowodzie kategorycznosci
systemu, natomiast w ujeciu Hilberta modele ptaszczyzny Euklidesa

21 Zob. nizej rozdz. VII, §2, pkt. 4-5.
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moga by¢ archimedesowe lub niearchimedesowe. W wyktadzie Green-
berga, na ktory wskazuje Kanamori, aksjomat ciagtosci petni wazna
role, ale w wykladzie geometrii hiperboliczne;j.??

Na tym zakonczymy przeglad monografii poswieconych cigglosci.
W dalszej czesci pracy przedstawimy nasza koncepcje ciagltosci.

22 Wigcej na temat monografii (Shapiro, Hellman 2021) w (Blaszczyk 2022).
Natomiast w rozdziale VII, §4 niniejszego opracowania komentujemy rozdziaty
tej monografii po$wiecone liczbom rzeczywistym.
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